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КВАНТОВО-ВЕРОЯТНОСТНОЕ И С С Л Е Д О В А Н И Е СТАТИСТИКИ 
ОТСЧЕТОВ С П Р И М Е Н Е Н И Е М К «ПРИБОРУ ДОЛИНАРА» 

Понятие квантового случайного процесса призвано дать математическое 
описание эволюции „открытой" квантовой системы, подверженной воздей­
ствиям, исходящим от большой „внешней" системы и вносящим дополнитель­
ный элемент стохастичности в динамику открытой системы. Обширное поде 
для приложений этого понятия представляют задачи неравновесной статисти­
ческой механики в их строгой постановке. Здесь мы укажем на другие при­
ложения, связанные с квантовыми измерениями и статистическими выводами. 
Будет построена корректная квантово-вероятностная модель счета бозонов, 
основанная на описании взаимодействия поля с детектором, в терминах кван­
тового случайного процесса; статистика точечного процесса отсчетов, полу­
ченная на основе этой модели, будет применена к исследованию оптимальной 
адаптивной процедуры различения когерентных состояний поля. 

Известные формулы для статистики фотоотсчетов, основанные на при­
ближенном описании взаимодействия поля с детектором согласно теории воз­
мущений [1] — [3], подтверждаются экспериментальными данными для неболь­
ших интервалов времени, однако они не могут служить для описания процесса 
отсчетов, когда время наблюдения Т или коэффициент „квантовой эффектив­
ности" (А достаточно велики [3]. Из этих формул, напр., следует, что число 
фотонов, поглощенных детектором при Т—*со, может превысить их полное 
число в исходном состоянии поля, что, конечно, лишено смысла. Причиной 
такого противоречия, как указано в [3], является то обстоятельство, что 
теория возмущений не учитывает распад состояния поля, обусловленный 
взаимодействием с детектором. 

В данной статье будет показано, что в основу корректного описания 
статистики отсчетов может быть положена модель квантового марковского 
скачкообразного процесса [4] для эволюции поля, рассматриваемого как 
открытая система, взаимодействующая с детектором. Эта модель дает новые 
формулы для статистики точечного процесса отсчетов v(^) на любом интер­
вале [О, Т] и для любого исходного состояния поля. Формулы эти согласуются 
с результатами физкческих работ, относящихся к случаю „поля" с одной 
модой и использующих модель „осциллятора с затуханием" (см. [13], [14]).. 
Процесс v(t), как и в модели, основанной на свободной эволюции поля, ока­
зывается некоммутативным аналогом условного пуассоновского процесса. 

Интерес автора к этой проблеме возник из попыток дать квантово-тео-
ретическое описание так называемого прибора Долинара [5]. Этот „прибор" 
представляет собой измерительное устройство, позволяющее в принципе 
реализовать оптимальное различение двух когерентных состояний, т. е. 
достичь вероятности различения, предсказываемой квантовой теорией обнару­
жения [6]. Описание этого устройства [5], [6], основанное на глауберовской 
статистике фотоотсчетов, носило полуклассический характер и его связь 
с квантовой теорией оставалась невыясненной. Используя новый подход 
к статистике отсчетов, основанный на теории квантовых случайных процессов, 
удается построить последовательное квантово-теоретическое описание не­
которой модели, уточняющей и значительно обобщающей описание прибора 
Долинара. 
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§ 1. Статистика отсчетов, основанная на свободной эволюции поля 

В данном параграфе выведем известные выражения для статистики отсче­
тов. Наш вывод, основанный на общих соотношениях теории точечных про­
цессов, полученных Макки [6], является, однако, более прямым, чем в [1] — [3]. 

Для простоты рассмотрим сначала временной отклик единственного 
детектора, представляющий собой точечный процесс v(/J), 0 < t < Т. Точечный 
процесс полностью задается набором величин Р\d-i{tx)' = 1, ... , dv(tn) = l; 
di(t) = 0, t=f=tx, ... , tn\; a = 0, 1, ... , символически обозначающих вероятность 
того, что на интервале [0, Т] произойдет ровно п отсчетов в интервалах 
dtx,..., dtn. (При п = 0 имеем вероятность рт того, что на интервале [0, Т] 
не произойдет ни одного отсчета.) В предположении, что эти вероятности 
(при п > 0) абсолютно непрерывны по dtx,..., dttt, их можно записать как 
n\pT(tx, ... , t„)dtx ... dtn, где pT{tx, ... , /„) — эксклюзивные плотности (э. п.), 
являющиеся неотрицательными симметричными функциями от tx, ... , tn£[0, Т]. 
Вероятность того, что на интервале [0, Т] произойдет ровно п отсчетов, 
равна 

т т 

Р т { п ) = = 1 \ ^ - t„) dtx...dtn= j . . . j pT(tx,.,.,tn)dtx...dtn,(\A) 
о о o<^,<... <tn<T 

так что э. п. должны удовлетворять соотношению 
ой т т , • 

S^-J- J M ' I . - » Qdtx...dtn^\ 
«=0 0 0 

(где при п. = 0 подразумевается слагаемое рг). 
Практически, однако, бывает более удобно описывать точечный процесс 

через другую иерархию неотрицательных симметричных функций \h(tx, ... , tn)} — 
плотностей совпадений (с. п.) — определяемых из соотношений 

P{dv(tx) = l, ..., di{Q = \) = h(tl,... , tn)dtx...dtn. 

С . п. связаны с э. п. соотношениями [7]: 
оо Т Т 

U(lx, ... , tn) = J M ' l « "• > 'л+1» ••• ' tn+)) dtn+\ ... <#!•+/• (L2> 

/=0 0 0 . • 
Во „вполне регулярном" случае [7] с. п. однозначно определяют, э. п. (а значит, 
и точечный процесс v(^), 0 < t < Т) по формулам обращения 

оо Т Т 

pT(tx, ... , == — — J ... (^I , tn, tni.x,..., tn+J)dtn+l ...dtn+j. (1.3) 
/=о о 0 

Для произвольно заданных с. п. эти формулы могут дать отрицательные зна­
чения pT{t\, ... , tn), не определяющие никакого точечного процесса. 

Квантовая теория, основываясь на некоторой модели взаимодействия поля 
и физического детектора, должна дать выражение для с. п. {h(tx,..., tn)}. 
Из сказанного выше вытекает, что вся статистика отсчетов может быть по­
лучена тогда из с. п. с помощью чисто вероятностных соотношений (1.3), (1.1). 
Используя модель взаимодействия, основанную на теории возмущений, Глау-
бер [1] предложил выражение вида 

h (tx, ..., tn) = (Xй(а° (*)•... а]п (г)*а]п (*)... (*)>, (1.4) 
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где ( ... ) обозначает усреднение по исходному состоянию рассматриваемого 
бозонного поля. Здесь 

к 

где к нумерует „нормальные моды" с частотами <ой, ak— оператор уничтоже­
ния бозона, отвечающий &-й моде, гк — „комплексная амплитуда" k-n моды. 
Оператор a°t(z) описывает уничтожение (за счет поглощения детектором) 
в момент t бозона с „волновой функцией" z={zk). Таким образом, выраже­
ние (1.4) соответствует плотности совпадений для детектора, чувстви­
тельного к бозонам с волновой функцией z, а коэффициент р. отражает 
интенсивность поглощения. 

Для электромагнитного поля в кубическом объеме со стороной L индекс k 
содержит две переменные: переменную импульса k, которая пробегает бес­
конечную трехмерную решетку с шагом 2w/L, и переменную поляризации а, 
принимающую два значения для каждого k (см., напр., [3]), причем wfe = | & | . 
Каждая волновая функция z = {zk J описывает „чистое однофотонное состоя­
ние". В частности, оператор уничтожения фотона в точке х имеет вид 

к 
(где для краткости опущена переменная поляризации). Выражение, предложен­
ное Глаубером [1], использует вместо а (х, t) оператор напряженности 

<*, 0 = У {к-Х~«кЬ) ак . (1.7) 
1 к 

Келли и Клейнер [2] и Клаудер и Сударшан [3] используют векторный 
потенциал 

^ . ^ j y i / ^ - ^ V (1-8) 
к 

Различие между выражениями, получаемыми из (1.6) —(1.7), несущественно, 
если состояние поля таково, что возбужденными являются лишь моды, отве­
чающие значениям к, концентрирующимся вблизи фиксированного значения 
импульса k0. Для краткости будем называть такие состояния „квазиимпульс­
ными". Такие состояния описывают параксиальное квазимонохроматическое 
электромагнитное излучение, наиболее часто рассматриваемое в приложениях 
(см., напр., [6]). Будем рассматривать выражение (1.4) для произвольного 
поля бозонов и пользоваться „размазанными" операторами уничтожения (1.5), 
т. к. это делает рассуждения более общими и более корректными, нисколько 
не усложняя их. 

Обозначая через (z, z') = ^zkz'k скалярное произведение в „одночастичном 
к 

пространстве" векторов z = \zk), можно формально записать a (z) = (z, а), где 
а = {ak} — многокомпонентный оператор уничтожения; тогда a°t(z) = (z, af), где 

a°t = e-itHa, (1.9) 
Н— „одночастичный гамильтониан": Н\zk\ = \mkzk\. Особый интерес для нас 
будут представлять когерентные состояния поля | z) (z | , где | Z) — вектор, 
определяемый формулой 

оо 

|*> = ехр -ЩШ^-10). (1.10) 
" • к-0 
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Здесь 10) — вакуумный вектор: а{г)\0) = 0. Вектор \g) является собственным 
вектором операторов уничтожения 

a(z)\z0)^(z, z0)\z0); (1.11) 

в частности, 

а? (*)!*„> = (*. *?)1*о>. (1.12) 
где 

-е~инг0. (1.13) 

Оператору Л = [ a k k , ] в одночастичном пространстве сопоставляется „вто-
л 

рично квантованный" оператор А = (а, Аа)= 2 a

k k > a k a k '
 в пространстве век-

к, к' 

торов состояний поля. В частности, гамильтониан поля есть Я = 2 С 0 * а А а й » 
к 

л 
оператор полного числа бозонов TV = / = ^a\ak. Из (1.11) вытекает полезная 

к 
л 

формула {z\A\z') = (z, Az') {z\z'). Пусть F(a*, a) — формальное выражение 
(ряд), составленное из операторов ак, а*к. Символом: F(a*, а): обозначается 
нормально упорядоченное выражение, которое получается из F (а*, а), если 
формально переставить все операторы а*к так, чтобы они предшествовали всем 
операторам ак, (см. [3], [8]). Таким образом, под знаком : : переменные 
ак1, а*к можно рассматривать как коммутирующие. Из (1.11) тогда следует (z\:F(a*, a):\z')^F(z, z') (g\z'). (1.14) 

Используя операцию нормального упорядочения, с. п. (1.4) можно запи­
сать в виде 

h ^ , . . . , / „ ) = <: А 0 (/,)••• А ° ( / Я ) : ) , 
где 

A 0 (*) = К(*)* a] (z) (1.16) 

— оператор интенсивности отсчетов. Из (1.15), пользуясь формулами (1.3), 
(1.1) и свойством нормально упорядоченных выражений, получим 

рт (t,, ... , Q = / : А 0 (*,)... Л° ( Q ехр [ - j A 0 (t) dt] : ) , (1.17) 
0 

т т 

рт (Я) = _L / : J J A 0 (t) dinexp [- J A 0 (t) dt] : \ . (1.18) 
0 0 

Формула (1.18) с A°(^), определяемым соотношением типа (1.16), и является 
основным результатом теории, излагаемой в [1]—.[3] . Она легко обобщается 
на случай „распределенного детектора" (сравни следующий параграф), однако, 
здесь это несущественно. Формулы (1.15), (1.17), (1.18) определяют „некомму­
тативный" аналог условного пуассоновского процесса в теории вероятностей [7]. 

Оператор 
т т 

7V 0 (Г) = j А 0 (0 dt == [J* j* л° (*)• а? (г) dt (1.19) 
о б -

должен представлять число бозонов, поглощенных детектором- за время Т. 

Учитывая (1.19), (1.16) и (1.9), можно написать №{Т) = (а, /° (Т) a) = 7*?Г), где 
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/ ° ( Г ) = | А \ е т E \ z \ e - U H dt, , (1.20) 
о 

а Е\г\ — оператор в одночастичном пространстве, действующий по формуле 
E[z]z' = z(z, z'). 

Если при t — Q поле находится в когерентном состоянии \Z0){z<>\> т о и з 

(1.18), (1.14) получим РТ(п) = (т)(№(Т)Гехр[-{№(Т))\, где (N°(T)) = 
г 

= (<г'0, / ° (Т) z0) =-= | J . j* I (z, ztyfdt. При любом Г это есть распределение Пуас-
6 0 

сона со средним числом отсчетов (N (Г)). Этот вывод находится в хорошем 
соответствии с экспериментами по счету фотонов для небольших значений Т. 

Нас, однако, будет интересовать описание процесса счета бозонов на 
неограниченном интервале времени. Формулы (1.15), (1.17), (1.18) становятся 
тогда неприемлемыми. Очевидно, что среднее число бозонов, поглощенных 
детектором, не может быть больше среднего полного числа бозонов поля, 
т. е. должно выполняться (№(Т)) < (N). Для когерентного состояния поля 
это приводит к неравенству 

т 
Р, * о ) | а Л < ( г 0 , zQ), 

о 
которое, очевидно, может нарушаться для больших рГ (напр., для случая 
одной моды левая часть есть pT\Z • Z0f). Более того, легко построить пример 
состояния поля, для которого величины (1.18) не являются все положитель­
ными при больших [3]. 

Покажем, что для положительности величин (1.17), (1.18) (при всех со­
стояниях поля) должно выполняться условие 

№(T)<N, (1.21) 
которое эквивалентно условию 

1°(Т)<[ (1.22) 

в одночастичном пространстве. Физический смысл условия (1.21) очевиден: 
для любого состояния поля число бозонов, поглощенных детектором, не 
превышает полного числа бозонов. Записывая (1.17) в виде 

(А::ыр[-№(Т)):Ап), 
где А„ — \ьпРа0. (г)... a? (z), мы видим, что для положительности должно 

I я 
выполняться 

:ехр[~№(Т)]:>0. (1.23) 

Предположим для простоты, что оператор /°(Т) имеет чисто точечный спектр 

из собственных значений {-fy}. Тогда № (Т) — 2 Т / °7 а]> г Д е \а}\ получаются 
из {dk} унитарным преобразованием, диагонализирующим оператор 
Используя формулу 

: ехр ( - т а ' л ) : = exp [In (1 - i)a*a] = (1 - i)a*a С 1 - 2 4 ) 

(см. [8]), где оператор а*а имеет спектр из собственных значений 0, 1, ... 
и в случае ? = 1 полагается 0 ° = 1 , имеем 

:ехр[-ДУ°(Г)] ' :=Па-7;) ' В У В У -

Отсюда видно, что (1.23) выполняется тогда и только тогда, когда все Т /<1» 
что эквивалентно (1.22). 
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Для N (Т), определяемого формулой (1.19), условие (1.21) может нару­
шаться для достаточно больших Т, так что с. п. (1.15) не определяют, вообще 
говоря, точечный процесс на достаточно большом интервале времени. Причиной 
этого является то обстоятельство, что выражение (1.4) не учитывает распад 
состояния поля в результате постоянного взаимодействия с детектором. 

- Л Л 

В самом деле, в картине Гейзенберга a°t(z) = eltH a{z)e~UH, так что 

h{tx, ... , ta) = paTra(z)e п п~х a(z) ... е 2 1 a{z)e 1

 Рйе 1 X 

• Xa(zYelt>~'l)f*... a(z)*eHt»~tn-^a(z)*, (1.25) 

где р 0 — начальное состояние поля. Эта формула ясно показывает характер 
модели, лежащей в основе формулы (1.4): между отсчетами состояние изме-

V Л - • Л 

•няется согласно уравнению свободной эволюции p—>epeltH, а в момент 
отсчета меняется скачкообразно р —> pa (z) pa (z)*. В следующем параграфе 
рассмотрим простую модель, учитывающую распад состояния поля в резуль­
тате постоянного взаимодействия с детектором и дающую внутренне противо­
речивое описание процесса счета бозонов на неограниченном временном 
интервале. 

§ 2. Статистика отсчетов, основанная на модели квантового 
случайного процесса 

В начале этого параграфа опишем процесс изменения состояния поля, 
который включает постоянный распад и скачки, обусловленные взаимодей­
ствием с детектором. Такие процессы были введены и изучены Дэвисом [4] 
под названием квантовых случайных процессов. Формальное описание кван­
тового случайного процесса потребовало бы введения понятий, которые для 
дальнейшего нам не нужны, поэтому используем инфинитезимальный подход, 
подобный тому, который используется при эвристическом описании скачко­
образных процессов теории вероятностей. 

Для описания изменения состояния в результате изменения, отбирающего 
определенных представителей данного статистического ансамбля, используется 
понятие операции. Операцией называется линейное отображение §Т, перево­
дящее оператор р > 0 с конечным следом в оператор W(p) > 0, такое, что 
Т г | ? ( р ) < Тгр. Если р—исходное состояние, так что Т г р = 1 , то оно пере­
ходит в состояние р' = Ш(р)/ТтШ(р) с вероятностью Tr§f(p). Сформулируем 
наши предположения. 

1. Если за время t не зарегистрировано ни одного отсчета, то измене­
ние состояния описывается операцией 

р->в*в;, (2.1) 
Л Л Л Л 

где Bt = exp[—(Ш + R/2)t], Н —свободный гамильтониан, a R — некоторый 
положительный оператор. Таким образом, {В(; t>0} является сжимающей 
полугруппой и Тг5 ,р5*< Тгр [4], что отражает возможность распада состоя-

Л л л 

ния. При малых временах t р—* р — [i\Н, р] + (1/2) (Rp + pR)} t + о {t). 
2. Если за малое время t детектором зарегистрирован ровно один отсчет, 

то изменение состояния описывается операцией 
Р — w(z)pa(zyt + o(t). (2.2) 

3. Изменение состояния за счет регистрации более чем одного отсчета 
за малое время t есть о (t). 
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Тогда полное изменение состояния за малое время t дается формулой 

Р -> р - {i [И, Р ] + (1/2) (R? + pR) - (ад (z) ра (z)*} t + о (t). (2.3) 

Так как Тгр при этом должен оставаться неизменным, то след выражения 
л 

в фигурных скобках должен равняться нулю, откуда Tr pR = [* Tr a (z) pa (z)*, 
так что 

л 
R = jio {z)*a (z) = \>.Е[г\, (2.4) 

где E[z] есть вторичное квантование оператора E\z\. 
Из (2.3) вытекает следующее уравнение эволюции: 

= — i[H, р,] — J (a(z)*a(z)Р, + Р,а.(*)*а(г)) + \ш(z)Pia(z)*. (2.5) 
at 2. 

Имеем pt = Wt{po), где {Wt;. t > 0} — полугруппа операций, описывающая не­
обратимую эволюцию начального состояния поля при взаимодействии с детек­
тором, если отсчеты детектора не принимаются во внимание, так что не 
происходит никакого отбора в статистическом ансамбле из-за измерения. 
Отметим, что уравнение типа (2.5) получается также в марковском прибли­
жении из управляющего уравнения, которое описывает редуцированную дина­
мику поля в случае слабого взаимодействия [9]. 

Перейдем к выводу статистики отсчетов. Основываясь на вероятностном 
смысле операций (2.1), (2.2) и §Г,, можно сразу написать общие выражения 
для с. п. и э. п. регистрации п отсчетов в моменты времени tx < ... < tn на 
интервале [0, Г ] : 

h(tx,..., ;„) = p." Tr а (*)§?,_, (... а{г)%Ы)а(гу... )a(z)*; (2.6) 
п л—1 1 

pT(tx,..., tn) = n\ tx" lxBT_t а (z) Bt_t ... а (г) Я, Р о в ; а (*)•... 
1 а п и—1 1 1 

a(zyB*t_t . (2.7) 
п И—1 п 

Обоснование этих соотношений в рамках теории квантовых случайных про­
цессов несложно, но несколько громоздко и поэтому опускается. 

Пусть р0 = | z0) {z01 — когерентное состояние. Тогда pt также будет ко­
герентным состоянием [10]: 

%t(\Z0){Z0\) = \zt)(zt\, (2.8) 
где zt есть решение уравнения 

с начальным условием zt \ t = 0 = z0. Это легко проверяется подстановкой в (2.5) 
с использованием формулы (1.11) и соотношения 

dt 1 и 
\zt), (2.10) 

вытекающего из (1.10). Решение уравнения (2.9) дается формулой 
^ = ехр[— (Ш+ (р/2) E[z]) t] z0. Учитывая (2.8) и (1.11), получим из (2.6) 

д(*,, . . . , („) = [>•" f\\(z, zt)f. 
i=i ' 

Согласно (1.14) такое выражение для h(tx, ... , ta) в случае когерентных со­
стояний дает формула 
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h(tl,...,tn) = (:A(tl)...A(tn):), (2.11) 
где 

A(/)== v.at (zYat(z) (2.12) 

— новый оператор интенсивности отсчетов с at (z) ------ (z, ехр[ — (iH + 
+ (р/2) E[z])t]a). В силу свойства полноты когерентных состояний, которое 
заключается в том, что „диагональные значения" (z\A\z) однозначно опре­
деляют оператор А [1], [3], получим, что (2.6) и (2.11) совпадают для всех 
начальных состояний р 0 . Из (2.11) по формулам (1.3), (1.1) получим 

pT(tlt:.. , Jf„) = / : A ( ^ ) . . . A ( g e x p [~ j A(t)dt]-.y, (2.13) 
о 

г 
PT(n)=~-±-/А(*)Л "exp j - j * A ( 0 ^ 

о 
(2.14) 

Соотношения (2.11), (2.13), (2.14) отличаются от (1.15), (1.17), (1.18) опреде­
лением оператора интенсивности отсчетов (2.12), учитывающим распад состоя­
ния поля. Соответствующий оператор числа поглощенных бозонов 

т 

N{T) = § A(t)dt (2.15) 
• о 

удовлетворяет условию типа (1.21), однако, прежде чем это доказать, обобщим 
полученные результаты на более широкий класс детекторов. 

Предположим, что имеется m независимых детекторов, характеризую­
щихся одночастичными функциями zx, ... , zm и интенсивностями поглощения 

, ... , [ A m . Тогда изменение состояния за малое время t при условии, что 
зарегистрирован отсчет от одного из счетчиков, описывается операцией 

m 

Р - 2 W (*/) Pa + o(t) (2.16) 

1=1 
л 

(ср. с (2.2)). Оператор R при этом имеет вид 
A tn R — 2 ьа(г]Уа:= (а> #«), 

i=-i 
где a = {ak\, а оператор R в одночастичном пространстве определяется формулой 

m 

R = ^bE[Zj\. (2.17) 

Уравнение эволюции принимает вид 
m 

^ = РЛ - ~ (А>, + ?Л + £ Ьа P*« (*/)*> (2-18) 

а его решение в случае когерентного состояния дается формулой (2.8), где zt 

есть решение уравнения 

dzjdt -- (Ш -!- RI2) zf, (2.19) 

откуда 

Zt = e ~ m + m t z 0 . (2.20) 
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Рассуждая, как в случае одного детектора, получим выражение для вероят­
ности совместной регистрации rij бозонов у'-м детектором, j — 1, ... , т: 

т Г п 7 . 

Рг(п1г..., я„г) = /:П(~г[|Л/(0^]/ехР [ - - j A ; ( / ) ^ ] ) : \ , (2.21) 
1=\ о 6 

где А ; (0 = jyz, (^)* a, (z}) и 
а,(г) - ( г , а,); at = е~ ( W + W 2 ) f а. (2.22) 

Рассмотрим „распределенный детектор", который просто суммирует от­
счеты с данных т счетчиков. Из (2.21) получим формулу (2.14), где 

т т. 

л (о == 2 Л/ W = 2 Ъа* (*;)' at (*/)• 
Учитывая формулы (2.22) и (2.17), получим оператор интенсивности, отсче­
тов в виде 

Л (0 = (а,, Яа,) = (а, ' / ? е " ( М ) ( а ) . .. (2.23)' 
Для точечного процесса счета бозонов распределенным детектором полу­
чаются формулы (2.11), (2.13) с Л(^), определяемым соотношением (2.23). 
Таким образом, вновь получим „некоммутативный" условный пуассоновский 
процесс, однако с другим оператором интенсивности А(^). При этом ста­
тистика отсчетов распределенного детектора полностью характеризуется 
положительным оператором R в одночастичном пространстве. Такой детектор 
будем обозначать тем же символом R. 

Получим выражение для оператора числа бозонов, поглощенных детек­
тором R за время Т. Учитывая, что 

dt 1 J ' 

получим из (2.15), (2.23) 

N(T)^(a, ЦТ)а) = 1{Т), (2.24) 
где 

/ ( = jeW-R12) t Rf,~ W+RP) t d t = I _ JtH-Rfl) T e-(iH+RI2) T [ { % 2 Ъ ) 

0 

T 

Эту формулу следует сравнить с соотношением 1° (Т) = j eiHtRe~mdt, обоб-
0 

щающим (1.20) на случай распределенного детектора R. Имеем N(T) = 
= / ( Г ) < / = ./V, т. е. число поглощенных бозонов за любое время не превы­
шает полного числа бозонов. Таким образом, данная модель свободна от 
противоречия, присущего модели, основанной на свободной эволюции поля. 
Для любого Г с. п. (2.11) с Л(^), определяемой по формуле (2.23), задают 
точечный процесс v ( ^ ) ; . 0 < ^ < Т. 

Обратимся теперь к случаю поля с фиксированным источником, когда 
к гамильтониану свободного поля добавляется выражение Н' = a (wf) + a (w1})*, 
где w°t — некоторая функция со значениями в одночастичном пространстве, 
описывающая источник. Решение соответствующего уравнения эволюции 
в случае когерентного состояния р 0 дается формулой (2.8), где z-t = zt удо­
влетворяет неоднородному уравнению dzjdt = — (Ш + R/2)z( — iw] (ср. [10]). 
Это легко проверяется с помощью формул (1.11), (2.10). 
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Особый интерес для нас представляет модель, в которой из поля, посту­
пающего на счетчик, вычитается классический сигнал да°. Это означает, что 
в операции (2.16) операторы уничтожения а (г) заменяются на [a (z) — (г, wf)], 

так что оператор R принимает вид Rt = ([а — <w% R[a — w°t]), а уравнение 
эволюции записывается в виде 

т 

= - i [Я, р Л - | (4Р,+ РА) + • J] Ь [a (zt) - (Zj, да?)] р, [а (г,) - (*,, да?)]'. 

. . (2.26) 
Производя алгебраические преобразования, получим, что это уравнение сов­
падает с уравнением для случая фиксированного источника с 
# ' = (1/2) [a(iRwf) + a(iRw^)*]. Таким образом, решение уравнения (2.26) для 

случая начального когерентного состояния р 0 = | z0)(z0 | дается формулой 
Pt = \zt) {zt\, где z( есть решение уравнения 

dzt/dt = -(m + R/2)zt + {R/2)vfit (2.27) 

с начальным условием z0 = zQ. Отсюда находим 

(W+R/2) t 
zt = e Ч + j j V R w ° s d s = zt + \ j e ~ { Ш + т < ' - * > R w ° d s , 

где zt есть решение однородного уравнения (2.19). Следовательно, в случае 
когерентного состояния поля 

it 

h (t\,..., tn) = П ([*,. - да,.], R - да,.]), 
где 

t щ = w o _ 1 j е - v-*) (2.28) 
о 

Отсюда, рассуждая как в случае поля без источника, получим для произволь­
ного состояния поля 

«(*,,..., *„) = (: А(*,) ... А (*„):), (2.29) 

где оператор интенсивности отсчетов 

A(t) = ([dt-wt], R[at-wt]), . (2.30) 

причем at дается выражением (2,22). Из (2.29) получим формулы (2.13), (2.14) 
с заменой А(^) на А(^). Используя второе из соотношений (1.1), мож:ем также 
написать 

РТ(п) = < : j dta \dtn„x ... j dtxl{tx) ... A( /„_[) А ( / я ) X 
0 0 0 

tt t. T 

X e x p [ - J A(/)*ft - ... - j A(t)dt~ J A ( 0 ^ ] : X . (2.31) 

Эта формула понадобится нам в дальнейшем. ( 
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Таким образом, вычитание сигнала w°t из поля, поступающего на счетчик, 
отражается в статистике отсчетов в том, что операторы уничтожения at 

в формуле для оператора интенсивности заменяются на \at — Wt], где wt свя­
зано с w°t соотношением (2.28). Это соотношение может быть обращено. 
Дифференцируя (2.28), получим 

e~mt ± [emt = е - WW) t ± {е(ш+т 

откуда 
t 

w°t = wt+j j ' e~w (t~s) Rws ds. (2.32) 
0 

Отметим, что соотношения (2.28), (2.32) носят „неупреждающий" характер. 

§ 3. Поглощающие детекторы 

В этом параграфе рассматривается поле без источников. Скажем, что 
детектор R поглощает состояние р 0 , если \\m(N{T)) = (N), где ( . . . ) отве-

T-+OQ 

чает состоянию р 0 . Для когерентного состояния р0 = | Z0) {z0 | в силу (2.24) 
это означает, что lim (z0, ЦТ)г0) = '(г0, zQ) = \\z0f или же 

m\\e-«H+RI2)rz0\\ = o. 
Т-+оо 

Примером детектора, поглощающего любое состояние, является / ? = / = = ^E\Zj\, 
i 

где {Zj} — ортонормированный базис в одночастичном пространстве. Пред­
ставляют интерес, однако, случаи, когда оператор R вырожден, в частности, 
когда R = E[z\. Как увидим, здесь значительную роль играет характер спектра 
гамильтониана Н. 

Рассмотрим сначала случай конечномерного одночастичного пространства. 
Рассмотрим подпространство N0, натянутое на собственные векторы Н, ле­
жащие в нулевом подпространстве N {R} оператора R. Для того чтобы, 
детектор R поглощал когерентное состояние \ z0) (z0 \, необходимо и доста­
точно, чтобы zQ был ортогонален к NQ. Приведем здесь простое доказа­
тельство этого утверждения. 

Очевидно, что N0 является инвариантным подпространством как Н, так 
и Ш + R/2, а поэтому и Vt = ехр [— (1Н + R/2) t\. В NQ операторы Vt действуют 
как унитарные, так что при z£N0 || Vtz\ = \z||-/-0. С другой стороны, | Vtz|| —>0 
для всех z из No', т. к. любое собственное значение X оператора Ш + R/2, 
рассматриваемого в No~, имеет отрицательную вещественную часть. В самом 
деле, пусть (Ш + R/2) z = ~kz, z ф 0, тогда 

i (z, Hz) + (1/2) (z, Rz) = (Re X + i im X) (z, z), 

откуда Re X = (1/2) (z, Rz)((z, z)>0, причем равенство может иметь место 
тогда, когда (z, Rz) = 0. Последнее влечет Rz = 0, а значит, # 2 = T m X - £ , 
так что Z является собственным вектором И и принадлежит N {R}. Следова­
тельно, z£N0, что противоречит предположению z ^ N Q - . 

В частности, счетчик R = E[~(z] (т = const) всегда поглощает когерентные 
состояния \z){z\. Ситуация значительно усложняется, если одночастичное 
пространство бесконечномерно и Н имеет непрерывный спектр. Известно, что 
для любого ядерного R lim Цехр [— (Ш + (ц/2) R) t\ Z\ существует и отличен 

Т-+оо 

от нуля для всех ц > 0, кроме быть может счетного числа значений [12]. 
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Рассмотрим случай R = \xE[z\. Тогда, основываясь на (2.15), (2.12), (1.11) 
можно написать 

(*0|#(:г)!*0) = ц \\vtfdt, 
о 

где vt = (г, zt). Записывая уравнение (2.9) в виде 

dzt\dt + lHzt = — ([х/2) zvt 

и решая его как неоднородное уравнение, находим 

откуда (ср. [11]) 

- vt+^g(t-s)vsds^h(t), (3.1) 
о 

где g{t) = {z, e~iHtz); h(t) = (z, e~mtzQ). Методы решения интегрального урав-
с о 

нения Вольтерра 2-го рода (3.1) хорошо известны. Обозначая х (р) = Г e~ptx{t) dt 
• о 

преобразование Лапласа функции x(t), находим 
v (р) = А(/?)/[1 + (Н-/2) £(/>)]• (3.2) 

Применим эту формулу к случаю, когда z = ^zu, |тг| = 1 и исходное состояние 
\z0){z0\ является квазиимпульсным состоянием электромагнитного поля, так 
что h(t) = т#(0 и 

g ( / ) = 2 * - " * " ! * 0 ( * . o ) | 2 « e - / s / ( ^ o , * „ ) . 
ft, о 

где 2 = j kQ I , a £ 0 — то значение импульса, вблизи которого комплексные 
амплитуды zQ(k, а) существенно отличны от нуля. Тогда 

g(p) = (z0, zQ) (р + iQ)-1 

и обращение формулы (3.2) дает 

vt = f (*о. *о) ехр [ - Ш - (jx/2) (*0, z0) / ] , (3.3) 

откуда 

( * 0 1 А ^ Г ) | 20> = (z0, * 0 ) [1 - ехр ( - (Z0, Z0) Т)], 
так что lim (N(T)) = (z0, z0) и счетчик E[^z0] поглощает когерентное состоя-

ние | z0) (z01. 
Аналогичный результат верен и для случая, когда р0 является суперпо­

зицией квазиимпульсных состояний, " однако, в этом случае vt будет супер­
позицией выражений вида (3.3) и на экспоненциальное убывание интенсивности 
отсчетов p\vt|2 могут накладываться осцилляции. 
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§ 4. Обобщенный прибор Долинара 

Из квантовой теории обнаружения [6] известно, что максимальная вероят­
ность байесовского различения двух чистых состояний р 7-= | <]>/) (Ф/1 с априор* 
ными вероятностями -гсу; j — 1, 2, равна 

Р , = (1/2) [1 < 4 Л ) 
Прибор Долинара представляет собой „квазифизическое устройство", 

содержащее счетчик и механизм обратной связи, которое позволяет достичь 
теоретической границы (4.1) для когерентных состояний. В оригинальной 
работе [5] (см. также [6]) было дано полуклассическое описание прибора, 
различающего два квазиимпульсных когерентных сигнала. В данном параграфе 
дадим последовательное квантово-механическое описание аналогичного 
устройства, основанное на модели счета бозонов, описанной в §§ 2, 3, и поз­
воляющего оптимально различать произвольные два когерентных состояния 
бозонного поля. 

Не ограничивая общности, можем рассматривать пару когерентных со­
стояний вида р + = 12/2) {z/21, Р _ = | — z/2) {— Z/2|. Обозначая соответствующие 
априорные вероятности тс+ , тг_ и учитывая, что 

{г | z') = ехр \(z, z') - (1/2) (г, z) - (1/2) (z', z')}, 

имеем 

Рс = ( 1 / 2 ) \ \ f V \ - 4*_* + ехр [ - (z, g)]\. (4.2) 

Обобщенный прибор Долинара состоит из детектора R и решающего 
устройства S, соединенных прямой и обратной связью. В каждый момент 
времени t решающее устройство находится в одном из двух состояний 
е , = + 1 или е / = — 1, означающих принятие соответствующей гипотезы. 
Обратная связь состоит в том, что из поля, поступающего на детектор R, 
вычитается сигнал w°( такой, что в выражении (2.30) для оператора интен­
сивности отсчетов wt = (1 /2)k( t )z t z t , где коэффициент усиления k(t)>0 есть 
скалярная функция, которая будет далее выбрана оптимальным образом. 
Согласно (2.32) 

t 
«?= 7 + i j e-"n'-i)Rk(s)Bsz/is, (4.3) 

о 
где zt дается формулой (2.20) с z0 = Z. 

Очевидно, что вероятностные характеристики процесса (е,; t > 0} пол­
ностью определяются распределением величины е0 и состоянием поля, 
задающим динамику процесса при t > 0. Примем следующее начальное 
распределение: 

II , если тс+ > тс_ ; 
1/2, если г.+ = «_ ; (4.4) 

0 , если тс+ < . 
Рассмотрим случай гс+ > к_, из которого легко получатся и результаты для 
остальных двух случаев. Тогда е 0 = + 1. Обозначим через tx,..., tn моменты 
последовательных отсчетов детектора и условимся считать t0 = 0, tn+l=T. 
Тогда на интервалах (tik, ^ f t+iL^ —0, 1, . . . .оператор интенсивности дается 
формулой 

А + (0 = ([«/ — (1/2) к (t) zf], R [at — (1/2) k(t) zt\), (4.5) 
а на интервалах O W - i . hk\, k — \, 2 , . . . , 

A - (0 - ([«, + (1/2) k {t) zt\, R [a, -f (1/2) к (t) zt\). (4.6) 
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Учитывая неупреждающий характер обратной связи, можем использовать 
формулу (2.31) с Л (t) = А ± (t) на соответствующих интервалах. Вероятность 
того, что e r = + 1 для данного состояния поля, равна 

^PT(2k) = (U+(T))t 

где „детектирующий оператор" Н+(Т) согласно (2.31) дается нормально упо­
рядоченным выражением 

Т оо Г * 2 к ' 2 

П + ( Г ) = : ехр [ - | Л + ( * ) < * * ] + 2 $dt№$ dt№_l...$dt1A.+ (tl) ... 
О ' ft=l 0 0 о 

г л 1 ' * * Т 

- A + ( ^ _ i ) A _ ( ^ ) e x p [ - j A+{t)dt-... - j " A_(t)dt- J A + ( * ) # ] : . (4.7) 

Аналогично, вероятность того, что &т = — 1, равна 

оо 

2 Р г ( 2 ^ ~ 1 ) = (П_(Г)) , 

где 

П _ ( Г ) = : S j #2ft_, j Л а д _ 2 . . . А + (*,)... А _ (^2ft_2) А + ( ^_ , ) X 
fe=l о 

Х е х р [ - \jA+(t)dt~ ... - § A+(t)dt— § A_(f)dty.. (4.8) 

Вместо непосредственного вычисления продифференцируем (4.7), (4.8) по Т. 
Получим 

~ П + (Т) = : Л _ (Г) П _ (Г) — А + (7") П + (Г): 

и аналогичное уравнение для П _ ( Г ) . Учитывая, что П + ( Г ) + И.ДТ') = /, 
находим • 

^ Г П + ( Г ) = : ~ [ А _ ( 7 ' ) + А + ( Г ) ] П + ( Г ) + А _ ( 7 ' ) : . (4.9) 

В данном случае П + (0) = /; вообще из (4.4) получим 

П+(0) = 
/, если тс+ > т._ ; 

(1/2)/,-если * + = тс_; (4.10) 
0, если к + < « _ . 

Уравнение (4.9) вместе с начальным условием (4.10) однозначно опре­
деляют П + ( Г ) при Г > 0 . Позже найдем явное решение для П + ( Г ) , а теперь 
дадим условия, при которых описанное выше устройство дает асимптотически 
оптимальную стратегию различения гипотез р + и р_ при Т—»оо. Интересующие 
нас вероятности правильного решения 

Р+(Т) — (g/21П+ (Г) |г/2), р_ (Т) = ( - g/21 П _ (Г) | - g/2) 
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удовлетворяют дифференциальному уравнению, которое вытекает из (4.9) 
и свойств когерентных состояний и нормально упорядоченных выражений. 
Именно, (d/dT) Р+{Т) = - [Х_ (Т) + Х + (Г)] Р+ ( Г ) + Х - (Г)> г д е согласно (4.5), (4.6) 

Х + ( Г ) = ( ^ / 2 | Л + ( Г ) | 2 / 2 ) = ( 1 / 4 ) [ 1 - А ( Г ) ] 2 ( ^ , Д* г ) , 

Х_ (Г) = (2/21 А _ (7*) 12/2) = (.1/4) [1 + k (Г)] 2 ( 2 7 , / ? 2 7 ) . 

Преобразуя эти соотношения, получим 

А / ; + ( Г ) = . [ - 2 / ; + ( Г ) ( 1 + А(7 ,) а) + (Ц-А(7 , ) ) ! , ] ( < г: г , #2 г ) /4 . (4.11) 

Такому же уравнению удовлетворяет и р_(Т), а значит, и полная вероят­
ность правильного решения р(Т) = w_p_(Т) + к+р+ (Т). Из (4.4) получим 

р (0) = max (*+ , «_) = (1 + | тс+ - | )/2. 

- Введем новую переменную 

о 
где 1(Т) дается соотношением (2.25). Тогда уравнение (4.11) примет вид 

£-p(u) = [-2p(u)(l + k(uf) + (\+k(u))2](z, 2)/4. (4.13) 

Займемся оптимальным выбором коэффициента усиления к. Очевидно, что 
если к (и) будет максимизировать правую часть уравнения (4.13) для каждого и, 
то скорость возрастания р(и) будет максимальна и поэтому р(и) будет при­
нимать- максимальное значение. Отсюда находим 

к (и) - [2р(и) - I ] - 1 (4.14) 

и соответствующее уравнение для р(и): 

Л- р (и) = £Шк-РШ {г g)m 
da ^ v ' 2р(и) — \ х > 

Решая это уравнение с учетом начального условия, находим 

р(а) = (1/2) {1 + / 1 - 4 т с + т : _ е х р [ - н ( 2 , z)\}. (4.15) 

Сделаем важное предположение, что детектор R является поглощающим 
для состояний р ± . Тогда (2 , I (со) z) == (z, Z) и согласно (4.12) и (со) = 1. 
Таким образом, lim р(Т) = Рс, т. е. получим при Т—»оо оптимальное выра-

жение (4.2). Из (4.14), (4.12) находим оптимальный коэффициент усиления 

^ ) = { 1 _ 4 « + « _ е х р [ - ( 2 , 7 ( 0 г ) ] Г 1 / 2 . (4.16) 

В заключение вычислим детектирующие операторы П ± ( Г ) , отвечающие 
прибору Долинара, и убедимся, что операторы П (со) удовлетворяют урав­
нениям оптимальности, вытекающим из квантовой теории обнаружения [6]. 
После некоторых вычислений эти уравнения приводятся к виду 

П _ | ZI2) == r-=± U /2) + ехр [ - (z, Z)] | - г/2), 
Г (4.17) 

П _ | - 2/2) = Ш | - 2/2) - *f ехр [ - (z, z)\ 12/2), 
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где обозначено г = V\ — 4 I T + T C _ ехр [— (z, z)\ (уравнения для П + = = / — П _ ана­
логичны). Подчеркнем, что эти уравнения определяют П однозначно лишь 
на двумерном подпространстве, натянутом на векторы различаемых состояний 
| ± z/2); на ортогональном дополнении к этому подпространству П ± могут 
быть произвольными, лишь бы выполнялось П + > 0 и П + + П _ = /. 

Будем считать пока, что тс+ > . Решение уравнения для Н _ ( Г ) , анало­
гичного уравнению (4.9), 

d 
dT 

П _ (Т) = : - [ А + (Г) + А_(Т)] П _ (Т) + А+ (Г) 

с начальным условием П _ (0) = 0 имеет вид 
г т 

П _ (Т) = : J ехр { - j [ А + (s) + Л _ (s)\ds } Л + (t) dt: 
о t 

Подставляя сюда выражения (4.5), (4.6) и используя тождество 
г 

ехр - } ' J W O * , . Я*,) == ^ ехр 
1 

(2, ( / ( Г ) - / ( * ) ) * ) 

где /(^) дается выражением (2.25), после довольно длинных вычислений 
находим 

v ' 2 

k (Т) . (0 - ^ (Г) 

А<0) " 

[(a, d/(/)*) + (*. dl(t)a)]: (4.18) 

где /="(0 = 2 (а, /(0 а) + (1/2) (z, I (t) z). 
Предположим теперь для простоты, что /(со) = /, т. е. что детектор 

поглощает любое состояние поля. Тогда, учитывая что k (0) = = ( i r + — т г _ ) 
и k(co) = r~1, получим из (4.18) при Т—»со 

П _ (оо) = 1/2 - (1/2г) {(* + - ехр [ - (2 , z)\ А + В (z)}, 

где Л = : ехр [— 2 (а, а)] : , 
(4.19) 

1 

5 ( 2 ) = : j ' e x p | - 2 ( а , a)i (2, 2) [(а, 2 ) + (2, «)]da : 

Используя тождество (1.24), имеем : ехр [—2 (а, а)и]: = (1 — 2u)N, 
iV = (a, а) —оператор полного числа бозонов, откуда 

А = (- if, 5 (2) = a (2)" j (1 - 2uf е-(z'z) ф da -f э. с , 

где 

где э. с. обозначает эрмитово сопряженное выражение. Используя определе­
ние вектора когерентного состояния (1.10) и тот факт, что вектор [а(2)*]"|0) 
является собственным вектором оператора N с собственным числом п, находим 

А | + 2/2) = | + 2/2), B(z) I ± 2/2) = + {| ± 2 / 2 ) - ехр [ - (2 , 2 ) ] 1 + 2/2)}. 

Отсюда, учитывая (4.19), получим, что П_(оо) удовлетворяет соотношениям 
(4.17). Легко проверяется, что формула (4.19) остается верной при всех зна­
чениях 1 г + , если принять во внимание начальные данные (4.10). 
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Заключение 

Использование теории квантовых случайных процессов позволило нам' 
дать непротиворечивое описание точечного процесса счета бозонов. Это дало 
возможность построить корректную квантово-теоретическую модель устройства 
для оптимального байесовского различения двух когерентных состояний, 
основанную на идее прибора Долинара. При этом обнаруживаются новые 
обстоятельства, которые отсутствуют в полуклассическом описании. 

Показано, что сигнал обратной связи.да?, вычитаемый из поля, поступаю­
щего на детектор бозонов, должен отличаться от выражения, используемого 
в приборе Долинара, на слагаемое, зависящее от всего прошлого поведения 
системы (см. соотношение (4.3)). 

Прибор Долинара предназначался для различения „квазиимпульсных" 
электромагнитных сигналов, причем решающую роль играло предположение, 
что детектор имеет „единичную квантовую эффективность". Проведенный 
анализ показывает, что единственным существенным ограничением на детектор 
является требование, чтобы он поглощал различаемые состояния р ± ; это усло­
вие обеспечивает оптимальное различение любых двух когерентных состояний 
любого бозонного поля. Для „квазиимпульсных" состояний условию погло­
щения приближенно удовлетворяет простейший детектор вида р-Я[2] (см. § 3). 
При этом интенсивность поглощения р. (пропорциональная множителю „кван­
товой эффективности") может быть сколь угодно мала; существенно лишь, 
чтобы время счета Т удовлетворяло условию p{z, Z)T^>1. 

В то же время, хотя предлагаемый новый подход и является внутренне 
непротиворечивым, следует помнить, что он также основан на аппроксимации, 
а именно, на марковском приближении динамики поля. Вопрос о соответствии 
результатов этой аппроксимации реальной статистике отсчетов нуждается 
в специальном исследовании. 
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