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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1966 МАТЕМАТИКА М 3 (52) 

УДК 519.55 
Ю. И. Грибанов 

ОБ ОПЕРАТОРАХ, СВЯЗАННЫХ С ПРОЕКЦИОННЫМ 
МЕТОДОМ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Изучаются взаимоотношения между классами линейных опера­
торов, связанных с изложенным в [1] проекционным методом решения 
линейных уравнений в банаховом пространстве. Кроме того, в конце 
заметки приводится несколько простых фактов, позволяющих упрос­
тить изложение указанного проекционного метода. 

1. Пусть X— бесконечномерное банахово пространство и {Хп} — 
некоторая возрастающая последовательность его подпространств. 
Предполагается существование такой последовательности линейных 
операторов проектирования Рп пространства X на Х„, что РпРт = 
= Ртт(п,т) И [ | Я „ | | < С < о 6 ДЛЯ ЛЮбОГО П. ПОЛОЖИМ Rn = Е — Я„, 
где Е — единичный оператор в X. Линейный оператор Rn проектирует 
пространство X на некоторое его подпространство Yn. Из свойств 
операторов Рп следует, что RaRm = Rm!>x(n, т) и \\RJ < Z ) < С + 1. 
Очевидно также, что PnRn = RnP„ = 0. В сопряженном к X простран­
стве X* рассматриваются сопряженные соответственно с Рп и Rn 
линейные операторы Я* и Rn. Оператор Р*п проектирует простран­
ство X* на некоторое его подпространство Х*п. Очевидны следую­
щие свойства операторов Ял И Rl: P*nPm = Pmin(n,m),R*nR*m==Rmax(n,m), 
||Я„||<С и |Я„||<£). Через [X] обозначается замыкание в метрике 
пространства X линейного множества \J Xn. Аналогично, [А""] "обоз­

ли 
начает замыкание в метрике пространства X* линейного множества 

со 

Действующий в пространстве X линейный оператор А называется 
о)-, а-, р- или т-непрерывным оператором, если соответственно после­
довательность линейных операторов Ап = Р„АР„, РпА, АРп или Апп = 
— РпА + АРп — Ап сходится по норме в пространстве операторов 
к оператору А. Соответствующие классы линейных операторов обоз­
начаются через Sa, Sa, S$ и, наконец, S-,... Аналогичным образом 
определяются и ю-, а-, р- и у-непрерывные операторы в простраа-
стве X*. 

Отметим следующие, используемые в дальнейшем, очевидные 
соотношения; 

A-An^PnARn + RnA, ; (1) 
A~PnA = RnA, (2) 
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А - АРп = ARni (3) 
А~АМ = RnARn- (4) 

Т е о р е м а 1. Справедливы, следующие включения; 
5щ = 5« [)S$- и Sa, 5р с: 5Т . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (1) и ||Р„||<С следует ||Л—-Лл||< 
<\\RnA\\ +C\\ARn\\. Следовательно, 5а f]5p с5m. Установим: противо­
положное включение. Из (1), RnPn = 0, Rl = R„ и \\RJ < D вытекает, 
что 

\\RnAl<D\\A-An\\. (5) 
Поэтому 5 „ c S , , Аналогично неравенству (5) устанавливается 
неравенство || Rl Л* || <D \\ А*- А* ||. Но ||/?*Л*|| = ||Л/?„ ||и ||Л* - Л « | = 
= |]Л —Л„||. Поэтому || Л#„|| < £>|| Л — Ап\\. Отсюда сразу же следует, 
что 5шс:5р. Итак, класс операторов 5fflc:5a (}S? . Это завершает 
доказательство первого утверждения теоремы. 

Для доказательства включения 5;зс5 т перепишем соотношение 
(3) в виде Л — АР„ = Р„Л^п + #И#л- Отсюда, используя RnPn = Q, 
Rn = Rn H\\RJ\<D И принимая во внимание (4), получаем 

1|Л-ЛЯЛ</) | |Л-ЛРЛ. (6) 
Следовательно, 5р cz5T . Далее, аналогично неравенству (6) устанав­
ливается неравенство || А* — А*„„\\<D\\ Л* —Л* Р*пII, Но || Л* — Л*„ || = 
= ||Л — Л„„|| и ||Л* — Л*Я |̂| = ||Л — РпА\\. Поэтому ||Л — Л„„||< 
<£>||Л — Р„А\\. Отсюда следует включение 5 а с г 5 т , что и завершает 
доказательство теоремы. 

Т е о р е м а 2. Для того чтобы, А был ш-, а-, р- или т- непрерыв­
ным оператором в X, необходимо и достаточно, чтобы А* был 
соответственно ш-, (Ц а- или ч- непрерывным оператором в X*. 

Это утверждение немедленно следует из соотношений: {А—Ап)* = 
= А* - А; , (RnAT = A*R*n, (ARny = /?„M* и (Л - ЛЙП)* = А* - Ляи . 

Т е о р е м а 3. Область значений любого ^.-непрерывного опера­
тора расположена в [X]. 

В самом деле, PnAX(iiXn. Но для «-непрерывного оператора Л 
последовательность операторов Р„А сходится по норме в простран­
стве операторов к Л. Поэтому в этом случае из PnAXczXn следует 
АХс[Х]. 

2. Пусть V— класс линейных вполне непрерывных операторов 
в X. Будем рассматривать в X классы линейных ш-, a-, [J- и у-вполне 
непрерывных операторов: 

Va=V{]Sat V* = V[}S*, Vz = Vf)S? и V7 = VП5Y. 
Теорема 4. £й/ш все пространства Хп конечномерны, то 

Vo> = Sa , V. = 5 . , 1/р = 5р и VT = 5Y . (7) 
Обратно, если имеет место хотя бы одно из соотношений (7), то 
все пространства Хп конечномерны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Л — линейный оператор в X. Так 
как все Хп конечномерны, то оператор РпА, непрерывно отображаю­
щий X в конечномерное пространство Хп, вполне непрерывен. Из 
конечномерности Х„ следует конечномерность Хп . Поэтому опера­
тор Р*„А* из X в Х*п, а следовательно, и оператор АРп, действую­
щий в X, вполне непрерывен. Оператор Ап„ вполне непрерывен как 
сумма вполне непрерывных операторов. Итак, операторы Л„, РпА, 
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АРп и Апп вполне непрерывны в X. Поэтому, если А есть ш-, а-, р- или 
^-непрерывный оператор, то, на основании одной теоремы С. Банаха 
об аппроксимации линейного оператора вполне непрерывными опера­
торами ([2], стр. 83), оператор А вполне непрерывен. Для доказатель­
ства второй части теоремы предположим, что некоторое простран­
ство Хт бесконечномерно. Тогда найдется действующий в Хт линей­
ный оператор А, не являющийся вполне непрерывным оператором. 
Очевидно, оператор PmAPm^Sm, а следовательно, и каждому из 
классов SOL , 5р и St. Итак, в этом случае ни одно из соотношений (7) 
не имеет места. 

Лемма 1. Для того чтобы, х£[Х], необходимо и достаточно, 
чтобы lim \\Rnx\\ = 0. 

П->оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если последнее предельное соотношение 
выполнено, то Rnx = х — Рпх —>• 0 по норме. Так как Рпх £ Хп то х £ [X]. 
Пусть теперь х^[ЛГ]. Тогда по заданному е > 0 можно указать такое 

е 

пространство Хт с принадлежащим ему элементом и, что \х — и [| < — . 
При п> т Rnu = 0. Поэтому при п > т 

11#,г*11 = 1#**-#лИ||<0|1-*-«11<в-
Последнее в силу произвольности е > 0 эквивалентно предельному 
соотношению, подлежащему доказательству. 

Л ем м а 2. lim \\Rnx\\ > d(x, [X]) = inf \\x — a\\. 
rt-»oo ((£ [A'l 

При любом элементе х^Х элемент Рпх£Хпа\Х]. Поэтому 
|/?„х| = |х — Рпх\ > d(x, [X]). Отсюда сразу же следует утверждение 
леммы. 

Лемма 3. Для того чтобы множество Mcz \X\ было компактно, 
необходимо и достаточно, чтобы при любом п было компактно 
множество РпМ и lim sup \\Rnx\\ = 0. 

Я-~оо х£ М 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость первого условия очевидна, 

ибо из сходимости в X любой последовательности элементов \хт\ 
вытекает сходимость при любом фиксированном п последователь­
ности элементов \Рпхт\. Далее, для компактного множества УИс:[^] 
при любом е > 0 существует конечная е-сеть \уъ у2, •••, ym\cz\X\. 
При любом n>N{e) \\Rnyk\\<e. для каждого k = Г, 2, . . . , т. Для 
каждого х(^М можно указать такой элемент yk, что \х —yh\\<s. 
Поэтому для любого х^М\ Rnx || < |Rnx — Rnvk[| + || R„yk \\ < (1 + D) е при 
любом п > 7V(s). Таким образом, второе условие также необходимо. 

„ Д о с т а т о ч н о с т ь . Согласно второму условию по заданному 
s > 0 можно фиксировать число п так, что |/?„х|<— для каждого 

х£М. Для компактного множества РпМ существует конечная —сеть 

\y-\i Уь ••• > УЛ(=-^п- Эта—-сеть для РпМ является s-сетью для М. 
Действительно, для любого х£М найдется yk такой, что \Pnx—yk\\ < 
< ~ . Поэтому \\х— yk\ <\\Рпх —yk\ + \\Rnx\\ < е. Итак,- при любом 

&>0 для множества М существует конечная s-сеть. Следовательно, 
множество М компактно, 

file:///y-/i
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Лемма 4. Для того чтобы линейный вполне непрерывный 
оператор А £ 1 4 , необходимо и достаточно, чтобы область значе­
ний оператора А была расположена в [X]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость следует из теоремы 3 и 
определения класса 14 . Пусть теперь линейный оператор А вполне 
непрерывно отображает "X в \Х\. Тогда множество AL(^\X\, где 
L'=\x£X\\x\<\\i компактно в X. Поэтому по предыдущей лемме 

lim sup ||/?яА*;|| = Игп||/?лЛ | = 0. 
Я->со | | л г | | < 1 Л->-°о 

Последнее вместе с полной непрерывностью оператора А означает, 
что оператор А £ 14 • 

С л е д с т в и е 1. Класс операторов 14 = V тогда и только тогда, 
когда X = [X]. 

Действительно, при Xф [X] найдется элемент 0 ф и^Х\\Х\. Фик­
сируем любой элемент 0 ф х* £ X*. Очевидно, оператор А = их*(•)£ V, 
Однако этот оператор А £ 14 , так как 

lim \\RnA I = || х* || Шп || R„u || > ||х* | d {и, \Х\) > 0. 

С л е д с т в и е 2. Класс операторов 14 = V тогда и только 
тогда, когда X* = [Х*\. 

В самом деле, согласно предыдущему следствию, класс а-вполне 
непрерывных операторов в X* совпадает с классом вполне непрерыв­
ных операторов лишь тогда, когда Х* = [Х*]. Отсюда, на основании 
теоремы 2 и определения класса операторов 14 , заключаем, что 
следствие 2 справедливо. 

Основным результатом пункта два является 
Т е о р е м а 5. Если пространство Х = \Х] и пространство 

X* = [Х% то 14 = Va = 14 == 14 = V. Если пространство X = [Х]у 
а пространство X* ф \Х*}, то 14, = К ? с 14 = 1/т = V. Если про­
странство X ф[Х\, а пространство X* = [Х*\, то Vm = 14 сг 14 = 
= Vf = V. Если пространство Хф[Х] и пространство X* ф [X*], то 

.. ,- 14 с: Va •; 14.cz 14 ; V. ф V?; V«, Уз с: Ц с= V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое, второе и третье утверждения 
теоремы непосредственно следуют из леммы 4, следствий из нее и 
теоремы 1. Для оправдания четвертого утверждения теоремы, на 
основании предыдущих результатов, следует только показать, что 
14 ф 14 и что все утверждаемые теоремой включения действительно 
строгие. При любых фиксированных элементах Офи^Х к 0 ф х*£X* 
рассмотрим отличный от нулевого оператор 

A = ux*(-)£V. (8) 

Пусть в (8) элемент и£[Х] и элемент х*£Х*\[Х*]. В силу (1) норма 
|| (А - Ап) х || > 11 Рпи 11 х* (Rnx) | - 1 | Я„и II х* (х)\\. Отсюда_11т || А-Ап | > 

Л-»оо 

>||,#jflf(;c*, \Х*\) > 0. Следовательно, оператор • А £ 14, . Однако 
А £14 , так как область значений этого вполне непрерывного опера-

http://14.cz
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тора расположена в [Х\. Принимая теперь во внимание теорему 1, 
заключаем, что К , с 1 / , . Пусть теперь в (8) элемент и£Х\[Х] и 
элемент х* £ [X*]. Тогда оператор A^£V*(X*) и, следовательно, 
оператор Л £ 1/р . Однако оператор Л£1/ш , так как Ит\А — А„\\> 

Пч-со 

>\x*\d{ii, [X]) > 0. Таким образом, VmczV$. Из теоремы 1 на 
основании уже доказанного сразу же следует, что Va=£V$. Рассмо­
трим теперь оператор В =* их* (•)-\-vy* (•), где отличные от нулевых 
элементы u£Xuv£ Х\[Х], х* £ Х*\[Х*] и у* £ Х\. Так как RnBRn = 0 
при п>\, то этот вполне непрерывный оператор В£ VT. Однако 
этот оператор В £ Va, поскольку limj#„£||> ||̂ *||flf(t), [X]) > 0, и 

В£ 1/р , поскольку lim \\BRj>\\u\\d(x*, [X*]) > 0. Итак, мы показали, 
что Va, Vp с VT . Пусть, наконец, в (8)_ элемент u^XWX] и эле­
мент л* ̂ Х * \ [А-*]. Тогда оператор А £ VT , ибо lim ||/?„Л7?„ || > 
>d(x, [X])d(x*, [X*])>0. Теорема полностью доказана. 

Последняя теорема завершает исследование взаимоотношений 
между рассматриваемыми классами линейных операторов. 

3. Укажем несколько фактов, упрощающих изложение развитого 
в [1] проекционного метода решения линейных уравнений в банахо­
вых пространствах. 

Лемма 5. Если существует линейный обратный оператор U~l 

и \U~l\ \U — V\ < 1, то существует линейный обратный оператор 
V"1, причем 

v-4< 7-1 II ^ \\U 

\-\\и 1\\\\и-

у-1^и~ч<— llu l 

l-\\U l\\\\U~V\\ 
Сформулированное утверждение хорошо известно (сравните, 

например, '[3], стр. 159). > Оно легко вытекает из теоремы Банаха 
о том, что при ||Л|]<1 существует линейный обратный оператор 

со 

{Е — А)~~х = 2 Л". Отметим важные следствия, непосредственно 

вытекающие из этого утверждения. 
С л е д с т в и е 1. Если существует линейный обратный оператор 

U~l и lim | U — Un||-«= 0, то, начиная с такого n = N, для которого 
га-*со 

IK/""1! \U — £/„]]< 1 при любом n>N, существуют линейные обрат­
ные операторы 1К , причем lim || U~~l — Щ11|= 0. 

Я-*-оо 

С л е д с т в и е 2. Если lim \\{J— Un[\ = 0 и существуют линейные 
обратные операторы Щ , то для существования линейного обрат­
ного оператора U"1 необходимо и достаточно, чтобы sup Ц Л̂Г11] < со. 

1<Я<оо 

С л е д с т в и е 3. Если lim || U — Un || = 0, то для существования 
линейного обратного оператора U'1 необходимо и достаточно, чтобы 
хотя бы при одном п существовал линейный обратный оператор 
U^1 n\\U^l\\\\U-UJ<l. 
Б-148. Математика — 4 
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Для теории проекционного метода представляет интерес сле­
дующая 

Лемма 6. Если существует один из линейных обратных опера­
торов {Е — Ап)~1, (Е — РпА)~~1 или (Е— АР'J-1, то существуют и два 
других. При этом 

(Е - А,)-1 = (Я - РпАГ1Рп + Rn = Рп (Е - АРп)~1 + К 
(Е - ЯЯЛ)-• = (£ - АгГ'Рп (ARn + £) + /?„ 

(Е- АРпУ = (£ + RnA) (E-AJ-lPn + Rn. 
Это утверждение доказывается непосредственной, почти очевид­

ной проверкой, занимающей, однако, много места. 
Т е о р е м а 6. Если А является а- или ^-непрерывным оператором, 

то для существования линейного обратного оператора (Е—А)~~1 

необходимо и достаточно, чтобы при всех достаточно больших 
п> N существовали линейные обратные операторы (Е — Ап)~1 и 

sup щя-дг 'Коо. 
Эта теорема непосредственно следует из приведенных выше 

результатов. 
Последняя теорема позволяет значительно упростить изложение 

проекционного метода: доказанные в [1] результаты о а- и [3-непре-
рывных уравнениях оказываются очевидными следствиями основных 
теорем проекционного метода. 

4. В заключение отметим одно интересное приложение проек­
ционного метода. В ряде случаев для численного решения линей-

* со 

ного интегрального уравнения вида и(х)— Г К(х, у) и (у) dy+f(x) 
о 

важно знать, можно ли это уравнение с достаточной степенью 
точности заменить уравнением на конечном интервале и(х)== 

а 
= Г K(x,y)u(y) dy + f(x). Изложенный в [1] проекционный метод 

о 
решения линейных уравнений применим к поставленной задаче. 
Точная постановка приведенной выше задачи и ее решение будут 
изложены в отдельной работе. 
г. Казань Поступило 

14 X 1964 
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