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О НУЛЯХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОЙ 
С МОНОТОННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

В ряде работ, посвященных свойствам тригонометрических рядов С моно' 
тонными коэффициентами, исследовались свойства суммы ряда 

/ (х) = 2 ak sin kx, ai > 0, ak \ 0. (1) 

Так Фейер [1] показал, что не существует интервала (0, 8), на котором f (х) < 0. 
Усиливая этот результат, Сас [2] доказал, что 3 8 > 0: / (х) > 0, х £ (0, 8), 
а Карамата и Томич [3] получили оценку: 3°> Р>®'- f{x)>px, x£(0, §). 

Другие условия сохранения знака / (л) на (0, 8) (или на всем отрезке 
(О, я) при добавочных предположениях об ak) рассматривались в [4], [1], [5].х) 

В связи с этими результатами П. Л. Ульянов на семинаре по теории 
функций в МГУ в 1979 т. поставил следующие задачи: 

1) может ли множество нулей функции f (х)—суммы ряда (1) с монотон­
ными коэффициентами—иметь мощность континуума? 

2) может ли это множество иметь положительную меру? 
3) вообще, для некоторой конкретной системы функций (Д)~, заданной 

на множестве А, указать необходимые и достаточные условия на множество 
Ed А, чтобы это множество было множеством нулей некоторой функции f(x), 

со 

/С*) = 2 «А/*(•*)> Oft > 0, ak J. 0. П. Л. Ульянов установил, что для системы 
ft=i 

Хаара множество нулей £ с [0, 1] для / (х) не может иметь положительной 
меры, хотя и может иметь мощность континуума2). В данной заметке для 
тригонометрических рядов дается решение первой из сформулиррванных выше 
задач. . 

Т е о р е м а 1. Существует ряд (1) такой, что функция f (x) имеет на 
отрезке [0, л] континуум нулей. 

Аналогичное утверждение справедливо и для рядов по косинусам. 
со 

Т е о р е м а 2. Существует ряд 2 fl^cos kx = g(x), ах>0, ak\Q, такой, 
ft=i 

что функция g (х) имеет на отрезке [0, тс] континуум нулей. 
Доказательства этих утверждений-существенно опираются на одно свойство 

лакунарных рядов—при определенных предположениях сумма лакунарного 
степенного ряда есть „кривая Пеано". Так как нам потребуются соответствую­
щие количественные оценки для синус-рядов и косинус-рядов, сформулируем 
подробно этот результат, принадлежащий Р. Салему и А. Зигмунду (см. [6]). 

со со 

Теорема . Пусть g(x) = ^.cko.osnkx, 2 |c f t | < со, где, 1 < пх < я2 < ...— 
й=1 1 

целые числа и п,кЛЛ\пк~>'к'>\ (£=1,2,. . .) . Пусть для некоторого р>\ вы­
полнены условия "•• ; •' • 

Ъ\с1\ + \2\с2\+,.. + 1п\сп\<с1п(\сп+1\ + \сп+2\ + ...) п = р,р+\,... (2) 
Относительно чисел с и X предполагается, что 

X ( X - l ) - 2 i c y T ( 5 X - l ) > 0 • (3) 

') См. также обзорную статью И. Н. Пака [7]. 
2> Это утверждение приводится здесь с любезного согласия П. Л. Ульянова. 
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0 < c < I X ( X - l ) - 2 i r l ^ 2 ( 5 X - l ) ] / [ X ( X - l ) + 2 i u / 2 ( 5 X - l ) ] < l . (4) 
Пусть далее TJ > 0 удовлетворяет неравенствам 

2ф < т, < ((1 - с)/(1 + с» • (1 / /2 ) ((X - 1)/(5Х - 1)) (5) 
а 

*0 = К2" / 2 — •>, (5Х — 1)/(Х — 1). (6) 

Если интервал (а, Ь) с (0, 2-к) таков, что 2*r\lnp < b — а < 2t\lnp_x (для того 
же р, что в условиях (2)), л:0 = (а + Ь)/2, то любое значение v из интервала 

р ^оо р , то 

( 2 CkCOStlkXQ— e0 2 | c j , 2^COS« f tX0 + e0 2 кй1) 

функция g (x) принимает на множестве Kv cz (a, b) мощности континуума. 
сю 

Аналогичное утверждение справедливо для функции f (х) = 2 ck sinnkx при 
тех же предположениях о ck, nk. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Искомый ряд (1) получим, взяв 
со 

ak = 2 s~* = *„ при 103 (m-1) < k < 103m, да > 1, где a = 1, 001. Покажем, что 

его сумма / (х) имеет континуум нулей. Очевидно, что 
оо со 

/ (х) = 2 ak sin kx = 2 bm Дт (х), 
*=1 m=l 

где 

io3m-i cos (103m — —) x — cos 1103 <m-i> — — j .v 
A„(Jc) = J sin fee = l 2 / [- 2-L-. m\ . x 

й=103 С2"1) 2 sin • 

(7) 

2 

Преобразование Абеля приводит к выражению 

/ ( x ) 2 s i n | = 5 ] ^ a c o s ( l 0 3 m - | j x + c I c o s | , *, = - £ [ £ - = - 6 , . . . 
т=Г *=1 

Обозначим х = 2у, и т = 2-103 ^ " ^ - 1 (да = 1, 2,...), ст = (т- 1 р (да = 2, 3, ...)• 
Равенство (7) переписывается в виде 

со 

/ ( 2 y ) 2 s i n y = £]c m cos t t m y = g(y) ( 0 < y < | ) . (8) 

т=\ 

Так как sin у при 0 < у 0 / 2 в нуль не обращается, то к функции g(y) и 
к значению ТУ = 0 нужно применить теорему Салема —Зигмунда. В силу выбора 
чисел пт «ffl+1/«m = ( 2 . 1 0 3 m - l ) / ( 2 . 1 0 3 ( f f i - ^ - l > > 1 0 3 (да =1 ,2 , . . . ) . Положим 
Х = ю3, с = 0,9, ч\ = 7-Ю -3. Тогда выполнены условия (3), (4), (5) и из (6) сле­
дует, что е0 > 0,5. Далее, условия (2) при п>2 (т. е. для /7 = 2) имеют вид 

со. Я —1 . оо 

х 2 /га + 2х*+Чга<о,9х» 2£~* (л = 2, з,...) 
и эти' соотношения при Х = 103, a =1,001 легко проверяются. Применим тео­
рему Салема—Зигмунда к интервалу а < у <Ь, а = «/2 — 3^/я2, ^ = чг/2 — v)/«2, 
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Ь — а = 2т)/я2, у0 = л/2— 2ч\1щ; т) = 7-10 3. Функция g(y) принимает любое 
значение г» из интервала 

со 

{cicosnxya + c2tosti2y0) ± г0 2 |сй | (9) 
й=3 

в континууме точек Kvcz(a, b). Так как «.г = ls я2—нечетное число( то 

+ j sin 2т] | < 0,03, | Ci cos «! у0 + с2 cos tt2 у01 < V) * * sin -3 

а £ 02 |fft|>10. Значит, интервал (9) содержит нуль и функция g(y) обра-
Й=3 

щается в нуль на множестве точек K0cz(a,b) мощности континуума. Из тож­
дества (8) следует, что теорема 1 доказана. 

Аналогично доказывается теорема 2. Благодаря формуле 

ю ш - 1 sin ( W m — —)х — sin (lO3 С"-'» — — ] х 
V cos kx = — - — 

имеем 
со 1 0 3 m - l oa 

2 s i n f YiUm S coskx= Y, tn~a sin (\03m-^)x + Cl s i n - , 

и доказательство завершается так же, как и раньше, с использованием теоремы 
Салема—Зигмунда для лакунарных рядов по синусам (интервал (а, Ь) на этот 
раз выбирается близко от 0). . • . 
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