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Предложен замкнутый метод восстановления тепловых потоков к анизотропным телам в условиях
аэрогазодинамического нагрева по экспериментальным данным температур в пространственно-
временных узлах. Тепловая защита тела изготовлена из анизотропных материалов, компоненты
тензора теплопроводности которых зависят от температуры, т.е. являются нелинейными. Метод по-
строен на основе аппроксимации пространственной зависимости теплового потока линейной ком-
бинацией базисных функций с искомыми коэффициентами (параметрами), определяемыми с по-
мощью минимизации квадратичного функционала невязки между экспериментальными и теорети-
ческими значениями температур по неявному методу градиентного спуска, а также на основе
построения и численного решения задач по определению коэффициентов чувствительности. Для
увеличения степени корректности обратной задачи наряду с основным функционалом построены и
использованы регуляризирующие функционалы на основе требований гладкости пространствен-
ных функций тепловых потоков по первой и второй производным, что позволило восстанавливать
при сопряженном теплообмене тепловые потоки в виде произвольных функций: монотонных, не-
монотонных, имеющих экстремумы, точки перегиба и т.п. Получены и обсуждаются многочислен-
ные результаты восстановления тепловых потоков к анизотропным телам, причем в каждом случае
подобран параметр регуляризации.
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ВВЕДЕНИЕ

При тепловом проектировании скоростных
летательных аппаратов (ЛА) решаются сопряжен-
ные задачи теплопереноса между вязкими тепло-
газодинамическими течениями и обтекаемыми
элементами конструкций ЛА, внутри которых не-
обходимо определять нестационарные темпера-
турные поля. При теоретическом определении
тепловых потоков необходимо численно решать
существенно нелинейную систему уравнений
вязкой теплогазодинамики, что не всегда прием-
лемо из-за сложности проблемы. Эксперимен-
тальное определение тепловых потоков затрудне-
но вследствие конечных размеров измерительных
приборов (термопар), возмущающих газодина-
мический поток.

Тепловые потоки к телу с допустимой точно-
стью можно оценить, используя эксперименталь-
ные данные других характеристик, от которых в
существенной мере зависят тепловые потоки, на-
пример от распределения температур в конечном
числе пространственно-временных точек. Экспе-
риментальные значения температур затем необ-

ходимо использовать при решении обратных гра-
ничных задач теплопереноса по заранее разрабо-
танной методике. Однако решение обратных
задач вообще и теплопереноса в частности пред-
ставляет собой одну из сложнейших проблем
естествознания, поскольку в подавляющем боль-
шинстве они являются некорректными в смысле
существования, единственности и устойчивости
решений.

В данной работе предложен замкнутый метод
численного решения обратных граничных задач
нелинейной теплопроводности в анизотропных
телах по восстановлению тепловых потоков в ви-
де гладких функций пространственных перемен-
ных довольно общего вида – монотонных, немо-
нотонных, возрастающих, убывающих, имеющих
экстремумы, точки перегиба и т.п.

Обратным задачам теплопроводности посвя-
щены работы О.М. Алифанова и его школы [1, 2],
А.А. Самарского и П. Вабищевича [3], аналитиче-
ские и численные методы решения прямых задач
теплопроводности, в том числе в анизотропных
телах, подробно рассмотрены в работах Э.М. Кар-
ташова [4], Г. Карслоу и Д. Егера [5], В.Ф. Форма-
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лева [6, 9, 10], И.В. Кудинова и В.А. Кудинова [7],
методы регуляризации анализировались в рабо-
тах А.Н. Тихонова и В.Я. Арсенина [8]. Однако
обратные граничные задачи линейной теплопро-
водности в анизотропных телах по восстановле-
нию симметричных относительно одной из коор-
динатных осей тепловых потоков гауссовского
типа рассматривались в работе авторов [7] на ос-
нове полученного аналитического решения.
Обратная граничная задача нелинейной тепло-
проводности в анизотропных телах по восстанов-
лению произвольных тепловых потоков не при-
нималась во внимание вообще.

Метод восстановления тепловых потоков на
границах анизотропных тел включает в себя сле-
дующие процедуры:

– формирование функционала квадратичной
невязки между экспериментальными и теорети-
ческими значениями температур в нумерованных
пространственно-временных точках;

– формирование регуляризирующего функци-
онала с параметром регуляризации и объедине-
ние его с основным функционалом для увеличе-
ния запаса устойчивости итерационных методов;

– неявный метод градиентного спуска мини-
мизации суммарного функционала также для уве-
личения запаса устойчивости итерационных ме-
тодов;

– метод параметрической идентификации, в
соответствии с которым искомая функция тепло-
вого потока представляется в виде линейной ком-
бинации базисных функций, приписанных к уз-
лам пространственных конечных элементов, на
которые делится граница; при этом вектор коэф-
фициентов линейной комбинации (параметров)
является искомым вектором;

– формирование и численные методы реше-
ния задач по определению элементов матрицы
чувствительности, причем эти задачи формиру-
ются путем дифференцирования прямых задач по
искомым параметрам;

– численные методы решения прямых задач
анизотропной теплопроводности, содержащих
смешанные производные; эти же методы исполь-
зуются и для решения задач относительно коэф-
фициентов чувствительности;

– построение итогового итерационного про-
цесса по уточнению коэффициентов линейной
комбинации с исследованием сходимости итера-
ционного процесса.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для анизотропной пластины  в декарто-
вой системе координат   ставится задача
восстановления распределения по переменной x
плотности тепловых потоков  на границе

1 2l l×
,Ox Oy

( )q x

 с использованием экспериментальных зна-
чений температур

(1)

где I – количество пространственных узлов, в ко-
торых расположены термопары, K – количество
точек по времени ограничения в виде следующей
нелинейной задачи анизотропной теплопровод-
ности:
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Функция  определяется в классе функций
с непрерывными производными первого порядка.
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ным), то для решения задачи (2)–(7) необходимо
использовать численные методы минимизации
функционала

(9)

в виде суммы по пространственно-временным
переменным квадратов отклонения эксперимен-
тальных значений  в точках  от рас-

четных  в тех же точках,
полученных при некотором фиксированном век-
торе q.

Для минимизации функционала (9) использу-
ется неявный метод градиентного спуска

(10)

где n – номер предыдущей итерации,  – малые
параметрические шаги, подчиняющиеся условию

(11)

Первоначальное значение  может быть вы-
брано произвольно. Тогда, если в результате сле-
дующей итерации условие (11) не выполнилось,

 на этой итерации уменьшается и расчет повто-
ряется, в противном случае (когда (11) выполня-
ется) для следующей итерации значение  можно
увеличить для ускорения сходимости итерацион-
ного процесса.

Окончание итерационного процесса устанав-

ливается по близости к нулю  т.е.
при выполнении условия

(12)

где ε – заданная точность.
Для вычисления градиента функционала в вы-

ражении (10) и определения вектора  =

 разложим в ряд Тейлора функцию

 в окрестности  Сохраняя линейные

относительно  члены, получим

(13)

Тогда градиент функционала (13) в векторно-
матричной форме представляется в виде соотно-
шения

(14)

(15)

Элементы этой матрицы определяются из ре-
шения задач относительно производных от пря-
мой задачи (2)–(7) по каждому компоненту 

 Матрица (15) называется матрицей чув-
ствительности.

Подставляя (14) в (10), приходим к следующе-
му итерационному соотношению:

(16)

Для определения элементов матрицы чув-
ствительности (15) необходимо решить 
независимые начально-краевые задачи относи-

тельно функций  

 =  которые можно получить, про-

дифференцировав задачу (2)–(7) по соответству-
ющим параметрам 

Эти задачи для каждой функции 
 решаются с помощью метода перемен-

ных направлений с экстраполяцией по времени
(МРЭВ) [8], как и прямая задача (2)–(7), причем
на каждом итерационном шаге они могут решаться
параллельно с использованием метода решения
прямой задачи (2)–(7) для текущего вектора 
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Поскольку на функцию теплового потока не
накладывается никаких априорных ограничений,
то восстанавливаемые тепловые потоки, будучи
непрерывными в местах стыковки конечных эле-
ментов, получают разрывы первого рода произ-
водных в этих узлах, что приводит к возникнове-
нию значительных колебаний искомых функций,
т.е. обратная задача становится некорректной.
Для увеличения устойчивости необходимо соста-
вить регуляризирующий функционал  [6, 7] и
добавить его к функционалу квадратичной невязки:

(17)

Функционал  формируется на основе до-
полнительных априорных условий, накладывае-
мых на восстанавливаемую функцию  на-
пример, гладкость n-го порядка, ограничение
сверху или снизу и др.

В векторно-матричной форме регуляризирую-
щий функционал представляется в виде [6]

где a – параметр регуляризации.
Тогда градиент функционала (17) примет вид

Используя выражение (14), получим

(18)

Подставив (18) в итерационное выражение (10)
метода градиентного спуска, находим

откуда следует

(19)

Таким образом, итерационный процесс (19)
построен теперь для вектора q узловых значений
коэффициентов линейных комбинаций, так как
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РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ 
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

По изложенному методу разработан про-
граммный комплекс, с помощью которого прове-
дены численные эксперименты, результаты кото-
рых приведены ниже. Входные данные принима-
ли следующие значения:

 

Количество I пространственных узлов прини-
малось равным девяти с координатами x =
=  y = 

(рис. 1); моменты времени , 

 = 2000 c. Экспериментальные значения тем-
ператур получены с помощью численного реше-
ния задачи (2)–(7) с перечисленными входными
данными и различными функциями теплового
потока.

На рис. 2–4 представлены восстановленные
соответствующие тепловые потоки.

Матрица регуляризирующего оператора, вы-
бранного по условию непрерывности первых
производных искомых функций, имеет вид

(20)

где первая и последняя строки обнулены, так как
информация о поведении искомой функции в уз-
лах  и  отсутствует.

К точным значениям температур в простран-
ственно-временных точках добавляется относи-

, ,1 20.1 м 0.05 мl l= =

( )6 32.23 10 Дж м K ,сρ = ×

( ) ( )2 Вт м К , 6 Вт м К , 6.ξ ηλ = λ = ϕ = π

{ }0.025,0.05,0.075 ; { }0.005,0.025,0.035

10kt k= = 1, ...,200;k
конt

0 0 0 ... 0 0
1 2 1 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ,
0 0 0 ... 2 1
0 0 0 ... 0 0

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

0x = 1x l=

Рис. 1. Рассчитанное температурное поле в анизо-
тропной пластине в момент времени  и
координаты расположения термопар.
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тельная погрешность δ в виде случайной величи-
ны с равномерным распределением на отрезке

. На рис. 1 показаны координаты распо-
ложения термопар в девяти точках и пример рас-
пределения температур в пластине, полученного
теоретически в момент времени  для
теплового потока на границе  в виде функ-
ции  + 

На рис. 2 представлены восстановленные
тепловые потоки для варианта, в котором иско-
мая функция при экспериментальных значени-
ях температур  задавалась как  ×

× . Количество M принималось
равным 20.

На рис. 3 представлены восстановленные теп-
ловые потоки, которые при экспериментальных зна-
чениях температур  задавались функцией q(x) =

=  + .
Количество элементов М = 30.

Рис. 2 и 3 показывают, во-первых, что предло-
женный метод численного решения обратных
граничных задач анизотропной теплопроводно-
сти можно применять для восстановления прак-
тически произвольных гладких функций и, во-
вторых, что с увеличением числа М конечных
элементов отдельные свойства восстанавливае-
мых функций (такие как промежутки монотонно-
сти, экстремумы и их положение, точки перегиба
и т.п.) воспроизводятся гораздо лучше, при этом
незначительные погрешности наблюдаются на
концах отрезка, на котором действуют тепловые
потоки.

Для вариантов на рис. 2 и 3 регуляризирующий
оператор строился по непрерывности первых произ-
водных искомых функций по переменной 

На рис. 4 представлены восстановленные теп-
ловые потоки, заложенные в экспериментальные
значения температур  в виде функции

 +  при
М = 20.

Матрица регуляризирующего оператора вы-
брана по условию непрерывности вторых производ-
ных искомых функций по переменной x:

Как видно из рисунка, восстановленная плот-
ность теплового потока практически не отличает-

( )10,10−

2000 ct =
0y =

( )( )24
1( ) 10 (sin 6 3q x x l= − ( )1cos 0.5 ).x l +

,i kT� 4( ) 10q x = −
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10.05 1x l− −
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110 exp 30( 0.5)x l− − ( )160 exp 9 0.5x l −
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ся от искомой, хотя последняя имеет три экстре-
мума и две точки перегиба.

В обратных задачах теплопереноса в анизо-
тропных телах вообще и в граничных обратных

Рис. 2. Восстановленный тепловой поток при 
с параметром регуляризации : 1 – восстанов-
ленная функция, 2 – искомая функция.
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Рис. 3. Восстановленный тепловой поток при 
с параметром регуляризации : 1 – восстанов-
ленная функция, 2 – искомая функция.
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Рис. 4. Восстановленный тепловой поток при 
с параметром регуляризации : 1 – восста-
новленная функция, 2 – искомая функция.
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задачах в частности с регуляризацией функцио-
нала невязки основной проблемой является
определение параметра регуляризации. Числен-
ные эксперименты показали существенное повы-
шение устойчивости восстанавливаемой функ-
ции (корректности) при использовании способа
формализации в регуляризирующем функциона-
ле априорных предположений о принадлежности
искомых функций классу гладкости по первой
или второй производным, а также от значений
параметра регуляризации. Ясно, что параметр регу-
ляризации не может быть слишком малым, по-
скольку при его уменьшении сильнее проявляется
некорректность обратной задачи. В то же время он
не может быть слишком большим, поскольку мож-
но получить совершенно другое решение, значи-
тельно отличающееся от истинного.

В данной работе использован метод подбора, в
соответствии с которым параметр регуляризации
подбирается по соответствию апостериорной ка-
чественной информации о решении с априорной
качественной информацией (монотонность, не-
прерывность, непрерывность производных пер-
вого или второго порядков, наличие экстремумов
и точек перегиба и т.п.).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Предложен новый метод численного реше-

ния обратных граничных задач теплопроводно-
сти в анизотропных телах с нелинейными харак-
теристиками теплопереноса на основе неявного
метода градиентного спуска, параметрической
идентификации, построения регуляризирующих
функционалов и метода решения нелинейных за-
дач по определению элементов матрицы коэффи-
циентов чувствительности.

2. Построены регуляризирующие функциона-
лы и матрицы регуляризирующих функционалов
на основе предположений о непрерывности пер-
вых и вторых производных восстанавливаемых
тепловых потоков на отдельных пространствен-
ных конечных элементах, на которые делится
граничная область действия тепловых потоков.

3. Неявный метод градиентного спуска и мето-
ды регуляризации позволили получить высоко-
точный и устойчивый алгоритм восстановления
пространственных функций тепловых потоков

практически произвольного вида: монотонных,
многоэкстремальных, имеющих точки перегиба –
с погрешностями, не превышающими погрешно-
сти экспериментальных данных, что подтвержда-
ют полученные результаты.

4. Установлено, что регуляризирующий функ-
ционал, построенный по условию гладкости по
второй производной дает возможность восста-
навливать тепловые потоки с бòльшим количе-
ством характерных точек, чем регуляризирую-
щий функционал, построенный по непрерывно-
сти первых производных.

Работа выполнена за счет гранта Российского
научного фонда (проект № 16-19-10340).
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