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ВВЕДЕНИЕ

Содержание данного обзора принадлежит традиционному для Воронежской математической
школы научному направлению — анализу гладких функционалов на банаховых многообразиях и
его приложениям к нелинейным краевым задачам.

Основной объект исследования — экстремальная задача V (x, λ) −→ inf, x ∈ M, λ ∈ Λ, в ко-
торой V — гладкое семейство гладких фредгольмовых функционалов, определенных на гладком
банаховом многообразии M , Λ — открытое подмножество в Rm. Ее исследование осуществляет-
ся переходом (редукцией) к аналогичной задаче W (ξ, λ) −→ inf на конечномерном пространстве
или многообразии. В обзоре дано описание и обоснование наиболее употребительных в насто-
ящее время редуцирующих схем. Рассмотрены лишь «точные» схемы, сохраняющие в процессе
редукции топологические и аналитические свойства исходного функционала: гладкость, количе-
ство и кратности критических точек, индексы Морса, гомотопические типы лебеговых множеств
{V ≤ c}, топологические типы бифуркационных диаграмм (дискриминантных множеств, каустик)
и т. д. Описаны также применения к анализу некоторых видов потенциальных физических систем
с неединственностью состояний: к анализу посткритических состояний упругих систем, фазовых
переходов в кристаллах и т. п.

Попутно изложены бесконечномерные версии лемм Морса (включая фредгольмов вариант лем-
мы о расщеплении особенности), проведено сравнение гладких типов ключевых функций, опреде-
ленных в различных редуцирующих схемах (в том числе и для эквивариантных функционалов),
описаны алгоритмы вычисления главных частей ключевых функций в особых точках типа много-
мерной сборки, а также в полурегулярных угловых особых точках края многообразия M . Приве-
дены примеры анализа каустик и бифуркационных «распадений» в конечнократных критических
точках.

Основополагающими примерами конечномерных редукций являются локальная схема Ляпуно-
ва—Шмидта (в вариационной модификации) и глобальная схема Морса—Ботта из вариационной
теории геодезических [14, 69, 83, 96, 109, 180]. Эти схемы оказались полезными прежде всего как
инструмент для построения теории фредгольмовых особенностей гладких функционалов на бана-
ховых многообразиях. В случае гильбертова многообразия такая теория была создана достаточно
быстро [164, 178] (разумеется, на основе ранее созданной теории особенностей гладких функций
конечного набора переменных). Построение аналогичной теории в «банаховом случае» развива-
лось менее успешно вследствие известных технических трудностей бесконечномерного анализа на
банаховых многообразиях. Варианты банаховых обобщений леммы Морса и леммы о расщеплении
особенности [110], удобные как для практических, так и для теоретических применений, были
получены сравнительно недавно Н. А. Бобылевым, Ю. М. Бурманом [13] и С. Л. Царевым [152].

И все же, как показывает опыт, прикладные возможности, открываемые банаховыми вариантами
этих лемм, весьма ограничены. В приложениях целесообразнее обращаться к прямым конечномер-
ным редукциям.

Схемы конечномерных редукций, позволяющие без существенных препятствий переносить на
класс фредгольмовых функционалов основные положения конечномерной теории особенностей
гладких функций [7, 27], представляют собой эффективный аппарат исследования потенциаль-
ных физических систем с неединственностью состояний, к каковым относятся, например, упругие
конструкции в закритических равновесных состояниях [39,40, 110, 111].

Исторически схемам Ляпунова—Шмидта и Морса—Ботта предшествовал локальный метод Пу-
анкаре понижения размерности в конечномерной экстремальной задаче [2, 113]. По-видимому,
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А. Пуанкаре предполагал, что его метод может быть применен и к системам с бесконечным числом
степеней свободы. Впервые математически строго обоснованные схемы редукций бесконечномер-
ных систем к конечномерным были предложены А. М. Ляпуновым [92] и Э. Шмидтом [189]. К
сожалению, в работах [92, 189] и выросшей на их основе теории ветвления решений нелиней-
ных уравнений [30] был утерян контекст вариационного происхождения. Возврат к вариацион-
ным корням произошел лишь в семидесятые годы двадцатого века усилиями Н. А. Сидорова,
В. А. Треногина, Н. А. Бобылева, М. А. Красносельского, Э. М. Мухамадиева, Дж. Марсдена и
др. [69,83, 140, 180].

Впоследствии появились нелокальные версии схемы Ляпунова—Шмидта и ее новые применения
в современных вариационных задачах [17, 122, 167].

Следует отметить также работы В. Койтера по анализу закритических равновесий упругих си-
стем (см., например, [80]), в которых фактически использовалась (без математического обосно-
вания) схема Ляпунова—Шмидта. В своих работах В. Койтер отталкивался от упомянутого выше
метода А. Пуанкаре и ритцевских конечномерных аппроксимаций.

Ритцевской аппроксимацией функционала V на банаховом пространстве E называется функция

W (ξ) := V




n∑

j=1

ξjej


 , ξ = (ξ1, . . . , ξn)>,

где e1, . . . , en — некоторый линейно независимый набор векторов в E (базис аппроксимации).

Экстремалям ξ̄ = (ξ̄1, . . . , ξ̄n)> функции W соответствуют точки x̄ =
n∑

j=1
ξ̄jej , называемые рит-

цевскими аппроксимациями экстремалей V . Точность ритцевских аппроксимаций повышается за
счет увеличения количества базисных элементов. Если, обобщая, рассмотреть «нелинейные» ап-
проксимации вида

W (ξ) = V




n∑

j=1

ξjej + Φ(ξ)


 ,

где Φ — гладкое отображение из N := span(e1, . . . , en) в N⊥ (ортогональное дополнение к N в мет-
рике пространства функций с суммируемым квадратом), то во многих прикладных задачах можно
достигать любой аппроксимативной точности при фиксированном наборе базисных функций и,
следовательно, априори ограниченном количестве степеней свободы аппроксимирующей системы.

Особую актуальность схемам конечномерных редукций придает в настоящее время то, что они
позволяют разрабатывать алгоритмы компьютерного сопровождения решений вариационных за-
дач, посредством которых можно получать наглядную информацию о существовании и бифуркаци-
ях экстремалей, об индексах Морса бифурцирующих экстремалей и о метаморфозах поверхностей
уровней функционалов энергии.

Cреди фундаментальных проблем, связанных с развитием и применениями метода конечно-
мерных редукций, мы выделяем проблему нелокальной редуцируемости и проблему сравнения
ключевых функций. Первая из них включает задачу существования ключевых параметров на ко-
нечных областях и задачу точного или приближенного представления маргинальных отображений
и ключевых функций (возможность точного представления появляется, например, в интегрируе-
мых уравнениях). Под сравнением ключевых функций подразумевается сравнение аналитических
и топологических свойств ключевых функций, полученных в одной вариационной задаче по разным
редуцирующим схемам.

Некоторые первоначальные продвижения в решении этих проблем отражены в настоящем обзо-
ре.

Авторы глубоко благодарны Н. А. Бобылеву, А. Ю. Борисовичу, Ю. Г. Борисовичу, А. В. Гнез-
дилову, О. Ю. Даниловой, П. П. Забрейко, В. Г. Звягину, М. А. Красносельскому, Э. М. Мухама-
диеву, Т. Ю. Сапроновой, Е. В. Чемерзиной и О. В. Швыревой за высказывания и замечания по
материалам данного обзора.

Работа выполнена при поддержке фонда «Университеты России» (грант У.Р.04.01.008) и Аме-
риканского фонда гражданских исследовательских работ (грант АФГИР 1684).



6 ГЛАВА 1. ПОНИЖЕНИЕ РАЗМЕРНОСТИ В КОНЕЧНОМЕРНЫХ ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧАХ

ГЛАВА 1

ПОНИЖЕНИЕ РАЗМЕРНОСТИ

В КОНЕЧНОМЕРНЫХ ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧАХ

1.1. ЛЕММА О РАСЩЕПЛЕНИИ ОСОБЕННОСТИ

Приведем в удобной для нас форме следующее классическое утверждение теории гладких отоб-
ражений конечномерных пространств.

Теорема 1.1.1 (о неявной функции). Пусть левая часть уравнения

f(ξ, λ) = 0 (1.1.1)

задана таким гладким1 отображением f : Rn × Rµ → Rn, что
1) f(0, 0) = 0;
2) det ∂f/∂ξ(0, 0) 6= 0.
Тогда найдется такая окрестность U = Ξ×Λ точки (0, 0) в Rn×Rµ, что множество решений

в U уравнения (1.1.1) совпадает с графиком некоторого гладкого отображения Ψ : Λ → Rn,
такого, что Ψ(0) = 0. Иными словами, для (ξ, λ), близких к решению (0, 0),

f(ξ, λ) = 0 ⇔ ξ = Ψ(λ).

Доказательство имеется, например, в [89] и многих учебниках по математическому анализу.

Левую часть уравнения (1.1.1) можно воспринимать как зависящее от параметра λ гладкое
семейство отображений f(·, λ) : Rn → Rn.

Если f : Rn → Rn и f(a) = 0, то точка a называется особой точкой отображения f ; если при
этом

det ∂f/∂x(a) 6= 0,

то особая точка называется регулярной. Теорема о неявной функции выявляет однократность
регулярной особой точки: при произвольных малых возмущениях отображения f(·, 0) (при доста-
точно малых λ ) вблизи регулярного решения ξ = 0 уравнения f(ξ, 0) = 0 имеется ровно одно
решение возмущенного уравнения f(ξ, λ) = 0.

Пусть теперь f(ξ, λ) = ∇V (ξ, λ), где ∇ означает градиент2 по переменным ξ. Особая точка
отображения ∇V называется также особой (или критической) для функции V . Если ∇V (a, λ) = 0
и det ∂2V/∂ξ2(a, λ) 6= 0, то критическая точка a функции V (·, λ) называется невырожденной (или
морсовской).

Теорема 1.1.2 (лемма Морса). Если a — невырожденная критическая точка функции V , то
вблизи точки a определены гладкие координаты x1(ξ), . . . , xn(ξ), такие, что

x1(a) = · · · = xn(a) = 0

и
V (ξ) = const−x2

1 − · · · − x2
r + x2

r+1 + · · ·+ x2
n (1.1.2)

на всей совместной области определения координат x1, . . . , xn.

Замечание 1.1.1. В формуле (1.1.2) константа равна, как легко видеть, V (a), а число r — отри-
цательный индекс инерции квадратичной формы ∂2V/∂ξ2(a) — называется индексом Морса кри-
тической точки a.

1Здесь и всюду далее это слово означает бесконечную дифференцируемость.
2Под градиентом функции V : Rn → R понимается отображение ∇V : Rn → Rn, определяемое условием

〈∇V (ξ), h〉 = V ′(ξ)h ∀ ξ, h ∈ Rn, где 〈·, ·〉— стандартное скалярное произведение в Rn. В евклидовом пространстве
производная V ′(ξ) и градиент ∇V (ξ) отождествляются канонически, однако в банаховых пространствах эта конструкция
не столь тривиальна и сыграет в наших построениях существенную роль (см. следующую главу). Другое обозначение
градиента: grad V .
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Замечание 1.1.2. Выражение «гладкие координаты» означает, что отображения ξ 7→ x и x 7→ ξ
определены и гладки на некоторых окрестностях точек a и 0 соответственно, т. е. отображение
ξ 7→ x является диффеоморфизмом (локальным, поскольку он определен лишь на некоторой
окрестности, заранее не известной).

Функции V1 и V2 называются правоэквивалентными (в дальнейшем мы будем говорить просто
эквивалентными), если V1 ≡ V2 ◦ ϕ на некотором подмножестве области определения V1, где
ϕ — диффеоморфизм. На этом языке, принятом в теории особенностей гладких функций [7, 27],
лемма Морса есть утверждение о том, что функция, имеющая невырожденную критическую точку,
локально эквивалентна вблизи этой точки некоторой стандартной (нормальной) форме. Список
нормальных форм в морсовском случае конечен: индекс Морса может принимать значения от 0
(точка минимума) до n (точка максимума).

Доказательство леммы Морса удобно проводить, опираясь на тейлоровское разложение второго
порядка функции V с последующим приведением получаемой квадратичной формы (с переменными
коэффициентами) к сумме квадратов (см., например, [96,109]). В следующей главе будет сформу-
лировано и доказано утверждение, представляющее собой вариант бесконечномерного обобщения
леммы Морса.

Лемму Морса легко обобщить на случай семейств функций: если V (ξ, λ) — зависящее от па-
раметра λ ∈ Λ ⊂ Rm гладкое семейство функций, V (·, λ) : U → R, U ⊂ Rn, и функция V (·, λ0)
имеет при ξ = a невырожденную критическую точку, то существует гладкое семейство локальных
диффеоморфизмов ϕλ, такое, что ϕλ0(a) = 0 и

V (ϕ−1
λ (x), λ) ≡ c(λ)− x2

1 − · · · − x2
r + x2

r+1 + · · ·+ x2
n (1.1.3)

Из этого утверждения следует (структурная) устойчивость морсовской критической точки:
при малом возмущении функции вблизи ее критической точки имеется критическая точка (также
невырожденная и того же индекса Морса) возмущенной функции.

Если a — вырожденная критическая точка функции V , то сколь угодно мало возмущенная
функция может не быть эквивалентной исходной. Поведение функции на окрестности вырожден-
ной критической точки вообще может быть весьма сложным; изучением таких критических точек
занимается теория особенностей гладких функций (особенностью называется класс локальной
правой эквивалентности функций в критической точке). При всех имеющихся больших научных
достижениях в решении проблемы описания строений функций вблизи вырожденных критических
точек, она на сегодняшний день еще весьма далека от своего окончательного решения [7]. Следу-
ющая теорема позволяет за счет «избавления» от «несущественных» переменных свести изучение
функции в вырожденной критической точке к анализу функции, определенной на пространстве,
размерность которого равна размерности ядра второго дифференциала.

Теорема 1.1.3 (лемма о расщеплении особенности). Пусть a ∈ U ⊂ Rn — вырожденная кри-
тическая точка функции V : U → R, т. е.

∂V

∂ξ
(a) = 0, rk

∂2V

∂ξ2
(a) = s < n.

Тогда существует локальный диффеоморфизм

ϕ : ξ 7→ (x, u), x ∈ Rs, u ∈ Rn−s,

такой, что ϕ(a) = 0 и

V (ϕ−1(x, u)) = −x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

s + W (u1, . . . , un−s), (1.1.4)

где ∂2W/∂u2 (0) = 0.

Доказательство. Пусть f1, . . . , fn — базис в Rn, такой, что fs+1, . . . , fn — базис
в Ker ∂2V/∂ξ2(a), y1, . . . , ys, u1, . . . , un−s — координаты в этом базисе, ϕ1 — отображение замены
координат: ξ = ϕ1(y, u). Функция Ṽ (y, u) := V ◦ ϕ1(y, u) удовлетворяет условиям параметриче-
ской леммы Морса (переменные u выступают в роли параметров); следовательно, гладкая замена
переменной вида (x, u) = (ϕ2(y, u), u) приводит ее к форме

Ṽ (ϕ−1
2 (x, u), u) = −x2

1 − · · · − x2
r + x2

r+1 + · · ·+ x2
s + W (u1, . . . , un−s)
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(ϕ−1
2 означает обращение по первой переменной при каждом значении u). Таким образом, диффео-

морфизм ϕ в формуле (1.1.4) получается как композиция ϕ1 и ϕ2. По построению,

∂2W/∂u2 (0) = 0.

Число dim Ker ∂2V/∂ξ2(a), где a — критическая точка функции V , называется размерностью
особенности функции V . Разумеется, лучше всего изучены «маломерные» особенности.

1.2. НЕКОТОРЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ ОСОБЕННОСТЕЙ ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ

Одним из ключевых в теории особенностей гладких функций является понятие кратно-
сти критической точки. Пусть a ∈ Rn — критическая точка функции V . Тогда функции
∂V/∂x1, . . . , ∂V/∂xn порождают так называемый якобиев идеал 〈∂V/∂x1, . . . , ∂V/∂xn〉 функции V
в кольце R[[x− a]] = R[[x1 − a1, . . . , xn − an]] формальных степенных рядов1 вида

∑
p1,...,pn

βp1,...,pn(x1 − a1)p1 . . . (xn − an)pn

с вещественными коэффициентами βp1,...,pn .
Факторкольцо

Q = R[[x− a]]/〈∂V/∂x1, . . . , ∂V/∂xn〉
называется локальным кольцом особенности функции V в точке a (это определение корректно,
поскольку так определенные локальные кольца всех эквивалентных функций оказываются изо-
морфными).

Число
µ(V, a) = dim Q(V, a)

(имеется в виду размерность Q(V, a) как вещественного линейного пространства) называется
кратностью особенности (или критической точки a). Локальное кольцо может оказаться и бес-
конечномерным: такая особенность считается плохой и к изучению непригодной. Мы также будем
рассматривать только конечнократные особенности.

Кратность особенности тесно связана с ее коразмерностью, которая, как мы увидим, не имеет
никакого отношения к размерности особенности.

Гладкие диффеоморфизмы ϕ : Rn → Rn образуют группу (обозначим ее Diff), которую можно
рассматривать как бесконечномерный аналог группы Ли [106]. Для каждой гладкой функции
V : Rn → R множество функций, эквивалентных ей, называется орбитой функции V относительно
действия группы Diff:

Orb(V ) = {V ◦ ϕ}ϕ∈Diff .

Известно, что в случае гладкого действия конечномерной группы Ли на гладком конечномерном
многообразии все орбиты являются гладкими подмногообразиями [106], поэтому в каждой точке
многообразия определено касательное к орбите подпространство. Его коразмерность (определяе-
мая как разность между размерностью объемлющего пространства и размерностью касательного
подпространства) называется коразмерностью орбиты. Коразмерность равна минимальному коли-
честву «управляющих параметров» для точки в объемлющем пространстве, необходимому для
устойчивого (не устранимого малым шевелением) пересечения орбиты «управляемой точкой».

В классической механике коразмерность многообразия состояний совпадает с количеством неза-
висимых связей, наложенных на механическую систему и выделяющих заданное многообразие ее
состояний (наложение независимых связей уменьшает размерность многообразия состояний на
число, равное количеству связей).

Аналоги подобных понятий и конструкций имеются и в бесконечномерном случае (в функцио-
нальных пространствах). К сожалению, мы не имеем здесь возможности более точного описания
соответствующей теории.

1Формальные степенные ряды образуют коммутативное кольцо с единицей, т. е. множество с операциями сложения
и умножения, свойства которых во всем подобны свойствам аналогичных операций над вещественными числами, за
исключением одного: не всякий ненулевой элемент имеет обратный по умножению. Идеал J в кольце A — это подкольцо,
обладающее «идеальным свойством»: u · x ∈ J ∀u ∈ J, x ∈ A.
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Заметим лишь, что подмножество Õ(V ) ⊂ R[[x]], состоящее из тейлоровских разложений в нуле
для функций из Vϕ(x) = V (ϕ(x)), также называется орбитой и оно обладает многими свойствами
обычных (конечномерных) орбит. В частности, для него определено касательное пространство как
множество TV формальных степенных рядов вида

h(x) =
d v

d ε
(x + εH(x))|ε=0 = (grad V (z),H(z)) ,

где H— произвольный степенной ряд с векторными (в Rn) коэффициентами. Коразмерность TV ,
определяемая как минимальная размерность подпространства в R[[x]], прямо дополняющего TV

до R[[x]], называется большой коразмерностью особенности V в нуле. Если к совокупности всех
преобразований аргумента функции добавить преобразования сдвига значений функции, то орбита
расширится на одно измерение, а коразмерность (расширенной) орбиты уменьшится на единицу.
Эта величина (коразмерность расширенной орбиты) называется малой коразмерностью особен-
ности или просто коразмерностью особенности V в нуле. Из описанных построений вытекает,
что TV совпадает с якобиевым идеалом в R[[x]], порожденным функцией V . Отсюда следует сов-
падение кратности с большой коразмерностью или соответственно с коразмерностью, увеличенной
на единицу.

Вопросы строения конечнократных особенностей функций и их морсовизаций естественно
включаются в более общую теорию деформаций особенностей. Пусть функция V имеет в ну-
ле конечнократную особенность. Под гладкой деформацией данной особенности подразумева-
ется любое включение функции V в гладкое λ-параметрическое семейство гладких функций
U(x, λ), U(x, 0) = V (x), определенных на некоторой окрестности нуля в Rn, λ ∈ Λ, где Λ — некото-
рая окрестность нуля в Rl. Среди всевозможных гладких деформаций выделяются так называемые
версальные и миниверсальные деформации, играющие важную роль в общей теории деформаций.
Это связано с тем, что версальные деформации содержат в себе все метаморфозы функции (пе-
рестройки поверхностей уровня, распадения особых точек, различные бифуркационные эффекты
и т. д.), которые могут произойти при произвольном гладком деформировании функции.

Гладкая деформация U(z, λ) функции V (x) называется версальной в нулевой точке, если для
любой другой деформации Ũ(x, ν) функции V (x), ν ∈ Rk, найдется такое отображение из Rn×Rk

в Rn × Rl вида
(x, ν) → (ϕ(x, ν), ψ(ν)), ϕ(x) = x, (1.2.1)

определенное в некоторой сколь угодно малой окрестности нуля в Rn × Rk, что для всех (x, ν) из
этой окрестности имеет место равенство

Ũ(x, ν) = U(ϕ(x, ν), ψ(ν)).

Версальная деформация с минимальным числом параметров m называется миниверсальной.
Оказывается, что минимальное число параметров равно кратности µ деформируемой особенно-
сти [7]. Более того, гладкая деформация U(z, λ) функции V (x) является версальной в нуле-

вой точке тогда и только тогда, когда факторклассы функций
∂U

∂λj
(x, 0) (λj — координата λ,

j = 1, 2, . . . , m) дают систему линейных образующих в локальном кольце особенности V в нуле
(рассматриваемом как линейное пространство), см. [7,27].

Систему функций {
∂U

∂λj
(x, 0), j = 1, 2, . . . , µ

}

иногда называют начальными скоростями деформации.
Гладкая деформация U(x, λ) миниверсальна в нулевой точке, если факторклассы ее начальных

скоростей деформации образуют базис в локальном кольце особенности V в нуле. В частности,
деформация

V (x) +
µ∑

j=1

λjωj(x), (1.2.2)

где {ωj(x)}— произвольный базис локального кольца особенности V в нуле, является минивер-
сальной.
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Формула (1.2.2) дает наиболее простой и наиболее распространенный способ построения вер-
сальных деформаций. Обычно в качестве базисных функций {ωj(x)} выбирают мономы (мономи-
альный базис локального кольца).

Отметим еще одно важное для приложений утверждение [7]: если Ũ(x, ν) и U(x, λ) — минивер-
сальные деформации, то отображение (1.2.1) является (локальным) диффеоморфизмом.

Слово «версальный» является общей частью слов «трансверсальный» и «универсальный» [7],
выражающих формально другие понятия, но имеющих прямое отношение к версальным деформа-
циям. Первое из них означает, что отображение из Diff ×Rµ в R[[x]], заданное соответствием

(ϕ, λ) 7−→ V̂ϕ(x) +
µ∑

k=1

λkωk(x), (1.2.3)

где V̂ϕ(x) — ряд Тейлора функции Vϕ(x) := V (ϕ(x)) в нуле, является субмерсией в нуле (образ
производной Гато совпадает с R[[x]]). Второе понятие означает, что любая гладкая деформация
Ũ(x, ν) функции V может быть получена из версальной деформации (1.2.2) посредством замены
параметра и замены основного аргумента (зависящей от параметра), см. (1.2.1).

Посредством миниверсальных деформаций вводятся различные бифуркационные диаграммы,
важнейшими среди которых являются каустики, дискриминантные множества и множества
Максвелла. Как правило, функция V предварительно приводится (посредством подходящей за-
мены координат) к полиномиальной нормальной форме (нормализация не является обязательной
процедурой, но после ее осуществления многие вычисления проводятся проще). В рамках алге-
браического формализма теории особенностей накоплен определенный опыт построения полино-
мов, выражающих своей алгебраической формой типы (архетипы) особенностей гладких функ-
ций [7, 110].

Пусть λ принадлежит заданной области Λ ⊂ Rµ. Через U ⊂ Rn обозначим «наблюдаемую»
область (в ней и только в ней находятся изучаемые критические точки).

Каустика Σ — это совокупность тех значений λ, при которых V (·, λ) имеет в U вырожденную
критическую точку.

Дискриминантное множество D— это совокупность значений λ, при которых V (·, λ) имеет
в U критическую точку на нулевой линии уровня.

Множество Максвелла ∆ — совокупность значений λ, при которых V (·, λ) принимает равные
значения на паре различных критических точек.

При изучении критических точек и их локальных морсовизаций можно сократить на единицу
количество параметров версальной деформации за счет рассмотрения лишь мономиальных образу-
ющих (в локальном кольце особенности) положительной степени (моном нулевой степени отбрасы-
вается). Допустимость такой «экономии» связана, во–первых, с тем, что при дифференцировании
постоянные слагаемые функции исчезают и поэтому они не играют никакой роли при определении
критических точек и вычислении их кратности. Во-вторых, проистекающую при таком отбрасыва-
нии параметра потерю информации в вопросах, связанных с метаморфозами поверхностей уровней,
можно компенсировать расширением группы диффеоморфных преобразований аргумента функций
посредством добавления преобразований постоянного сдвига значений функций [27].

Сокращенная на один параметр миниверсальная деформация называется ограниченной мини-
версальной деформацией. Число входящих в нее «управляющих» параметров совпадает с кораз-
мерностью особенности.

При исследовании ключевых функций фредгольмовых функционалов важную роль играют усло-
вия локальной конечной определенности гладких функций в особых точках. Приведем наиболее
часто употребляемое условие, найденное Дж. Мазером (см. [7,27]).

Предварительно напомним, что гладкая функция V называется сильно r-определенной в точ-
ке a, если каждая функция U с тем же отрезком ряда Тейлора (порядка r) в точке a, который
имеется у V , сильно локально гладко эквивалентна функции V , т. е. найдется такое гладкое отоб-
ражение ϕ : (Rn, a) → (Rn, a) с единичной матрицей Якоби в точке a, что в некоторой окрестности
этой точки a выполнено равенство V (ϕ(x)) = U(x).
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Согласно Дж. Мазеру, функция V является сильно r-определенной в нуле, если выполняется
следующее условие Мазера:

Mr+1 ⊂ M2 · J(V ). (1.2.4)

Здесь Mk — k-ая степень максимального идеала M в R[[x]], а J(V ) — якобиев идеал функции V в
нуле.

В следующем разделе мы рассмотрим конкретные примеры.

1.3. ПРОСТЕЙШИЕ ОСОБЕННОСТИ

Строение конечнократных одномерных особенностей полностью описывается следующим утвер-
ждением.

Теорема 1.3.1. Функция V имеет в точке a µ-кратную одномерную особенность тогда и
только тогда, когда после некоторой локальной диффеоморфной замены координат (в окрест-
ности этой точки) функция приводится к виду

const−x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−1 ± xµ+1
n .

Доказательство. Из леммы о расщеплении особенности следует, что функция V гладкой локаль-
ной заменой координат приводится к виду

const−x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−1 + W (t),

где

W (0) = ∂W/∂t(0) = · · · = ∂µW/∂tµ(0) = 0,

∂µ+1W/∂tµ+1(0) 6= 0

(эти соотношения вытекают из того, что размерность факторкольца R[[t]]/J(W ) равна уменьшен-
ному на единицу числу производных функции W , обращающихся в 0 при t = 0, причем сама
функция считается производной нулевого порядка).

Докажем теперь следующее утверждение.

Лемма 1.3.1 (лемма Адамара). Гладкая функция f(t), обращающаяся в 0 при t = 0, допуска-
ет представление

f(t) = tf1(t),

где f1 — гладкая функция, и f1(0) = f ′(0).

Доказательство. Для t, близких к 0, имеем

f(t) = f(t)− f(0) =

1∫

0

∂

∂s
f(st) ds = t

1∫

0

f ′(st) ds = tf1(t),

где

f1(t) =

1∫

0

f ′(st) ds.

Равенство f1(0) = f ′(0) очевидно; гладкость f1 следует из теоремы о дифференцируемости инте-
грала по параметру. Лемма доказана.

Для доказательства теоремы применим µ + 1 раз лемму Адамара к функции W ; получим

W (t) = tµ+1Wµ+1(t),

Wµ+1(0) 6= 0.

Замена xn = t µ+1
√

Wµ+1(t) или xn = t µ+1
√−Wµ+1(t) (если µ нечетно, а Wµ+1(0) < 0), очевидно,

является гладкой и приводит к нужному результату.
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Известно [7, 110], что:
единственной двукратной особенностью (единственной особенностью коразмерности 1) является
особенность функции

const−x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−1 + x3
n

(особенность складки);
единственная особенность кратности 3 (коразмерности 2) — особенность сборки:

const−x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−1 ± x4
n;

особенности кратности 4 (коразмерности 3) встречаются трех типов, а именно ласточкин хвост:

const−x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−1 + x5
n,

гиперболическая омбилика (эту особенность часто записывают в двух эквивалентных формах):

const−x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−2 + x3
n−1 + x3

n

или
const−x2

1 − · · · − x2
r + x2

r+1 + · · ·+ x2
n−2 + x3

n−1 + xn−1x
2
n

и эллиптическая омбилика:

const−x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−2 + x3
n−1 − xn−1x

2
n.

Появление особенностей более высокой кратности может быть связано не только с наличием боль-
шого числа параметров, но и с возникновением и нарушением симметрии функции при изменении
параметров.

Одномерные особенности xµ+1
n при µ ≥ 5 называются иногда высшими ласточкиными хвоста-

ми [7]).
При n = 2 линии уровня функции в окрестностях особых точек типа складки и сборки и ее

локальных морсовизаций выглядят так, как показано на рис. 1.3.1.
Миниверсальными деформациями для рассмотренных нами особенностей являются соответ-

ственно следующие семейства:
V1(x) + x3

n + λ1x + λ0,

V1(x) + x4
n + λ2x

2
n + λ1xn + λ0,

V1(x) + x5
n + λ3x

3
n + λ2x

2
n + λ1xn + λ0,

V2(x) + x3
n−1 ± xn−1x

2
n + λ3x

2
n + λ2xn−1 + λ1xn + λ0,

где
V1(x) = const−x2

1 − · · · − x2
r + x2

r+1 + · · ·+ x2
n−1,

V2(x) = const−x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−2.
(1.3.1)

Если убрать в каждой формуле константу λ0, то получатся так называемые ограниченные ми-
ниверсальные деформации.

Названия некоторых особенностей (ласточкин хвост, вигвам, бабочка, кошелек и т. п.) связа-
ны с геометрической структурой каустик и дискриминантных множеств, которые могут служить
идентификаторами особенностей [7,27, 110] при их классификации.

1.4. РЕДУЦИРУЮЩАЯ СХЕМА ПУАНКАРЕ

Схема Пуанкаре была создана для конечномерных вариационных задач с целью понижения их
размерности [113].

Пусть задана гладкая экстремальная задача

V (x) −→ inf, x ∈ Rn, (1.4.1)

для которой выполнено условие коэрцитивности

lim
|x|→∞

V (x) = +∞, (1.4.2)

так что задача (1.4.1) разрешима. Если функция V является выпуклой, т. е.

∂2V

∂x2
(a)(h, h) > 0 ∀(a, h) ∈ Rn × (Rn \ 0), (1.4.3)
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РИС. 1.3.1.

то решение этой задачи, как легко видеть, является единственным; в противном случае прихо-
дится исследовать функции, имеющие несколько точек локальных минимумов, что существенно
затрудняет их анализ. В частности, очень сложной становится задача приближенного построе-
ния решений. Ситуация становится еще более сложной при наличии дополнительных параметров,
изменение которых приводит к бифуркационным явлениям. В работах А. Пуанкаре предложена
процедура, позволяющая во многих случаях облегчить изучение ветвления экстремалей за счет
исключения «несущественных» переменных.

Пусть выполнено условие выпуклости V по части переменных:

∂2V

∂x2
(a)(h, h) > 0 ∀(a, h) ∈ Rn × (L \ 0), (1.4.4)

где L — подпространство в Rn размерности l. Тогда вместо (1.4.1) можно рассмотреть аналогичную
задачу с меньшим числом переменных

W (ξ) −→ inf, ξ ∈ M, (1.4.5)

где M — ортогональное дополнение к L в Rn, а W — функция, определенная соотношением

W (ξ) = inf
h∈L

V (ξ + h). (1.4.6)

Теорема 1.4.1. При выполнении условий (1.4.2) и (1.4.4) функция (1.4.6) является гладкой.

Доказательство. Из коэрцитивности функции V следует существование в слое ξ + L (∀ ξ ∈ M)
точки глобального условного минимума ξ + h(ξ), где h(ξ) определяется из системы уравнений

∂V

∂hj
(ξ + h) = 0, j = 1, . . . , l (1.4.7)
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(h1, . . . , hl — координаты вектора h относительно произвольно фиксированного базиса в L). Условие
(1.4.4) гарантирует единственность решения при любом ξ и его гладкую зависимость от ξ (по
теореме о неявной функции якобиан левой части (1.4.7) по переменным h1, . . . , hl невырожден
вследствие (1.4.4)). Следовательно, функция W (ξ) = V (ξ + h(ξ)) является гладкой.

Замечание 1.4.1. Строго говоря, А. Пуанкаре определял функцию W не формулой (1.4.6), а
системой уравнений (1.4.7). Функция W при этом определялась лишь локально (условия (1.4.2) не
было) и предназначалась для (локального) исследования бифуркации экстремалей [2, 113]. Смысл
перехода от (1.4.1) к (1.4.5) состоял в замене «многомерной» задачи на «маломерную» как более
доступную.

Функция (1.4.6), полученная при условиях (1.4.2) и (1.4.4), называется ключевой. Координаты
ξj , j = 1, . . . , m, где m = n − l, вектора ξ ∈ M относительно произвольного фиксированного
базиса {f1, . . . , fm} в M также называются ключевыми. Отображение ϕ : ξ −→ ξ + h(ξ), где h(ξ)
определено системой уравнений (1.4.7), называется маргинальным1.

Теорема 1.4.2. Маргинальное отображение задает взаимно однозначное соответствие
между множествами критических точек функции V и ее ключевой функции W . При этом со-
ответствии невырожденные критические точки переходят в невырожденные и только невы-
рожденные критические точки с сохранением значений индексов Морса. Соответствующие
друг другу вырожденные критические точки имеют изоморфные локальные кольца особенно-
стей.

Доказательство становится очевидным после применения обобщенной леммы Морса (леммы о
расщеплении особенности). В следующей главе будет приведено доказательство этой теоремы для
более общего случая.

Переход от задачи (1.4.1) к задаче (1.4.5), где W — ключевая функция функции V , называется
редукцией по схеме Пуанкаре или, более кратко, редукцией Пуанкаре.

Замечание 1.4.2. В формулировках теорем 1.4.1 и 1.4.2 условие (1.4.2), очевидно, можно осла-
бить, заменив его условием коэрцитивности по компоненте h ∈ L.

1.5. ОБОБЩЕННАЯ СХЕМА ПУАНКАРЕ

Описанная схема допускает естественное обобщение, основанное на замене линейного расслое-
ния p : Rn −→ M гладкой субмерсией.

Пусть V — гладкая функция на Rn, и пусть задано гладкое отображение p : Rn −→ Rm с

условием rk
∂p

∂x
(a) = m ∀a ∈ Rn. Пусть область O является образом субмерсии p в Rm (O—

открытое связное подмножество в Rm). Предположим, что выполняются следующие два условия:
(А) для каждой точки ξ ∈ O подмногообразие p−1(ξ) в Rm является геодезически выпуклым,

т. е. для любой пары точек a, b ∈ p−1(ξ) существует единственная геодезическая кривая на p−1(ξ)
(в индуцированной из Rn метрике), соединяющая эти точки;

(В) для любой точки ξ ∈ O функция V |p−1(ξ) является геодезически строго выпуклой: для
любой геодезической кривой x = x(t), t ∈ (α, β), на p−1(ξ) функция w(t) = V (x(t)) является
строго выпуклой, т. е. ẅ(t) > 0 ∀t ∈ (α, β).

Рассмотрим функцию W , определенную формулой

W (ξ) = inf
x∈p−1(ξ)

V (x). (1.5.1)

Теорема 1.5.1. При выполнении для гладкой коэрцитивной функции V условий (А) и (В)
функция W , определенная соотношением (1.5.1), является гладкой.

Доказательство. Из коэрцитивности V и выпуклости V |p−1(ξ) следует существование для любого
ξ точки ϕ(ξ) ∈ p−1(ξ), такой, что W (ξ) = V (ϕ(ξ)). Если x = x(t) — геодезическая на V |p−1(ξ),
выходящая из точки ϕ(ξ) с произвольно заданной скоростью h 6= 0, то для соответствующего

1Термин «маргинальное отображение» заимствован из теории приближений функций, в которой он используется в
аналогичном контексте (см., например, [105]).
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приращению h значения второго дифференциала сужения V |p−1(ξ), вычисленного в точке ϕ(ξ),
имеем

∂2

∂x2

(
V |p−1(ξ)

)
(ϕ(ξ))(h, h) =

d2

dt2
V (x(t))|t=0 > 0

(см. условие (В)). Из этого соотношения вытекает невырожденность гессиана V |p−1(ξ) в точке ϕ(ξ).
В силу теоремы о неявной функции, маргинальное отображение ξ 7→ ϕ(ξ) и функция

W = V · ϕ
являются гладкими.

Функция (1.5.1), определенная при условиях (А) и (В), также называется ключевой, а субмерсия
p : Rn −→ O— редуцирующим отображением.

Теорема 1.5.2. В условиях теоремы 1.5.1 маргинальное отображение устанавливает взаим-
но однозначное соответствие между множеством критических точек функции V и множе-
ством критических точек ключевой функции (1.5.1). При этом соответствующие друг другу
критические точки имеют изоморфные локальные кольца особенностей и в случае невыро-
жденности критических точек равные индексы Морса.

Доказательство (его решающий шаг) состоит в непосредственном применении леммы о расщеп-
лении особенности.

Описанная схема естественно распространяется на гладкие функции, заданные на полном рима-
новом многообразии M. Условие коэрцитивности V формулируется при этом следующим образом:
если {ak}∞k=1 — непредкомпактная последовательность точек M, то supk{V (ak)} = ∞.

Разумеется, существуют и другие варианты обобщения. Например, можно рассмотреть функцию
V на римановом многообразии M с гладкой субмерсией p : M−→ N (N — гладкое многообразие)
при условии существования такого значения c для V , что
(А) множество1 p−1(ξ) ∩ {V ≤ c} компактно и геодезически выпукло ∀ξ ∈ N ,
(В) для каждого ξ ∈ N функция V |p−1(ξ)∩{V≤c} геодезически строго выпукла.

Если не задаваться целью указывать конкретные условия, гарантирующие однозначность мар-
гинального отображения, то можно cформулировать общий принцип редукции (подобный теореме
о редукции Морса—Ботта в [109]).

Теорема 1.5.3. Пусть на гладком не имеющем края многообразии M задана гладкая функ-
ция V , такая, что выполнены следующие условия:

1) существует такое регулярное значение c, что многообразие {V ≤ c} компактно;
2) существует гладкая субмерсия p : {V ≤ c} −→ N , где N — гладкое многообразие (вообще

говоря, с краем), для которой p−1(ξ) имеет непустое пересечение с внутренностью множества
{V ≤ c} ∀ξ ∈ N \ ∂N , это пересечение содержит единственную (в нем) критическую точку
ϕ(ξ) для V |p−1(ξ) и ϕ(ξ) является морсовской точкой минимума для V |p−1(ξ);

3) если ∂N 6= ∅, то p−1(∂N ) ⊂ {V = c} и любая точка a ∈ p−1(∂N ) является морсовской
критической точкой для V |p̃−1(ξ), ξ = p(a) , где p̃ — любое гладкое продолжение отображения
p на любую окрестность O точки a в M с множества O ∩ {V ≤ c}.

Тогда справедливы следующие утверждения:
1) функция W (ξ) := inf

x∈p−1(ξ)∩{V≤c}
V (x) является гладкой;

2) отображение ξ 7−→ ϕ(ξ) является гладким и устанавливает взаимно однозначное соот-
ветствие между множеством критических точек V в {V ≤ c} и множеством критических
точек W в N \ ∂N ;

3) в соответствующих друг другу критических точках локальные кольца особенностей
функций V и W изоморфны;

4) индексы Морса соответствующих друг другу невырожденных критических точек
совпадают;

5) отображения p : {V ≤ c} −→ N и ϕ : N −→ {V ≤ c} гомотопически обратны друг другу
(их композиции гомотопны единицам: ϕ · p ∼ I, p · ϕ ∼ I).

1Запись {V ≤ c}— это краткое обозначение лебегова множества {x ∈M : V (x) ≤ c}.
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РИС. 1.6.1.

Доказательство. Из условий 1) и 2) следует, что ϕ(ξ) — точка минимума для V |p−1(ξ) ∀ ξ ∈ N \∂N
и отображение ϕ вместе с функцией W = V · ϕ являются гладкими.

Доказательства утверждений 3) и 4) являются повторениями доказательств аналогичных утвер-
ждений теоремы 1.4.2 (после выбора подходящих локальных координат в окрестностях рассматри-
ваемых точек).

Так как p(ϕ(ξ)) ≡ ξ, то проверка утверждения 5) сводится к проверке гомотопности едини-
це отображения ϕ · p. Данная гомотопия осуществляется стягиванием в точки ϕ(ξ) по линиям
кратчайшего спуска — вдоль интегральных кривых векторного поля − grad

(
V |p−1(ξ)

)
(градиент

определяется по какой-либо фиксированной римановой метрике на {V ≤ c} ).

Замечание 1.5.1. В определении редукции можно снять требование того, чтобы ϕ(ξ) в слое
p−1(ξ) была точкой минимума, оставив лишь требование ее невырожденности. В этом случае тео-
рему 1.1.3 (лемму о расщеплении особенности) можно воспринимать как обоснование возможности
локального редуцирования произвольной функции. Если

V (y1, . . . , yn) = −x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

p + W (u1, . . . , un−p),

где (x, u) = ϕ(y), ϕ — локальный диффеоморфизм, то отображение y 7→ (u1(y), . . . , un−p(y)) явля-
ется редуцирующей субмерсией.

Редукция, для которой значение ключевой функции получается минимизацией исходной функ-
ции (в соответствующих слоях), называется эллиптической. В дальнейшем мы будем считать все
рассматриваемые редукции эллиптическими. В приложениях встречается почти исключительно эл-
липтический случай, и он дает естественное условие для построения и использования нелокальных
редукций.

1.6. ПРИМЕРЫ

1.6.1. Функция высоты на двумерном торе. Пусть двумерный тор T 2 «вертикально стоит» в
R3 на плоскости переменных {x, y} так, что его параллели1 параллельны плоскости переменных
{y, z} (рис. 1.6.1). Пусть V — функция высоты: V (x, y, z) = z ∀(x, y, z) ∈ T 2. Если c1 = 0 < c2 <
c3 < c4 — критические значения V на T 2, то для любого c ∈ (0, c2/2) множество {V ≤ c} можно
рассматривать как график некоторой гладкой функции z = ψ(x, y) на области D, являющейся
образом ортогональной проекции множества {V ≤ c} на плоскость переменных {x, y}. Функция V
на {V ≤ c} допускает редукцию к функции одной переменной

W (ξ) := inf
y:(ξ,y)∈D

ψ(ξ, y) = ψ(ξ, 0), |ξ| ≤ d,

d = max{y : ψ(x, y) = c}.
1На торе, по аналогии с глобусом, определяются параллели — окружности, лежащие в параллельных плоскостях, и

меридианы, имеющие одинаковую длину.
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Редуцирующая субмерсия и маргинальное отображение здесь задаются действиями (x, y, z) 7−→
x и x 7−→ (ξ, 0, ψ(ξ, 0)) соответственно.

В этом же примере можно осуществить другую редукцию. Введем на T 2 угловые координаты
(α, β), где α — угол вдоль меридиана, отсчитываемый от самой «большой» параллели до заданной
точки τ , а β — угол вдоль параллели, отсчитываемый от самого низкого меридиана. Положим
p̃(τ) = α. Субмерсия p̃ осуществляет редукцию V на области M = {τ ∈ T 2 : |β| < π} к функции
высоты W на окружности S1 = {z ∈ C : |z| = 1}, канонически отождествленной с нижней
параллелью. Маргинальное отображение ϕ : S1 −→ M является отображением естественного
вложения меридиана в тор. Вторая редукция является в некотором смысле более удачной, так как
она осуществлена на более широкой области и охватывает две критические точки, расположенные
на многообразиях уровней {V = c1} и {V = c2}.

1.6.2. Преобразование Лежандра. Среди аналитических конструкций, укладывающихся в схе-
му Пуанкаре, по степени известности выделяется преобразование Лежандра [5]. В классической
механике оно осуществляет связь между лагранжевым и гамильтоновым формализмами: если
L(q̇, q, t) — лагранжиан какой либо механической системы, то ее гамильтониан H(p, q, t) получа-
ется из L преобразованием Лежандра:

H(p, q, t) = sup
q̇

((q̇, p)− L(q̇, q, t)) =

= − inf
q̇

(L(q̇, q, t)− (q̇, p)) , q̇, p, q ∈ Rn.
(1.6.1)

С точки зрения редукции Пуанкаре соотношение (1.6.1) исключает переменную q̇ в функции

V (q̇, p, q, t) := L(q̇, q, t)− (q̇, p).

Лагранжиан получается из гамильтониана повторным применением преобразования Лежандра.
Во многих учебниках по аналитической механике приводится лишь условие локальной редуци-

руемости, заключенное в требовании выпуклости лагранжиана по переменной q̇. Коэрцитивность
же V по переменной q̇ в реальных механических системах автоматически обеспечивается квадра-
тичной зависимостью кинетической энергии от вектора скорости. После перехода к обобщенным
координатам коэрцитивность V по вектору скорости сохраняется.

Общая механическая система, в которой соответствующее маргинальное отображение

ϕ : (p, q, t) 7−→ (q̇, p, q, t)

глобально определяется соотношением (1.6.1), называется системой, удовлетворяющей условию
двойственности Лагранжа—Гамильтона [49].

1.6.3. Посткритические равновесия упругой цепи. Пусть дана система одинаковых абсолют-
но твердых прямолинейных стержней длины единица, последовательно соединенных одинаковыми
упругими шарнирами в прямолинейную (n + 1)-звенную упругую цепь (рис. 1.6.2). Пусть первое
и последнее звенья закреплены так, что они остаются в вертикальном положении при всех дефор-
мациях цепи. Пусть ϕj — угол между j-м звеном и вертикалью, j = 1, . . . , n + 1, образованный
в результате деформации цепи под воздействием продольно сжимающей нагрузки. Если принять
соглашение о том, что упругие шарниры «работают» по закону Гука (момент силы упругой реакции
пропорционален углу между звеньями), то равновесная конфигурация цепи определится системой
уравнений

ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1 + λ sinϕj = 0, j = 2, . . . , n,
ϕ1 = ϕn+1 = 0.

}

Параметр λ в этих уравнениях пропорционален величине сжимающей силы. Масштаб длины
предполагается выбранным так, что соответствующее произведение входящих в уравнение упру-
го-механических и геометрических констант равно единице.
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РИС. 1.6.2.

Система уравнений (1.6.1) потенциальна: ее левая часть состоит из компонент градиента функ-
ции полной энергии

V (ϕ, λ) =
n∑

j=1

(
(ϕj+1 − ϕj)2

2
+ λ(cosϕj − 1)

)
=

=
1
2
(Aϕ,ϕ) + λ

n∑

j=2

(cosϕj − 1)

(1.6.1)

(с учетом соотношений ϕ1 = ϕn+1 = 0), где ϕ = (ϕ2, . . . , ϕn)> и

A =




2 −1 0 . . . . . . 0

−1 2 −1
. . .

...

0 −1 2
. . . 0

...
...

. . . . . . . . . −1 0
... 0 −1 2 −1
0 . . . . . . 0 −1 2




.

Функция (1.6.1) отличается лишь постоянным множителем от разностной аппроксимации функ-
ционала полной энергии продольно сжатого упругого эйлерова стержня с жестко заделанными
концами [111]. Связь с эйлеровым стержнем проявляется и в спектральных характеристиках мат-
рицы A. Действительно, собственными значениями матрицы A являются числа

λk = 2
(

1− cos
(

πk

n

))
, k = 1, . . . , n− 1,

которым отвечают собственные векторы

gk = (αk
1 , . . . , αk

n−1)
>, αk

j = sin
(

πkj

n

)
.

Нетрудно заметить, что lim
n→∞n2λk = (πk)2, т. е. lim

n→∞n2λk стремится к k-му собственному значению

оператора − d2

ds2
на отрезке [0, 1] (при краевых условиях x(0) = x(1) = 0). Этому собственному

значению отвечает собственная функция xk(s) = sin(πks). Ее значения в узлах s =
j

n
и являются

координатами собственного вектора gk матрицы A.
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Если λ < λ1, то

∂2V

∂ϕ2
(ϕ, λ)(h, h) = (Ah, h)− λ

n∑

j=2

(cosϕj)h2
j−1 ≥ (λ1 − λ)|h|2.

Таким образом, при λ < λ1 функция V выпукла по ϕ. Коэрцитивность V очевидна.
Следовательно, при λ < λ1 точка ϕ = 0 является единственной критической точкой V , и она же

является точкой глобального минимума V .
Если задано ограничение λ < λm+1, то можно гарантировать лишь неравенство

∂2V

∂ϕ2
(ϕ, λ)(h, h) > 0 ∀h ∈ L⊥m \ {0},

где Lm = span(g1, . . . , gm).
Положим ek =

gk

|gk| . В соответствии с редуцирующей схемой Пуанкаре, можно перейти к клю-

чевой функции

W (ξ, λ) := inf
h: h∈L⊥m

V




m∑

j=1

ξj ej + h, λ


 , ξ ∈ Rm,

«отвечающей» за поведение V .
Приближенное вычисление W и дальнейший ее анализ требуют привлечения компьютера. Если

же ограничиться локальной задачей анализа ветвления экстремалей в окрестности нуля, то с
помощью специальных асимптотических методов можно достигнуть достаточно полного результата
«вручную». Например, при m = 1 можно воспользоваться представлением

W (ξ, λ) = V (ξe1, λ) + o(ξ5) + O(λ− λ1)O(ξ4),

легко проверяемым, если учесть четность V (·, λ) и представимость маргинального отображения в
виде ϕ(ξ, λ) = ξe1 + o(ξ2).

Следовательно,

W (ξ, λ) =
δ

2
ξ2 +

a2

24
λ1ξ

4 + o(ξ5) + O(λ− λ1)O(ξ4), (1.6.2)

где δ := λ− λ1, a2 = γ4
2 + . . . + γ4

n, γj — j-я компонента вектора e1.

Замечание 1.6.1. Изучение характера ветвления экстремалей и вычисление первых асимпто-
тик ветвей бифурцирующих экстремалей по закритическому приращению δ = λ − λ1 можно осу-
ществить, применив к функции (1.6.2) масштабирующее преобразование (преобразование Вейер-
штрасса, σ-процесс) ξ = δ1/2η с последующим отбрасыванием множителя δ, выделением главной
части получаемой функции и применением теоремы о неявной функции.

Из теории нормальных форм особенностей гладких функций и их версальных деформаций [7,
110] следует в случае представимости в форме (1.6.2) приводимость функции W к виду

δ

2
ξ2 +

a2

24
λ1ξ

4

посредством некоторой замены ξ 7→ ξ + O(ξ2) (при достаточно малых δ).
Таким образом, поведение функции V (·, λ) в окрестности нуля при малых δ полностью опреде-

ляется главной частью ее ключевой функции (от одной ключевой переменной).

1.6.4. Редукция Смейла в задаче о бифуркации стационарных вращений многомерных
волчков. Известно, что устойчивость стационарного вращения твердого тела вокруг оси, проходя-
щей через точку опоры и центр тяжести (в режиме спящего волчка), определяется неравенством
C2ω2 > 4Amgl в случае динамической симметрии и неравенством

min{C −A,C −B}ω2 > mgl

для несимметричных волчков [5,115]. Здесь A,B, C — главные моменты инерции тела, ω — угловая
скорость вращения, l — расстояние от точки опоры до центра тяжести, mg — вес тела.

Типичные бифуркации вращений твердого тела, возникающие в результате потери устойчивости
стационарного вращения, описаны в монографии В. Н. Рубановского [115].
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Один из современных способов, которым можно изучать устойчивость и бифуркации стационар-
ных вращений несимметричного волчка, состоит в использовании эффективного потенциала, проф-
акторизованного по действию группы симметрии. В результате факторизации получается функция
на двумерной сфере. Ее точки минимума соответствуют устойчивым вращениям [5,8, 115].

В случае многомерного волчка [3,5,16,18,37,93,99,100] факторизация эффективного потенциа-
ла по орбитам группы симметрии не приводит к функции на сфере. Полученная функция зависит
еще от дополнительных переменных, отвечающих за расположение подгруппы симметрий отно-
сительного кинетического момента в группе ортогональных преобразований, сохраняющих верти-
каль [117, 118]. Если значение относительного кинетического момента регулярно (его аннулятор —
подалгебра Картана), то эта подгруппа — максимальный тор в группе ортогональных преобразова-
ний, сохраняющих вертикаль. Дополнительные переменные можно исключить по редуцирующей
схеме Пуанкаре. После исключения получается функция на сфере, критические точки которой
соответствуют стационарным вращениям.

Движение n-мерного тела в поле тяготения задается обобщенными уравнениями Эйлера—
Пуассона на группе SO(n) (очерк по истории исследований динамики n-мерного твердого тела
имеется в [16]): {

MΩ̇ + Ω̇M + [Ω,MΩ + ΩM ] + λr ∧ γ = 0,
γ̇ + Ωγ = 0,

(1.6.1)

в которых

Ω = f−1 df

dt
— угловая скорость (в теле), f(t) — функция со значениями в SO(n),

M = diag(m1, . . . , mn), mj > 0,

λ — параметр величины силы тяжести, γ = f−1en — вектор Пуассона, en = (0, . . . , 1)> — верти-
кальный орт. Через [X, Y ] обозначается коммутатор матриц X,Y ∈ SO(n), а через r∧γ — бивектор,
которому соответствует кососимметрическая матрица, определенная соотношением

r ∧ γx = (r, x)g − (g, x)r.

Постоянный вектор r обозначает центр тяжести.
Система двух уравнений (1.6.1) сводится к одному уравнению

M Ω̇ + Ω̇M +
[
Ω2,M

]
+ λr ∧ f−1en = 0. (1.6.2)

Пусть
E(f, Ω) = K(Ω, Ω) + U(f)

— полная энергия волчка,

K(Ω, Ω) :=
1
2
〈M(Ω), Ω〉

— кинетическая энергия,

M(Ω) := MΩ + ΩM, 〈X, Y 〉 := tr(X>Y ),

U(f) := λ(r, g) — потенциальная энергия поля тяготения. Отображение относительного кинети-
ческого момента p : (f,Ω) 7→ πJ(f, Ω), где J(f,W ) = fM(Ω)f−1, π — ортопроектор в метрике
K(X,Y ) из so(n) на

N := Ann(en) = {Y ∈ SO(n) : Y en = 0},
является интегралом уравнения (1.6.2) (см. [117]), а соответствующее интегральное множество

Fp является гладким подмногообразием размерности
(n− 1)(n + 2)

2
∀p ∈ N. Кроме того, Fp —

подрасслоение тривиального расслоения

SO(n)× SO(n) −→ SO(n)

со слоем
Fp,f = {Ω ∈ SO(n) : p(f, Ω) = p} ∀f ∈ SO(n).

Множество Fp инвариантно относительно действия

(g, (f, Ω)) 7→ (gf,Ω), f ∈ Gp,
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где Gp ⊂ SO(n− 1) — подгруппа изотропии в точке p действия

(g, p) 7→ gpg−1

(SO(n− 1) отождествлена с подгруппой {u ∈ SO(n) : uen = en}).
Стационарные вращения соответствуют критическим орбитам действия Gp на Fp относительно

E(f, Ω) [5,135]. Их можно разыскивать посредством редукции Смейла к приведенному потенциалу
[135]:

Up(f) = min
Ω: Ω∈Fp,f

E(f, Ω).

Так как E(f, Ω) выпукло и квадратично зависит от Ω, то для нее выполняются условия (А) и (В)
(см. раздел 1.5). Следовательно, существует гладкое (по (f, p)) маргинальное отображение

hp : SO(n) −→ Fp,

для которого
Up(f) = E(f, hp(f)).

Нетрудно проверить, что

hp(g−1f) = hgpg−1(f) ∀g ∈ SO(n− 1).

Следовательно,
Up(g−1f) = Ugpg−1(f).

Таким образом, Up(f) допускает факторизацию:

Up(f) = Ûp([f ]), [f ] ∈ SO(n)/Gp.

Далее будем предполагать, что p ∈ Reg(N) (т. е. Ann(p) — подалгебра Картана в N).
Действие (левое) SO(n− 1)× SO(n) −→ SO(n) порождает действие

SO(n− 1)× (SO(n)/Gp) −→ (SO(n)/Gp), (1.6.3)

все орбиты которого имеют общий диффеморфный тип, равный SO(n− 1)/Gp.
Пусть выполнены следующие два условия:
1) задана такая окрестность O единицы в SO(n), что пересечение с O каждой орбиты действия

(1.6.3) содержит не более одной критической точки сужения потенциала Ûp на эту орбиту;
2) критические точки сужений Ûp на пересечения O с орбитами действия (1.6.3) являются

морсовскими точками минимумов.
Неравенства, которым должны подчиняться p и M при выполнении данных требований, приве-

дены в [117, 118].
Анализ бифуркации стационарных вращений сводится при этих условиях к анализу бифуркации

экстремалей ключевой функции W

W (ξ) := inf
f :π(f)=ξ

Up(f), ξ ∈ Sn−1,

на сфере Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}. Через π здесь обозначено каноническое отображение
SO(n) −→ Sn−1, π(f) := fen. Локальный анализ функции W проведен в [117, 118]. Там же
приведены условия устойчивости стационарного вращения при γ = r = en, n = 2k + 1 (в четно-
мерном пространстве спящих волчков нет).

1.7. БИФУРКАЦИИ ЭКСТРЕМАЛЕЙ ИЗ ТОЧЕК МИНИМУМА

С ОСОБЕННОСТЬЮ МНОГОМЕРНОЙ СБОРКИ

1.7.1. Особенности многомерной сборки. Говорят, что гладкая функция W на гладком конеч-
номерном многообразии M имеет в критической точке a ∈ M особенность m-мерной сборки [116],
если в некоторой локальной системе координат с центром в точке a функция W допускает пред-
ставление в виде ∑

i,j,k,l

αijklxixjxkxl + o(‖x‖4) +
∑

r

σry
2
r , (1.7.1)

x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , yn−m), |σr| = 1,
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с условием, что начало координат в Cm является изолированной стационарной точкой для ком-
плексного продолжения квартичной части W (4) этой функции. На квартичную часть обычно на-
кладывается условие «выживаемости» (условие Ландау—Хиггса), состоящее в требовании строгой
минимальности нулевого значения полинома W (4). Если M = Rn, a = 0, и функция W четная,
то полином W (4) является дифференциалом Портеуса функции W (при критических значениях
параметров):

W (4)(ξ) = lim
t→0

t−4W (t
m∑

j=1

ξjej),

где e1, . . . , em — базис ядра второго дифферециала W . Особенности такого типа встречаются в
задачах описания устойчивых состояний упругих материалов [39] и стабильных фаз сегнетоэлек-
трических кристаллов [75].

Далее будем предполагать, что M = Rn и a = 0.
Если квартичная форма W (4) находится в общем положении, то число бифурцирующих из ну-

ля стационарных точек функции W нечетно и не превосходит 3m (этому числу равна кратность
нулевой стационарной точки квартичной формы общего положения). Из положительной опреде-
ленности W (4) следует, что при возмущениях W вблизи нуля появляется не более одной точки
локального максимума [58] (см. ниже теорему 1.7.4).

Одной из важнейшей характеристик морсовской стационарной точки в теории гладких функций
на гладких многообразиях является ее топологический индекс I, определяемый как знак гесси-
ана h (произведение знаков всех собственных значений матрицы Гессе H). Важность понятия
топологического индекса в прикладных задачах объясняется наличием соотношения

∑

j

Ij = deg(grad W ) (1.7.2)

(сумма берется по всем бифурцирующим из нуля особым точкам). Символом deg(grad W ) обозна-
чается степень отображения на окрестности нуля, содержащей все ответвленные от нуля критиче-
ские точки.

Из теории Морса [109] известно, что каждую гладкую функцию W на конечномерном многооб-
разии M , имеющую лишь морсовские критические точки, можно изобразить клеточным комлексом,
каждая клетка которого взаимно однозначно соотвествует критической точке функции W . Размер-
ность клетки равна индексу Морса соответствующей критической точки, а примыкания клеток в
комплексе соотвествуют взаимным примыканиям критических точек (как особых точек динамиче-
ской системы ξ̇ = − gradW (ξ)). Причем гомотопический тип изображающего комплекса совпадает
с гомотопическим типом многообразия M . Из этого факта вытекает, в частности, что наборы ста-
ционарных точек функций на плоскости и в трехмерном пространстве можно изображать графами
(одномерными остовами клеточных комплексов). Если функция W , заданная на Rn, коэрцитив-
на, то изображающий ее комплекс гомотопически тривиален (гомотопен точке). Следовательно, в
случае коэрцитивной функции изображающий граф связен.

Пусть m = 3. Обозначив через l0, l1 и l2 количества минимумов, седел индекса (Морса) 1 и
седел индекса 2, получим в силу (1.7.2) следующие соотношения:

l0 − l1 + l2 = 2, (1.7.3)

если существует точка максимума, и
l0 − l1 + l2 = 1 (1.7.4)

в случае отсутствия точки максимума.
Изображающий клеточный комплекс состоит из l0 вершин, l1 ребер и l2 двумерных клеток.

Он полностью определяется своим одномерным остовом (изображающим графом). Вершины графа
взаимно однозначно соответствуют точкам минимумов, а ребра — седлам индекса 1. При этом две
вершины соединяются ребром, если существует кривая, соединяющая соответствующую им пару
точек минимумов, составленная из пары линий кратчайшего спуска (интегральных кривых поля
градиентов), связывающих пары «седло — минимум» (малым шевелением функции или метрики
можно добиться того, чтобы любая интегральная кривая, вытекающая из седла, втекала в точку
локального минимума). Двумерные грани соответствуют точкам максимума. За счет изменения
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метрики в областях вида {c1 < W < c2}, не содержащих критических точек, можно переносить
финальные точки сепаратрис из одних локальных минимумов на другие (т. е. сепаратрисы будут
втекать в другие точки локальных минимумов). За счет таких переключений можно получать
разнообразные соединения ребрами вершин в пределах одного расклада стационарных точек. Пе-
реключениям сепаратрис соответствуют гомологические преобразования графа.

Пусть граф Γ̂ получен из графа Γ через последовательность следующих трех операций:
1) удаление любого ребра, соединяющего пару внутренних (некраевых) вершин A,B,
2) склеивание оставшихся (после удаления ребра) частей графа по вершинам A, B (за точкой

стыка сохраним обозначение A) и
3) приклеивание к точке стыка A нового «висячего» ребра (вторая вершина приклееного ребра —

краевая точка).
Тогда будем говорить, что граф Γ̂ получен из графа Γ прямым гомологическим преобразовани-

ем, а граф Γ получен из Γ̂ обратным гомологическим преобразованием.
Если граф Γ̃ получен из графа Γ через конечную последовательность прямых и обратных гомо-

логических преобразований, то графы Γ и Γ̃ называются гомологичными.
Очевидно, что гомологические преобразования сохраняют количества вершин и ребер графа.

1.7.2. Редукции сборок. Помимо соотношений (1.7.3) и (1.7.4), при описании раскладов стаци-
онарных точек бывают весьма полезными редукции к функции меньшего количества переменных
(в случаях, например, четности по одной из переменных) или к функциям на сфере.

Ограничимся рассмотрением трехмерных сборок.
Редукция на сферу представляет собой введение сферических координат ξ = r·s, r ≥ 0, ‖s‖ = 1,

и представление W в форме

Ws(r) = γ0(s)r4 + γ1(s)r3 + γ2(s)r2 + γ3(s)r + const, (1.7.5)

где γ0(s) > 0 ∀s. Такая функция имеет не более одной точки локального максимума по радиальной
переменной и, следовательно, по всему пространству (так как любая точка локального максимума
обязана быть точкой локального максимума и по радиальной переменной). Представлением (1.7.5)
особенно удобно пользоваться в случае четности W .

Если W четно зависит от третьей переменной, то

W = ξ4
3 + W2(ξ1, ξ2)ξ2

3 + W0(ξ1, ξ2).

Пусть второй коэффициент последнего разложения положителен:

inf W2 > 0. (1.7.6)

Тогда исследование критических точек W сводится к исследованию критических точек функции

W0(ξ1, ξ2) = inf
ξ3

W (ξ1, ξ2, ξ3). (1.7.7)

После локальной нормализующей замены переменных (см. в [7] нормальную форму особенно-
сти X9) получим функцию W0 в виде

ξ4
1 + ξ4

2 + aξ2
1ξ

2
2 +

∑

i,j≤2

λijξ
i
1ξ

j
2, a > −2, a 6= 2

(нормальная форма возмущенной двумерной сборки).
Гладкое параметрическое возмущение Rδ, R0 = 0, гладкой функции W будем называть регу-

лярным, если возмущенная функция W +Rδ имеет в наблюдаемой области изменения переменных
лишь морсовские критические точки.

Теорема 1.7.1. При регулярных возмущениях гладкой функции в окрестности особой точки
типа двумерной сборки появляются те и только те bif-расклады критических точек, которые
приведены в следующей таблице:

{2, 1, 0}, {3, 2, 0}, {4, 3, 0}, {5, 4, 0}, {1, 1, 1}, {2, 2, 1}, {3, 3, 1}, {4, 4, 1}.
Этим раскладам соответствуют следующие изображающие графы (собранные в классы

гомологичных), указанные на рис. 1.7.1, где стрелками указаны переходы, соответствующие
гомологическим преобразованиям.
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РИС. 1.7.1.

В этих раскладах заметно влияние примыкающей к двумерной сборке одномерной min-особен-
ности A7 (см. [7]), которую можно получить в нуле с парой ненулевых морсовских стационарных
точек на оси 0ξ2 или без нее, рассмотрев следующую деформацию двумерной сборки:

(ξ2
1 + εξ2)2 + ξ4

2 + a(ξ2
1 + εξ2)ξ2

2 = ξ4
1 + ξ4

2 + aξ2
1ξ

2
2 + 2εξ2

1ξ2 + aεξ3
2 + ε2ξ2

2 . (1.7.8)

Наличие или отсутствие пары дополнительных стационарных точек зависит от выбора значения
параметра a. При одних значениях получается пара «седло — минимум», а при других — «седло —
максимум». Посредством деформации (1.7.8) легко установить существование всех указанных в
теореме раскладов. Отсутствие других раскладов вытекает из того, что сумма p + q + r нечетна и
ограничена числом 9, а также из того, что выполнено соотношение p− q + r = 1. Эти соотношения
вытекают из равенства кратности особенности двумерной сборки девяти и равенства единице
топологического индекса нуля градиента функции x4 + y4 + ax2y2 при a > −2.

Замечание 1.7.1. Нетрудно заметить, что в случае четных возмущений двумерных сборок по-
являются лишь следующие расклады:

{2, 1, 0}, {4, 3, 0}, {2, 2, 1}, {4, 4, 1}.
Все рассмотренные случаи удобно иллюстрировать сепаратрисными линиями уровня при усло-

вии, что управляющие параметры принадлежат минимальному страту множества Максвелла
[7, 110] (все седла на одном уровне), см. рис. 1.7.2.

Отметим, что вторичная, третичная и последующие бифуркации связаны со следующей диа-
граммой перестроек раскладов стационарных точек:

{2, 1, 0} −→ {3, 2, 0} −→ {4, 3, 0} −→ {5, 4, 0}
↘ ↘ ↘

{1, 1, 1} −→ {2, 2, 1} −→ {3, 3, 1} −→ {4, 4, 1} .
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РИС. 1.7.2.

Если условие (1.7.6) не выполнено, то пространство переменных ξ1, ξ2, ξ3 разбивается на две
области O1 = {(ξ1, ξ2, ξ3) : W2(ξ1, ξ2) > 0} и O2 = {(ξ1, ξ2, ξ3) : W2(ξ1, ξ2) < 0}. В первой из них
исследование W сводится к исследованию функции W0 (см. 1.7.7), а во второй — к исследованию
следующей пары функций:

U1(ξ1, ξ2) := sup
ξ3

W (ξ1, ξ2, ξ3) = W0(ξ1, ξ2), (1.7.9)

U2(ξ1, ξ2) := inf
ξ3

W (ξ1, ξ2, ξ3) = W0(ξ1, ξ2)− 1
2
W2(ξ1, ξ2)2. (1.7.10)

Редукция к U2 сохраняет индексы Морса критических точек, а редукция к U1 уменьшает все
значения индекса Морса на единицу.

В дополнение к формулам (1.7.3) и (1.7.4) запишем следующие разложения для общего количе-
ства l критических точек:

l0 + l1 + l2 + 1 = l (1.7.11)

— при наличии локального максимума,

l0 + l1 + l2 = l (1.7.12)

— при отсутствии локального максимума.
В первом случае изображающий клеточный комплекс содержит трехмерную клетку (соответ-

ствующую точке максимума).
Из формул (1.7.3), (1.7.4), (1.7.11) и (1.7.12) следует, что число ребер комплекса (число седловых

точек индекса единица) однозначно определяется полным количеством всех стационарных точек:

l1 =
l − 3

2
или l1 =

l − 1
2

.

Всевозможным раскладам бифурцирующих критических точек, полученным возмущениями
трехмерных сборок, соответствует несколько сотен изображающих комлексов. Если ограничить-
ся рассмотрением сборок и их возмущений с симметрией параллелепипеда (т. е. четных по
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каждой переменной), то получится не более пятидесяти изображающих комплексов [44]. Пол-
ного списка изображающих комплексов для трехмерных сборок в настоящее время нет. Одна-
ко созданные в последнее время новые геометрические подходы к исследованию bif-раскладов
(см. [58–62, 128–131, 168]) вполне обнадеживают и создают впечатление реальности создания эф-
фективных алгоритмов перечисления bif-раскладов.

При построении конкретных реализаций допустимых bif-раскладов весьма полезную роль вы-
полняют так называемые квазиинвариантные подмногообразия, которые во многих случаях можно
задавать как образы нелокально определенных маргинальных отображений.

Дадим точное определение [128]. Пусть W — гладкая функция на гладком многообразии (без
края) N . Гладкое подмногообразие K (без края) в N называется квазиинвариантным для W ,
если существует такая гладкая ретракция p : O(K) −→ K, где O(K) — окрестность K в N , что
каждая точка a ∈ K является морсовской критической точкой для сужения W |p−1(a).

Если K — квазиинвариантное подмногообразие в N , то, очевидно, найдется такая окрест-
ность O(K) подмногообразия K в N , что четверка (Õ(K),K,Rq, p) является гладким локаль-
но тривиальным расслоением с базой K, стандартным слоем Rq и проекцией p : O(K) −→ K,
q = dimN − dimK.

Таким образом, подмногообразие K является квазиинвариантным, если некоторая его окрест-
ность в N гладко расслаивается над K и каждая точка a ∈ K является морсовской критической
точкой для сужения W |p−1(a), где p — проекция расслоения.

Для всех точек связного морсовского квазиинвариантного подмногообразия K индекс Морса
W |p−1(a) будет постоянным (в силу локальной устойчивости индекса Морса), и это постоянное
значение называется индексом Морса квазиинвариантного подмногообразия K.

В [131] получено следующее утверждение о критических точках возмущенной G-инвариантной
функции (G — компактная группа Ли): если L — морсовская критическая орбита функции Wλ

при λ = 0, то при достаточно малых λ вблизи L существует квазиинвариантное подмного-
образие Lλ функции Wλ, диффеоморфное L.

Пусть W̃λ = Wλ|Lλ
и ϕλ : L −→ Lλ — диффеоморфизм. Тогда Ŵλ(ξ) = W̃λ(ϕλ(ξ)) — ключевая

функция (ξ ∈ L). Если ξ0 ∈ L — критическая точка Ŵλ, то ϕλ(ξ0) ∈ Lλ — критическая точка Wλ,
поэтому поиск экстремалей Wε вблизи L сводится к исследованию Ŵλ(ξ).

Для функции Ŵλ(ξ) имеет место следующее представление: Ŵλ(ξ) = Ŵ0+
∑q

i=1 λiW̃i(ξ)+o(|λ|),
где Ŵ0 = W0|L = const, W̃i = ∂W

∂λi
(·, 0)|L, ξ ∈ L, λ ∈ Rq.

Справедливо также следующее утверждение [131]: если a0 ∈ L — морсовская критическая
точка индекса l функции

W̃ (ξ, σ0) =
q∑

i=1

σ0
iW̃i(ξ),

σ0 ∈ Rq\{0}, ξ ∈ L, то при всех достаточно малых δ ∈ R функция Wδσ0 имеет морсовскую
критическую индекса l точку

a(δ) = a0 + O(δ) ∈ Lδσ0 .

Большинство из ранее перечисленных раскладов можно трактовать как результат ответвления
от критических орбит после разрушения непрерывных симметрий. Соответствующая ключевая
функция наследует эту симметрию. Во многих случаях ее анализ сводится к анализу функции W
двух ключевых параметров, представимой в виде W∗(ξ) + λ3ξ

3
2 где

W∗(ξ) = W (4)(ξ) + λ1ξ
2
1 + λ2ξ

2
2 ,

W (4)(ξ) = ξ4
1 + ξ4

2 + 2aξ2
1ξ

2
2 , a2 6= 0.

При a = 1 полином W (4) приобретает круговую симметрию — инвариантность относительно стан-
дартного действия на плоскости SO(2) × R2 −→ R2 группы вращений плоскости, а при a = −1
полином W (4) приобретает гиперболическую симметрию — инвариантность относительно действия
на плоскости группы гиперболических вращений плоскости, задаваемых матрицами(

ch(t) sh(t)
sh(t) ch(t)

)
.
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Полиному W отвечают bif-расклады, изображенные графами на рис. 1.7.3.

РИС. 1.7.3.

Расклады, изображенные на рис. 1.7.3, легко получить через разрушение критических орбит
посредством следующих деформаций:

(ξ2
1 + ξ2

2)
2 + λ(ξ2

1 + ξ2
2) + δ1ξ

2
1 + δ2ξ

2
2 + δ3ξ

3
2 + εξ2

1ξ
2
2

(разрушение круговой симметрии) и

(ξ2
1 − ξ2

2)
2 + λ(ξ2

1 − ξ2
2) + δ1ξ

2
1 + δ2ξ

2
2 + δ3ξ

3
2 + εξ2

1ξ
2
2

(разрушение гиперболической симметрии).
Аналогичные деформации непрерывно симметричных трехмерных квартичных полиномов дают

обширный набор изображающих клеточных комплексов. Например, деформация

(ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3)

2 + λ(ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3) + ε(ξ2

1ξ
2
2 + ξ2

1ξ
2
3 + ξ2

2ξ
2
3)

дает максимальные bif-расклады с графами, изображенными на рис. 1.7.4, а деформация

(ξ2
1 ± ξ2

2)
2 + ξ4

3 + λ1(ξ2
1 ± ξ2

2) + δ1ξ
2
1 + δ2ξ

2
2 + δ3ξ

3
2 + λ2(ξ2

1 ± ξ2
2)ξ

2
3 + ε1ξ

2
1ξ

2
2 + ε2ξ

2
1ξ

2
3 + ε3ξ

2
2ξ

2
3

приводит к паре комплексов, изображенных на рис. 1.7.5 и отличающихся от предыдущих лишь
расположением вершин (точек минимума) относительно координатных осей и плоскостей (что
важно для определения тех мод бифуркаций, которые «формируют» изучаемую экстремаль), а
также к тройке комплексов, изображенных на рис. 1.7.6.

1.7.3. Некоторые общие утверждения о бифуркации экстремалей из точки минимума с
особенностью сборки. Прикладной интерес представляют вопросы, связанные с раскладами би-
фурцирующих морсовских критических точек при возмущениях квартичной формы кубическими
и квадратичными мономами.



28 ГЛАВА 1. ПОНИЖЕНИЕ РАЗМЕРНОСТИ В КОНЕЧНОМЕРНЫХ ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧАХ

РИС. 1.7.4.

Пусть гладкая функция W на Rn принимает локально минимальное значение в точке a и имеет
в этой точке особенность m-мерной сборки, т. е. в некоторой локальной системе координат с
центром в точке a функция W представима в виде (1.7.1).

Можно предположить без ограничения общности, что m = n.
Пусть x = rs, s ∈ Sm−1 (единичной сфере), r ∈ R+. Тогда получаем

W (4)(x) = fs(r) = γ0r
4 + γ1r

3 + γ2r
2, (1.7.13)

γ0 = W (4)(s), γ1 = W (3)(s), γ2 = W (2)(s).

Ненулевые точки, стационарные по радиальной переменной для функции (1.7.13), задаются квад-
ратичным уравнением

r2 +
3γ1

4γ0
r +

γ2

2γ0
= 0

и, следовательно, представляются в виде

−3γ1

8γ0
±

√(
3γ1

8γ0

)2

− γ2

2γ0
.

Таким образом, при γ2 < 0 имеется единственная ненулевая точка, стационарная по радиальной
переменной, а при

0 <
γ2

2γ0
<

(
3γ1

8γ0

)2

, γ1 < 0

существует пара ненулевых точек, стационарных по r.
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РИС. 1.7.5.

РИС. 1.7.6.

При

γ2

2γ0
>

(
3γ1

8γ0

)2

и при

0 <
γ2

2γ0
<

(
3γ1

8γ0

)2

, γ1 > 0

ненулевые точки, стационарные по r, отсутствуют.
Из полученных соотношений вытекает, в частности, что возмущения положительной квартичной

формы W (4)(x), x ∈ Rn, кубическими и квадратичными полиномами приводят к рождению не более
одной точки локального максимума.
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Если квадратичная часть возмущения отрицательно определена (начало координат — точка ло-
кального максимума), то найдется гладкое подмногообразие M , диффеоморфное (n − 1)-мерной
сфере, на котором находятся все ненулевые критические точки возмущенной квартичной формы.
Причем эти точки и только они являются экстремалями сужения возмущенной квартичной формы
на M. Значения индекса Морса во всех критических точках после сужения сохраняются. Подмно-
гообразие M является образом маргинального отображения ϕ при редукции на сферу:

W̃ (s) := inf
r

W̃ (r · s), s ∈ Sn−1, (1.7.14)

т. е. является квазиинвариантным.
В случае отсутствия кубической части (четного возмущения) подмногообразие M централь-

но симметрично, а отображение ϕ эквивариантно относительно антиподального преобразования
(преобразования центральной симметрии). Следовательно, ключевая функция (1.7.14) четна (инва-
риантна относительно антиподального преобразования). Если l — количество критических точек
на сфере для функции (1.7.14), полученной возмущением положительной квартичной формы отри-
цательной квадратичной формой, и если все критические точки являются при этом морсовскими,
то

l = 3n − 1 (mod 4). (1.7.15)

Доказательство этой формулы проводится с использованием схемы, описанной выше.
Критические точки функции (1.7.14) отождествляются с ненулевыми критическими точками в

Rn для функции W (4)(x)−(Ax, x), где A — положительная симметричная матрица, W (4)(x) — поло-
жительная квартичная форма. Заметим сначала, что для каждой комплексной критической точки
a функции W (4)(x) − (Ax, x) (с любой матрицей A) комплексно сопряженная точка ā также ста-
ционарна, а точка ia (i — мнимая единица) является критической для функции W (4)(x) + (Ax, x).
Рассмотрим в комплексном пространстве Cn подмножество K, состоящее из ненулевых крити-
ческих точек (комплексных и вещественных) функции W (4)(z) − (Az, z) (все экстремали пред-
полагаются невырожденными). В него входит (3n − 1) точек [7], оно инвариантно относительно
антиподального преобразования и преобразования комплексного сопряжения. Легко увидеть, что
в случае положительной матрицы A множество K не содержит мнимых точек (полученных умно-
жением вещественных векторов на мнимую единицу). В случае же произвольной невырожденной
симметричной матрицы A множество K содержит мнимые точки, полученные умножением на i
вещественных стационарных точек функции W (4)(x) + (Ax, x). Если точка a ∈ K не является ве-
щественной или мнимой, то вместе с ней в K входят точки −a, ā, −ā. Следовательно, количество
точек K, не являющихся вещественными или мнимыми, кратно четырем. Отсюда вытекает (1.7.15).

Фактически доказано следующее более общее утверждение [58].

Теорема 1.7.2. Если l и l∗ — количества критических точек положительной квартичной
формы W (4)(x) на вещественных невырожденных поверхностях второго порядка (Ax, x) = 1 и
(Ax, x) = −1 в Rn и если все они являются морсовскими, то

l + l∗ = 3n − 1 (mod 4). (1.7.16)

В случае положительной матрицы A имеем l∗ = 0, и формула (1.7.16) в этом случае превращается
в формулу (1.7.15).

В многомерном случае также можно рассматривать bif-расклады {l0, l1, . . . , ln}, отвечающие
малым возмущениям, вызывающим распадение особых экстремалей на l =

∑
lj морсовских стаци-

онарных точек, lj — количество стационарных точек с индексом Морса, равным j.

Теорема 1.7.3. Пусть форма W (4) на Rn положительна: W (4)(x) > 0 ∀x 6= 0, и пусть
{l0, l1, . . . , ln} — bif-расклад, реализованный возмущением W (4) некоторыми кубическими и
квадратичными формами. Тогда этот же набор {l0, l1, . . . , ln} реализуется как bif-расклад
особенности любой функции W , квартичная часть тейлоровского разложения в нуле которой
равна W (4).

Доказательство. Если заданный расклад бифурцирующих точек для W (4) реализован возмуще-
нием W (4) + W (3) + W (2), то при достаточно малом ε функция W + εW (3) + ε2W (2) реализует тот
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же расклад. Для доказательства данного утверждения достаточно рассмотреть функцию

U(x, ε) := ε−4(W (εy) + εW (3)(εy) + ε2W (2)(εy)) =

= W (4)(y) + W (3)(y) + W (2)(y) + O(ε).

Функция U(y, 0) совпадает с рассмотренной ранее возмущенной квартичной формой и, следо-
вательно, имеет l стационарных точек заданного расклада. Поскольку все стационарные точки
являются морсовскими, то их количество и распределение по (морсовским) типам сохранится при
малых ε. После перехода к старым переменным x = εy эти точки перейдут с сохранением индексов
Морса в стационарные точки функции W + εW (3) + ε2W (2).

Теорема 1.7.4. Для любого bif-расклада {l0, l1, . . . , ln} в точке минимума с особенностью
сборки выполняется соотношение ln ≤ 1 (т. е. при распадении min-особенности сборки появ-
ляется не более одной точки локального максимума).

Доказательство. Предположим, что имеется расклад, для которого ln ≥ 2. Из теории нормаль-
ных форм ростков гладких функций [7] вытекает, что существует гладкая однопараметрическая
деформация рассматриваемой функции в виде полинома (в некоторой системе координат), гладко
зависящего от параметра,

∑

k1,...,kn

ak1,...,kn(ε)xk1
1 · · · · · xkn

n , kj ≤ 2

(ε — скалярный параметр), у которого при всех ε в фиксированной окрестности нуля существует
ровно l =

∑
lj стационарных точек с раскладом {l0, l1, . . . , ln} и эти точки стремятся к нулю при

ε → 0. Без ущерба для общности рассуждения можно преполагать, что начало координат при
всех ε является точкой локального максимума. Выразим переменную x в рассмотренном полиноме
через радиальную и сферическую переменные (1.7.13): x = r ·s, r ≥ 0, ‖s‖ = 1. Получим функцию

fs,ε(r) = γ0(s, ε)r4 + γ1(s, ε)r3 + γ2(s, ε)r2 + O(r5), (1.7.17)

для которой γ0, γ2 > 0 при всех s, ε > 0 и γ1 = γ2 = 0 при ε = 0. Такая функция имеет при малых ε
только одну точку локального максимума и эта точка находится в начале координат. Так как точка
локального максимума обязана быть точкой локального максимума и по радиальной переменной, то
получаем противоречие с предположением о существовании второй точки локального максимума.

ГЛАВА 2

КОНЕЧНОМЕРНЫЕ РЕДУКЦИИ

ФРЕДГОЛЬМОВЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

2.1. НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ

2.1.1. Фредгольмовы функционалы. Пусть E, F — вещественные линейные банаховы простран-
ства. Линейный непрерывный оператор A : E −→ F называется фредгольмовым [76,104,174], если
пространства KerA и CokerA = F/ Im A конечномерны. Число

indA = dim KerA− dimCokerA

называется (фредгольмовым) индексом оператора A. Из определения следует, что образ A за-
мкнут в F и A изоморфно отображает на ImA любое подпространство, прямо дополняющее KerA
в E. Для фредгольмовых операторов A1 : E1 −→ E2 и A2 : E2 −→ E3 справедлива формула
сложения индексов

indA2A1 = ind A1 + indA2,

из которой мгновенно вытекает следующий результат.
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Лемма 2.1.1. Пусть E0, F0 — подпространства конечной коразмерности в банаховых про-
странствах E и F соответственно, j : E0 −→ E — отображение вложения, π : F −→ F0 —
проекция, A : E −→ F — фредгольмов оператор. Тогда оператор A0 : E0 −→ F0, A0 = π A j,
является фредгольмовым с индексом

indA0 = indA− codimE E0 + codimF F0.

Гладкое отображение f : U −→ F , где U — область банахова пространства E, называется фред-
гольмовым, если ∀ x ∈ U производная Фреше f ′(x) является фредгольмовым оператором E −→ F .
Индекс нелинейного фредгольмова отображения, заданного на связной области, может быть опре-
делен как индекс производной в произвольной точке области (поскольку множество Φn(E, F )
фредгольмовых операторов индекса n открыто в пространстве L(E, F ) и, следовательно, индекс
локально устойчив [76]).

Функционал V ∈ C∞(U), U ⊂ E, назовем фредгольмовым, если:
1) существуют банахово пространство F и гильбертово пространство H, такие, что вложения

E ⊂ F ⊂ H непрерывны и E плотно в H;
2) существует фредгольмово отображение f : U → F индекса 0, для которого

〈f(x), h〉H ≡ ∂V

∂x
(x)h x ∈ U , h ∈ E. (2.1.1)

Отображение f называется градиентом функционала V , а V — потенциалом отображения f .
Будем говорить также, что функционал V обладает градиентной реализацией в тройке про-
странств {E, F,H}. Примем обозначения:

f = gradH V = ∇HV = ∇V,

∂f

∂x
(x) = ∇2

HV (x) = ∇2V (x)

(линейный оператор ∇2V (x) : E → F назовем вторым кодифференциалом функционала V в
точке x).

Легко видеть, что множество критических точек фредгольмова функционала V совпадает с
множеством решений уравнения

f(x) = 0. (2.1.2)

В самом деле, критическая точка (экстремаль) a функционала V определяется условием
∂V

/
∂x(a) = 0, которое в силу (2.1.1) равносильно условию f(a) ∈ E⊥ (ортогональное дополнение

в метрике пространства H), но так как E⊥ = {0} ввиду плотности E в H, то f(a) = 0.
Уравнение (2.1.2), записываемое иначе в виде

gradH V (x) = 0, (2.1.3)

известно как уравнение Эйлера—Лагранжа экстремалей функционала V (x).
Пусть теперь на банаховом пространстве E задано семейство гладких функционалов V (·, λ),

гладко зависящее от параметра λ ∈ Λ, где Λ — область банахова (обычно конечномерного) про-
странства. Семейство V (и любой принадлежащий ему функционал) называется фредгольмовым,
если для любого λ ∈ Λ функционал V (·, λ) имеет фредгольмов градиент f(·, λ), и при этом отоб-
ражение f гладко по совокупности переменных (x, λ).

Для семейства гладких фредгольмовых функционалов естественным образом определяется по-
нятие бифуркации экстремалей и бифуркационного значения λ = λ0, как такого значения, при
котором в любой окрестности изолированной критической точки a функционала V (·, λ0) теряет-
ся единственность экстремали (единственность решения уравнения f(x, λ) = 0) при (некоторых)
сколь угодно близких к λ0 значениях параметра λ. Пара (a, λ0) при этом называется точкой
бифуркации.

Необходимым условием того, что пара (a, λ0) будет точкой бифуркации для V (x, λ), является
вырожденность второго кодифференциала ∇2V (·, λ0) в точке a (в силу теоремы о неявной функ-
ции).

Все сказанное переносится почти без изменений на случай функционала V , определенного на
аффинном банаховом пространстве E (с условием плотности в H касательного пространтсва T (E)).
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2.1.2. Регулярные экстремали. Если V — гладкий функционал на аффинном банаховом про-
странстве E и x0 ∈ E — его критическая точка, т. е. ∂V

/
∂x (x0) = 0, то для определения понятия

регулярности (невырожденности) критической точки можно по аналогии с конечномерным слу-
чаем использовать условие алгебраической невырожденности квадратичной формы ∂2V/∂x2 (x0)
на T (E):

Ker
∂2V

∂x2
(x0) = {0}. (2.1.4)

Однако это условие не гарантирует обратимости оператора ∂2V/∂x2 (x0) : T (E) → T ∗(E) (он
может оказаться, например, компактным [13, 192]). Поэтому многие теоремы конечномерного ана-
лиза в банаховом бесконечномерном случае неверны. В частности, положительность квадратичной
формы второй производной

∂2V

∂x2
(x0)(h, h) > 0 ∀ h ∈ T (E)\{0} (2.1.5)

не означает, что точка x0 доставляет функционалу V локальный минимум, как показывает следу-
ющий пример (примеры, построенные на основе близких идей, можно найти в [35, с. 44] и [192]).
Функционал

V (x) =

1∫

0

(x2 − ẋ4)dt (2.1.6)

является, очевидно, гладким на E := C1([0, 1],R). Его квадратичная часть положительна, однако
для последовательности

xk =
2√

3 π2k2
sin(πkt),

сходящейся в E к нулю, имеем V (xk) = 0. Если {εk}— сходящаяся к нулю последовательность
положительных чисел, то

x̃k =
(

2√
3π2k2

+ εk

)
sin(πkt) → 0

в E и при этом

V (xk) < 0 ∀k,

т. е. в нулевой точке функционал V не принимает минимальное значение. Отсюда следует, в
частности, что для V не выполнено утверждение леммы Морса о локальной эквивалентности
функционала своей квадратичной части. Далее, добавляя сколь угодно малое вместе со всеми
производными до второго порядка слагаемое, можно изменить индекс Морса нулевой критической
точки (исходно равный нулю) или сделать ее вырожденной.

Для гладкого семейства функционалов

V (x, λ) =

1∫

0

(x2 − λẋ2 − ẋ4)dt (2.1.7)

нуль является критической точкой бесконечного индекса при любом λ > 0 (квадратичная форма

1∫

0

(x2 − λẋ2)dt

отрицательна на линейной оболочке функций sin(πlt), l ≥ k, при λ > (πk)−2, а при λ = (πk)−2

она вырождена).
В следующих разделах мы предполагаем, что функционал V имеет фредгольмов градиент ин-

декса нуль относительно тройки пространств {E,F, H}.
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2.1.3. Лемма Морса для фредгольмова функционала.

Теорема 2.1.1 (лемма Морса). Пусть V — фредгольмов функционал с градиентной реализа-
цией в тройке пространств {E,F, H} и x0 ∈ E — невырожденная критическая точка V . Тогда
существует такой диффеоморфизм ϕ : (U , x0) −→ (O, 0), где U и O— некоторые окрестности
соответственно точки x0 и нуля в E, что

V (x) = V (x0) +
1
2
〈∇2V (x0)y, y〉, y = ϕ(x), x ∈ U

(〈·, ·〉— скалярное произведение в H).

Доказательство. Будем считать, не ограничивая этим общности, что x0 = 0 и V (0) = 0. Применяя
стандартную конструкцию из доказательства леммы Адамара (леммы 1.3.1), положим

A(x) =

1∫

0

s

1∫

0

∇2V (tsx)dt ds.

Из условия гладкости градиента следует, что A — гладкое отображение из E в L(E, F ). Оче-
видно, A(0) = 1/2∇2V (0), и при x, близких к 0, A(x) — симметричный относительно скалярного
произведения 〈·, ·〉 оператор. Если функционал V определен на окрестности нуля, то A определен
по крайней мере на некотором шаре с центром в нуле, лежащем внутри этой окрестности.

Равенство

V (x) = 〈A(x)x, x〉
перепишем в виде

V (x) = 〈A(0)S(x)x, x〉,
где S(x) := A−1(0)A(x) — гладко зависящее от x (по построению) на окрестности нуля семейство
изоморфизмов E → E, причем S(0) = IdE . Положим

Q(x) =
∞∑

n=o

cn(S(x)− IdE)n, (2.1.8)

где cn — коэффициенты разложения Тейлора

√
1 + t =

∞∑

n=0

cntn.

Этот ряд сходится при −1 < t < 1; следовательно, Q гладко зависит от x в метрике пространства E
на окрестности нуля. Кроме того, Q2(x) = S(x). Из условия

〈A(0)S(x)u, v〉 = 〈A(0)u, S(x)v〉 ∀ u, v ∈ E

(в самом деле, 〈A(0)S(x)u, v〉 = 〈A(x)u, v〉 = 〈u,A(x)v〉 = 〈u,A(0)S(x)v〉 = 〈A(0)u, S(x)v〉) и
представления Q(x) в виде ряда (2.1.8) следует, что

〈A(0)Q(x)u, v〉 = 〈A(0)u, Q(x)v〉 ∀ u, v ∈ E.

Таким образом,

V (x) = 〈A(0)S(x)x, x〉 = 〈A(0)Q2(x)x, x〉 = 〈A(0)Q(x)x,Q(x)x〉
для x, близких к 0.

Положив ϕ(x) = Q(x)x, получим искомый локальный диффеоморфизм.

Библиография работ, содержащих различные обобщения леммы Морса на бесконечномерный слу-
чай, имеется в [14].
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2.1.4. Устойчивость регулярной экстремали. Напомним сначала один известный факт функ-
ционального анализа [85].

Теорема 2.1.2. Пусть банахово пространство E непрерывно вложено в гильбертово про-
странство H. Тогда всякий изоморфизм A : E −→ E, симметричный относительно скалярного
произведения пространства H, допускает непрерывное продолжение на H, причем

‖A‖H ≤ ‖A‖E .

Отсюда следует, в частности, что если A(λ) : E −→ E — непрерывно зависящее от параметра
λ семейство симметричных изоморфизмов, то и семейство продолженных изоморфизмов будет
непрерывным (теорема 2.1.2 дает и оценку нормы разности A(λ)−A(λ′) в H через норму в E).

Теорема 2.1.3. Пусть E, F — банаховы пространства, H — гильбертово пространство, E ⊂
F ⊂ H — непрерывные вложения и E плотно в H. Пусть A(λ) : E −→ F — непрерывное отно-
сительно λ ∈ Λ (Λ — область некоторого банахова пространства) семейство симметричных
относительно скалярного произведения 〈·, ·〉 пространства H изоморфизмов, такое, что

〈A(0)x, x〉 > 0 ∀ x ∈ E.

Тогда
〈A(λ)x, x〉 > 0 ∀ x ∈ E

для всех λ, достаточно близких к 0.

Доказательство. Обозначим через H0 гильбертово пространство, полученное из пространства E
замыканием по норме, порожденной скалярным произведением [x, y] = 〈A(0)x, y〉. Положим

S(λ) = A(0)−1A(λ);

по построению, S(λ) : E −→ E — непрерывное семейство изоморфизмов, такое, что S(0) = IdE .
При любом λ оператор S(λ) симметричен относительно скалярного произведения [·, ·]; в самом
деле,

[S(λ)x, y] = 〈A(0)S(λ)x, y〉 = 〈A(λ)x, y〉 = 〈x, A(λ)y〉 =

= 〈x,A(0)S(λ)y〉 = 〈A(0)x, S(λ)y〉 = [x, S(λ)y].
Следовательно, семейство S(λ) продолжается до непрерывного семейства изоморфизмов на H0.
Имеем

〈A(λ)x, x〉 = 〈A(0)S(λ)x, x〉 = [S(λ)x, x],
из чего, в силу непрерывной зависимости S(λ) от λ и условия S(0) = IdE , следует утверждение
теоремы.

Теорема 2.1.4. Пусть V (·, λ) — гладкое семейство фредгольмовых функционалов с гради-
ентными реализациями в тройке пространств {E,F, H}, такое, что функционал V (·, 0) имеет
при x = x0 невырожденную критическую точку с индексом Морса, равным n. Тогда существу-
ет гладкое отображение α : Λ̃ −→ E, определенное на окрестности Λ̃ точки 0, такое, что
α(0) = x0 и α(λ) — невырожденная критическая точка функционала V (·, λ) морсовского ин-
декса n ∀ λ ∈ Λ̃.

Доказательство. Для простоты будем считать, что x0 = 0. Критическая точка функционала
V (·, λ) определяется из уравнения ∇V (x, λ) = 0; поскольку ∇2V (0, 0) — изоморфизм, существо-
вание гладкой ветви решений α(λ) следует из теоремы о неявной функции.

Рассмотрим семейство операторов

A(λ) = ∇2V (α(λ), λ) : E → F.

Из условия теоремы следует (см. [9]), что часть спектра оператора A(0), лежащая левее нуля, со-
стоит из n собственных значений с учетом кратности. Пусть En — соответствующее инвариантное
для A(0) подпространство; тогда при λ, близких к 0, квадратичная форма 〈A(λ)·, ·〉 отрицательно
определена на En. Семейство операторов

πA(λ)|(En)⊥∩E : (En)⊥ ∩ E −→ (En)⊥ ∩ F
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(здесь π : F −→ (En)⊥ ∩ F — проекция вдоль En) удовлетворяет условию теоремы 2.1.3 в тройке

{(En)⊥ ∩ E, (En)⊥ ∩ F, (En)⊥}.
Следовательно, квадратичная форма 〈A(λ)·, ·〉 положительно определена на (En)⊥ ∩ E при доста-
точно малых λ. Отсюда следует утверждение теоремы.

2.1.5. Нелокальная схема Ляпунова—Шмидта. Пусть f : E −→ F — гладкое фредгольмово
нулевого индекса отображение банаховых пространств. Пусть f собственно (прообраз f−1(K)
компактен для каждого компакта K ⊂ F ) и потенциально:

〈f(x), h〉 ≡ ∂V

∂x
(x)h, (2.1.9)

где V — гладкий функционал на E (потенциал отображения f), обладающий градиентной реали-
зацией в тройке пространств {E, F,H}, f = grad V .

Если выполнено условие положительности (монотонности)〈
∂f

∂x
(x)h, h

〉
> 0 ∀(x, h) ∈ E × (E \ 0), (2.1.10)

то уравнение
f(x) = 0 (2.1.11)

однозначно разрешимо. Это верно в силу теоремы Банаха—Мазура—Каччиополи [24, 161, 183].
Очевидно, что решение этого уравнения является и точкой глобального минимума V на E.

Если условие (2.1.10) заменить более слабым условием〈
∂f

∂x
(x)h, h

〉
> 0 ∀(x, h) ∈ E × (Ẽ \ 0), (2.1.12)

где Ẽ = E ∩ N⊥, N = span(e1, . . . , en), N⊥ — ортогональное дополнение к N в H, e1, . . . , en —
некоторая ортонормированная в H система векторов в E, то можно определить (нелокально)
ключевую функцию

W (ξ) := inf
x:〈x,ej〉=ξj ∀j

V (x), ξ = (ξ1, . . . , ξn)>, (2.1.13)

«отвечающую» за поведение функционала V . Условие собственности f можно ослабить, заменив
его условием собственности при каждом ξ отображения

f̃(·, ξ) : Ẽ −→ F̃ , (2.1.14)

где
F̃ = F ∩N⊥,

f̃(v, ξ) := f(l(ξ) + v)−
n∑

j=1

〈ej , f(l(ξ) + v)〉ej , l(ξ) =
n∑

j=1

ξjej .

При выполнении условий (2.1.12) и (2.1.14) уравнение

f̃(h, ξ) = 0 (2.1.15)

однозначно разрешимо при всех ξ и его решение h(ξ) гладко зависит от ξ — по теореме о неявной
функции. Из (2.1.12) следует, что

W (ξ) ≡ V (l(ξ) + h(ξ)). (2.1.16)

Переход от V к W , определенной соотношением (2.1.13) (или (2.1.16)), аналогичен редукции Пу-
анкаре в конечномерном случае.

Первые реализации идеи конечномерной редукции принадлежат А. М. Ляпунову и Э. Шмид-
ту [92, 189]. Правда, вместо функции (2.1.16) они рассматривали так называемое уравнение раз-
ветвления1

θ(ξ) = 0, ξ ∈ Rn, (2.1.17)

1Такое определение уравнения разветвления дал А. М. Ляпунов. Определение, данное Э. Шмидтом, выглядит
несколько иначе, но приводит к эквивалентному уравнению [84].
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в котором

θ(ξ) = (θ1(ξ), . . . , θn(ξ))>, θj(ξ) = 〈f(l(ξ) + h(ξ)), ej〉.
Легко увидеть, что

θ(ξ) = gradW (ξ).

Подходы А. М. Ляпунова и Э. Шмидта получили дальнейшее развитие в работах многих ма-
тематиков, что впоследствии привело к созданию общей теории ветвления решений нелинейных
уравнений [11,30,84]. Вариационная версия начала развиваться лишь в семидесятые годы прошед-
шего столетия [69,74,83, 140, 179, 180].

Следует отметить, что развитие упомянутых подходов происходило, в основном, на уровне ло-
кальных задач — в виде схем построения так называемых малых решений, зависящих от малых па-
раметров. Потребность в условиях типа собственности отображения (2.1.14) при этом не возникала.
Нелокальное рассмотрение ключевых функций было востребовано в связи с некоторыми новыми
задачами, пришедшими из симплектической топологии [167]. В работах [17, 167] для построения
нелокальных редукций вместо условия собственности отображения (2.1.14) использовались более
частные условия, приводящие к возможности применения принципа сжатых отображений. Впер-
вые условие собственности в проблеме редукции было использовано, по-видимому, в работе [122],
в которой было сформулировано следующее утверждение.

Теорема 2.1.5. Пусть отображение (2.1.14) является собственным, и пусть при этом вы-
полнено условие положительности (2.1.12). Тогда маргинальное отображение ϕ : ξ 7→ l(ξ) +
h(ξ), где h(ξ) определено уравнением (2.1.15), устанавливает взаимно однозначное соответ-
ствие между критическими точками ключевой функции (2.1.13) и (заданного) функционала
V . При этом локальные кольца особенностей1 соответствующих функций в точках ξ и ϕ(ξ)
изоморфны, а в соответствующих друг другу однократных критических точках имеет место
совпадение индексов Морса2.

Доказательство изоморфности локальных колец проводится стандартными приемами, разрабо-
танными в конечномерной теории особенностей гладких функций [7, 27]. Эти приемы легко пере-
носятся на бесконечномерные банаховы многообразия в случае фредгольмовых функционалов.

Доказательство остальных утверждений — дословное повторение соответствующих пунктов до-
казательств теорем 1.4.1 и 1.4.2.

Следующий шаг в развитии данной схемы — замена линейных функционалов pj ,

pj(x) = 〈x, ej〉
(см. (2.1.13)), на более сложные линейные и нелинейные, как, например, в схеме Морса—Ботта
[109, 163, 181, 182], которая рассматривается в ее естественном окружении в следующем разделе.

Замечание 2.1.1. Условие собственности отображений (2.1.14) можно заменить на любое
другое, гарантирующее существование условных экстремалей в слоях p−1(ξ), p(x) =
(p1(x), . . . , pn(x))>. Например, если пространство E рефлексивно, то достаточно потребовать ко-
эрцитивность V (наряду с выпуклостью) вдоль каждого слоя. В этих же целях можно применять
и известное условие (C) Пале—Смейла [76,79].

Замечание 2.1.2. Если на H зафиксировано ортогональное действие некоторой группы G с
условием инвариантности подпространств E, F,N = span(e1, . . . , en) и функционала V относи-
тельно этого действия, то ключевая функция (2.1.13) будет инвариантной относительно действия
G на N [149].

1Локальное кольцо особенности гладкого функционала V в критической точке a определяется как фактор кольца
ростков гладких функционалов в точке a по идеалу, порожденному функционалами вида α(f(x)), где α — произвольный
гладкий функционал, заданный на произвольной окрестности нуля в пространстве F (f = gradH V ).

2Индекс Морса в бесконечномерном случае определяется как максимальная размерность подпространства, на кото-
ром отрицательно определен второй дифференциал.
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2.1.6. Вычисление главной части ключевой функции на основе ритцевской аппроксимации.
Пусть уравнение f(x, λ) = 0 потенциально с потенциалом V (x, λ) = 0, x ∈ E, λ ∈ Rm. Пусть
O(0) — некоторая открытая окрестность нуля в E, U(0) — окрестность нуля в Rm и f(0, λ) = 0 ∀λ.
Пусть, наконец, выполнены следующие два условия:

1) на U(0) определен набор гладких нормированных в H функций {ej(λ)}n
j=1, λ ∈ U(0), из E

(ведущих мод бифуркации), таких, что

∂f

∂x
(0, λ)ej(λ) = αj(λ)ej(λ),

где {αj(λ)}n
j=1 — гладкие спектральные функции;

2) точка 0 — невырожденная критическая точка сужения V (x, 0)|L0 , где Lλ := E ∩N⊥
λ , N⊥

λ —
ортогональное дополнение в H к Nλ = span{e1(λ), . . . , en(λ)}.

Для любого x ∈ O(0) положим ξj(λ) = 〈x, ej(λ)〉, где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в H. Тогда

x =
n∑

j=1

ξj(λ)ej(λ) + v(λ), v(λ) ⊥ ej(λ) ∀j.

Аналогично

f(x, λ) =
n∑

j=1

fj(x, λ)ej(λ) + f∗(x, λ), f∗(x, λ) ⊥ ej(λ) ∀j.

Пусть L∗λ = F ∩N⊥
λ . Тогда из условия 2) следует, что f∗(·, 0) : L0 −→ L∗0 — локальный диффеомор-

физм (в некоторой окрестности O(0) точки 0 ∈ L0). Следовательно, по теореме о неявной функции
найдется такая гладкая функция u = Φ(ξ, λ), (ξ, λ) ∈ On(0) × U(0), Φ(ξ, λ) ∈ Lλ, где On(0) —
некоторая окрестность нуля в Rn, что

f∗




n∑

j=1

ξjej(λ) + Φ(ξ, λ), λ


 = 0 ∀(ξ, λ) ∈ On(0)× U(0).

Функция W (ξ, λ) = V

(
n∑

j=1
ξjej(λ) + Φ(ξ, λ), λ

)
является ключевой для функционала V (x, λ), а

ее градиент является ключевым отображением для уравнения f(x, λ) = 0.
Для исследования ключевой функции W часто достаточно ограничиться несколькими членами

разложения W в ряд Тейлора. В локальных вариационных задачах это производится при помо-
щи специальным образом подобранной ритцевской аппроксимации функционала V (x), заданной
выражением

WR(ξ) = V




n∑

j=1

ξjej


 , ξ = (ξ1, ..., ξn)>,

где {e1, ..., en}— некоторый линейно независимый набор функций из E (базис аппроксимации).
Обоснование того, что отбрасывание «тейлоровского хвоста» не изменяет топологию бифурка-

ционных диаграмм и структуру bif-раскладов, проводится на основе теорем о конечной определен-
ности ростков отображений и их деформаций [7].

Рассмотрим тейлоровское разложение потенциала V до четвертого порядка:

V (x, λ) = const +
1
2
〈A(λ)x, x〉H + V

(3)
λ (x) + V

(4)
λ (x) + o(‖x‖4),

где

A(λ) =
∂f

∂x
(0, λ),

V
(3)
λ и V

(4)
λ — однородные формы третьего и четвертого порядков на E. Пусть на H задан набор

инволюций {Jk}n
k=1, таких, что

1) Jk(E) ⊂ E, Jk(F ) ⊂ F, k = 1, . . . , n,
2) Jk(ek(λ)) = −ek(λ), Jk(ej(λ)) = ej(λ), k 6= j.
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Пусть потенциал V (·, λ) инвариантен относительно Jk:

V (Jk(x), λ) = V (x, λ), k = 1, . . . , n, ∀ x, λ. (2.1.18)

Тогда ключевая функция W (ξ, λ) четна по каждой переменной ξj и, следовательно, ее тейлоровское
разложение имеет следующий вид:

W (ξ, λ) = const+W
(2)
λ (ξ) + W

(4)
λ (ξ) + o(|ξ|5),

где W
(2)
λ и W

(4)
λ — формы второго и четвертого порядков, четные по ξj . Из (2.1.18) следует, что

W (ξ, λ) = const+
1
2

n∑

j=1

αj(λ)ξ2
j + W

(4)
0 (ξ) + o(|ξ|5) + O(|λ|)o(|ξ|3).

Так как αj(0) = 0, то

W (ξ, 0) = const +W
(4)
0 (ξ) + o(|ξ|5), ξ ∈ Rn

(W (4)
0 (ξ) — форма четвертого порядка). Легко проверить, что

W
(4)
0 (ξ) =

1
2
〈AB(u), B(u)〉H + 3V(3)

0 (u, u, B(u)) + V
(4)
0 (u),

где

u =
n∑

j=1

ξjej ,

ej = ej(0), A = A(0), V(3)
0 — симметричная 3-линейная форма, отвечающая V

(3)
0(

V
(3)
0 (u) = V(3)

0 (u, u, u)
)
, B — квадратичное отображение N0 −→ L∗0, полученное выделением квад-

ратичной части отображения u −→ Φ(ξ, 0). Нетрудно заметить, что

B(u) = −A−1
∗ gradH V

(3)
0 (u) (A∗ = A|L0).

Для четного потенциала V имеем: V
(3)
0 = 0, B(u) = 0 и, следовательно, W

(4)
0 (ξ) = V

(4)
0 (u).

Таким образом, для W получаем представление

const+
1
2

n∑

j=1

αj(λ)ξ2
j + W

(4)
R (ξ, 0) + O(|λ|)O(|ξ|4) + o(|ξ|5), (2.1.19)

где

W
(4)
R (ξ, 0) = V

(4)
0 (

n∑

j=1

ξjej).

Пусть

V
(4)
0 (x) = V(4)

0 (x, x, x, x)

(V(4)
0 (x, y, z, t) — симметричная 4-линейная форма). Тогда, с учетом симметрии, получаем соотно-

шение

W
(4)
R (ξ) =

n∑

k=1

V
(4)
0 (ek)ξ4

k + 6
n∑

i<j

V(4)
0 (ei, ei, ej , ej)ξ2

i ξ2
j . (2.1.20)

Напоминаем, что особенность функции (2.1.19) с квартичной частью (2.1.20), находящейся в
общем положении, называется n-мерной сборкой.
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2.1.7. Схема Морса—Ботта. Пусть M— m-мерное компактное связное риманово C∞-много-
образие без края и a, b — фиксированная пара точек на M. Через X обозначим множество H1-
кривых x : [0, 1] −→M, соединяющих a и b (x(0) = a, x(1) = b). Принадлежность кривой x = x(t)
классу H1 означает ее абсолютную непрерывность и суммируемость скалярного квадрата скорости

|ẋ(t)|2 = (ẋ(t), ẋ(t))x(t).

Через (·, ·)a обозначается скалярное произведение в касательном пространстве Ta(M), a ∈ M. В
X естественно вводится бесконечномерная риманова структура с модельным гильбертовым про-
странством

X = {u(t) ∈ H1([0, 1],Rm) : u(0) = u(1) = 0}, m = dimM.

Функционал действия

V (x) =

1∫

0

|ẋ|
2

2

dt

на X является гладким и достигает своего минимального значения на кратчайшей кривой γ,
соединяющей a и b [79,96,109]. Пусть c — регулярное значение V , c > inf V . Нетрудно установить
существование такой величины ε > 0, что для любой кривой x = x(t) в {V ≤ c} и любой пары
точек t, s ∈ [0, 1], для которой |t− s| < ε, точки x(t) и x(s) принадлежат геодезически выпуклому
открытому подмножеству в M. Пусть целое положительное число n таково, что 1/(n + 1) < ε.

Положим tj =
j

n + 1
, j = 0, . . . , n + 1 (t0 = 0, tn+1 = 1). Рассмотрим множество

Nc ⊂Mn = M× · · · ×M︸ ︷︷ ︸
n

,

состоящее из точек (q1, . . . , qn), для которых

n∑

j=0

tj+1∫

tj

|γ̇j,q|2dt ≤ 2c,

где γj,q — кратчайшая параметрическая кривая с параметром t ∈ [tj , tj+1], соединяющая qj и qj+1

(q0 = a, qn+1 = b).
Легко увидеть, что отображения

p : {V ≤ c} −→ Nc, ϕ : Nc −→ p : {V ≤ c},
p(x) = (x(t1), . . . , x(tn) )T ,

ϕ(q)(t) := γj,q(t) ∀t ∈ [tj , tj+1],

являются гладкими1. При этом

p(ϕ(q)) ≡ q, V (ϕ(q)) = inf
x∈p−1(q)

V (x).

Нетрудно проверить, что ϕ(q) — невырожденная точка минимума для V .
Отображения p и ϕ гомотопически обратны друг другу. Процедура стягивания слоев p−1(q) в

точки ϕ(q) детально описана в [109].

Замечание 2.1.3. Если на M задано действие группы G с условиями g(a) = a, g(b) = b ∀g ∈ G
и инвариантностью функционала действия относительно преобразований

x(t) 7→ g(x(t)) ∀g ∈ G,

то ключевая функция W (q) := V (ϕ(q)) будет инвариантной относительно преобразований

(q1, . . . , qn) 7−→ (g(q1), . . . , g(qn)).

1Гладкость отображения в точке края означает существование локального гладкого продолжения отображения за
край (на открытую окрестность заданной точки края в объемлющем многообразии).
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2.1.8. Общая редуцирующая схема. Схемы Ляпунова—Шмидта и Морса—Ботта можно вклю-
чить как частные случаи в общую схему.

Определение 2.1.1. Пусть V — гладкий функционал, заданный на гладком банаховом много-
образии X . Конечномерной редукцией V на открытом подмножестве O ⊂ X называется тройка
{p, ϕ,N}, в которой N — гладкое конечномерное многообразие, p — гладкая субмерсия из O на N ,
ϕ — гладкое отображение из N в O, секущее p : p · ϕ = I, при условии выполнения следующих
двух требований:

1) ϕ(ξ) — единственная критическая точка сужения V |p−1(ξ) ∀ξ ∈ N ;
2) ϕ(ξ) — невырожденная критическая точка V |p−1(ξ) ∀ξ ∈ N (невырожденность критической

точки ϕ(ξ) означает невырожденность второго дифференциала

∂2

∂x2

(
V |p−1(ξ)

)
(ϕ(ξ))(h, h), h ∈ Tϕ(ξ)(p

−1(ξ)),

как квадратичной формы на линейном пространстве).

Если к условиям определения 2.1.1 добавлено требование «ϕ(ξ) — точка глобального минимума
V |p−1(ξ) ∀ξ ∈ N », то редукция называется эллиптической.

Как и ранее, функция

W (ξ) := V (ϕ(ξ)) (2.1.1)

называется ключевой. В эллиптическом случае ключевую функцию можно определить равенством

W (ξ) = inf
x∈p−1(ξ)

V (x). (2.1.2)

Теорема 2.1.6. Пусть {p, ϕ,N}— конечномерная редукция гладкого функционала V на об-
ласти O гладкого банахова многообразия X . Тогда отображение (маргинальное) ϕ устанавли-
вает взаимно однозначное соответствие между множествами критических точек ключевой
функции (2.1.1) и функционала V . При этом соответствующие друг другу критические точки
одновременно являются либо вырожденными, либо нет. Для эллиптической редукции соот-
ветствующие друг другу невырожденные критические точки имеют одинаковые значения
индексов Морса.

Доказательство. Из условия теоремы следует, что подмножество L = {ϕ(ξ)}ξ∈N является глад-
ким подмногообразием в X . Если x̄ = ϕ(ξ̄), то

Tx̄X = Tx̄L+̇Tx̄(p−1(ξ̄)).

Пусть

h = h1 + h2, h1 ∈ Tx̄L, h2 ∈ Tx̄(p−1(ξ̄)).

Так как x̄ — критическая точка для V |p−1(ξ̄), то

∂V

∂x
(x̄)h2 = 0,

∂V

∂x
(x̄)h =

∂V

∂x
(x̄)h1.

Из равенства W (ξ) = V (ϕ(ξ)) получаем

∂W

∂ξ
(ξ̄)η =

∂V

∂x
(x̄)h1,

где η — такой вектор в Tξ̄N , для которого

h1 =
∂ϕ

∂ξ
(ξ̄)η.

Следовательно, равенство нулю дифференциала
∂V

∂x
(x̄) равносильно равенству нулю дифференци-

ала
∂W

∂ξ
(ξ̄) , что и доказывает первое утверждение теоремы.
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Для доказательства остальных утверждений положим N = Rn и ξ = (ξ1, . . . , ξn)> (в силу
локальности утверждений это предположение не ограничивает общности рассуждения). Заметим
далее, что из равенства W (ξ) = V (ϕ(ξ)) вытекает

∂2W

∂ξi∂ξj
(ξ̄) =

∂2V

∂x2
(x̄)

(
∂ϕ

∂ξi
(ξ̄) ,

∂ϕ

∂ξj
(ξ̄)

)
,

а из тождества
∂V

∂x
(ϕ(ξ))

∣∣∣∣
Tϕ(ξ)(p

−1(ξ))

= 0

следует
∂2V

∂x2
(x̄)(h1, h2) = 0, h1 ∈ Tx̄(L), h2 ∈ Tx̄(p−1(ξ̄)).

Но так как по условию квадратичная форма

∂2V

∂x2
(x̄)(h2, h2) =

∂2

∂x2

(
V |p−1(ξ̄)

)
(x̄)(h2, h2)

является невырожденной, то невырожденность формы

∂2V

∂x2
(x̄)(h, h) =

∂2V

∂x2
(x̄)(h1, h1) +

∂2V

∂x2
(x̄)(h2, h2) (2.1.3)

равносильна невырожденности первого слагаемого в правой части (2.1.3). И так как

∂2W

∂ξ2
(ξ̄)(η, η) =

∂2V

∂x2
(x̄)(h1, h1),

h1 =
∑

ηj
∂ϕ

∂ξj
(ξ̄), η = (η1, . . . , ηn)>,

то невырожденность этого слагаемого равносильна невырожденности W в критической точке ξ̄.
Второе утверждение также доказано.

При выполнении требования эллиптичности форма

∂2V

∂x2
(x̄)(h2, h2)

будет положительной и, следовательно, индекс Морса левой части (2.1.3) будет совпадать с индек-
сом Морса формы

∂2W

∂ξ2
(ξ̄)(η, η).

Теорема полностью доказана.

Определение 2.1.2. Редукция {p̃, ϕ̃, Ñ } функционала V на области O ⊂ X называется расши-
рением редукции {p, ϕ,N} этого же функционала V на O (соответственно, {p, ϕ,N} называется
сужением редукции {p̃, ϕ̃, Ñ } ), если существует такая редукция {π, ψ,N} для W̃ на Ñ , что
p = π · p̃ и ϕ = ϕ̃ · ψ.

Замечание 2.1.4. В условиях определения 2.1.2 имеет место соотношение W (ξ) = W̃ (ψ(ξ)), где
W (ξ) = V (ϕ(ξ)) и W̃ (ξ̃) = V (ϕ̃(ξ̃)). В случае эллиптичности всех редукций получаем

W (ξ) = inf
ξ̃∈π−1(ξ)

W̃ (ξ̃).

Теорема 2.1.7. Пусть редукции {p, ϕ,N} и {p̃, ϕ̃, Ñ } функционала V на области O ⊂ X
имеют общее расширение (т. е. обе редукции являются сужениями третьей редукции). Тогда
локальные кольца особенностей функций W и W̃ в критических точках a ∈ N и ã ∈ Ñ , в
которых ϕ(a) = ϕ̃(ã), изоморфны.

Доказательство достаточно провести лишь в случае, когда {p, ϕ,N}— сужение {p̃, ϕ̃, Ñ }, но в
этом случае утверждение является следствием теоремы 1.4.2 (см. замечание 2.1.4).
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Замечание 2.1.5. Если на O ⊂ X и N зафиксированы действия G × O −→ O и G ×N −→ N
группы G с условиями инвариантности V относительно действия G на O и эквивариантности
субмерсии p относительно обоих действий (здесь {p, ϕ,N}— редукция для V на O), то ключевая
функция W (ξ) = V (ϕ(ξ)) инвариантна относительно заданного действия G на N (сечение ϕ
эквивариантно автоматически).

2.2. НАТУРАЛЬНЫЕ МЕХАНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

Рассмотрим на отрезке [0, 1] дифференциальное уравнение второго порядка (натуральную меха-
ническую систему)

ẍ + Ax−∇ω(x) = 0, x = (x1, . . . , xn)> ∈ Rn, (2.2.1)

с однородными краевыми условиями первого рода (условиями Дирихле)

x(0) = x(1) = 0. (2.2.2)

В уравнение (2.2.1) входит симметричная (n×n)-матрица A и гладкая нестрого выпуклая на Rn

функция ω:
∂2ω

∂x2
(x)(h, h) ≥ 0 ∀ x, h ∈ Rn.

Мы предполагаем, что уравнение (2.2.1) разрешимо на [0, 1] при любых начальных условиях Коши:
x(0) = a, ẋ(0) = b. Очевидно, что множество N его решений является гладким подмногообразием
размерности 2n в банаховом пространстве C2([0, 1],Rn).

Частный случай уравнения (2.2.1) — уравнение маятника

ẍ + λ sinx = 0, x : [0, 1] → R.

Положим E = {x ∈ C2([0, 1],Rn) : x(0) = x(1) = 0}, F = C([0, 1],Rn), H = L2([0, 1],Rn).
Скалярное произведение в H будем обозначать 〈·, ·〉, т. е.

〈x, y〉 =

1∫

0

(x(t), y(t))dt,

где (·, ·) — стандартное скалярное произведение в Rn. Левая часть (2.2.1), взятая со знаком минус,
задает гладкое фредгольмово отображение индекса 0 из E в F , которое является градиентом в
тройке пространств {E, F, H} гладкого на E функционала энергии

V (x) =

1∫

0

( |ẋ|2
2
− (Ax, x)

2
+ ω(x)

)
dt. (2.2.3)

Обозначим через eij вектор-функции

eij(t) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,
√

2 sin πjt, 0, . . . , 0)>, i = 1, . . . , n, j ∈ N,

образующие полную ортонормированную систему в H. Если максимальное собственное значение
λ∗ матрицы A удовлетворяет неравенству

λ∗ < (k + 1)2π2, (2.2.4)

то квадратичная форма ∫ 1

0

(|ẋ|2 − (Ax, x)
)

dt = 〈−ẍ−Ax, x〉
положительна на ортогональном дополнении в H к (nk)-мерному подпространству

Enk := span(e11, . . . , en1, . . . , e1k, . . . , enk).

Пусть
ξ = (ξ11, . . . , ξnk)> ∈ Rnk, l(ξ) =

∑

i,j

ξijeij ∈ Enk,

Ẽ = {x ∈ E : 〈x, eij〉 = 0, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k} = E ∩ (Enk)⊥,
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Ẽξ = {x ∈ E : 〈x, eij〉 = ξij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k} = l(ξ) + Ẽ.

Покажем, что ∀ξ ∈ Rnk функционал V имеет единственную условную невырожденную крити-
ческую точку в слое Ẽξ. Для этого рассмотрим гильбертово пространство H1, полученное замы-
канием E в норме, порожденной скалярным произведением 〈x, y〉1 = 〈ẋ, ẏ〉 = 〈−ẍ, y〉. Пусть H1

ξ —

замыкание Ẽξ в H1. Функционал V можно переписать в виде

V (x) = V (l(ξ) + v) =
1
2

(
‖v‖2

1 −
〈(

d

dt

)−2

v,Av

〉

1

)
+ S(ξ, v), v ∈ H1

0 , (2.2.5)

где S(ξ, v) — выпуклый по v функционал, из чего следует оценка

S(ξ, v) ≥ −C1(ξ)‖v‖1 − C2(ξ), C1, C2 ≥ 0.

Поскольку квадратичная форма (
‖v‖2

1 −
〈(

d

dt

)−2

v,Av

〉

1

)

положительна, функционал V является выпуклым и коэрцитивным по аффинным подпростран-
ствам H1

ξ , что гарантирует существование условной экстремали vξ в H1
ξ . На самом деле, vξ ∈ Ẽξ.

Повысить гладкость можно при помощи соотношения

vξ +
(

d

dt

)−2

vξ +
(

d

dt

)−2

Avξ +
(

d

dt

)−2

ω(vξ) =
∑

i,j

µij

(
d

dt

)−2

eij , (2.2.6)

являющегося уравнением Эйлера—Лагранжа для условных экстремалей функционала (2.2.5) в H1
ξ .

Из (2.2.6) следует, что vξ принадлежит классу C2.
Из фредгольмовости индекса 0 отображения ∇HV : E → F следует гладкость ключевой функ-

ции Ляпунова—Шмидта

WLS(ξ) = V (l(ξ) + vξ) = inf
v∈Ẽ

V (l(ξ) + v) = inf
x∈Ẽξ

V (x).

Применение в этой же задаче редукции Морса—Ботта возможно в силу следующего утвержде-
ния, определяющего отрезки, на которых однозначно разрешима двухточечная краевая задача для
уравнения (2.2.1).

Предложение 2.2.1. Если максимальное собственное значение матрицы A меньше (π/ε)2,
то для любой фиксированной точки τ ∈ [0, 1− ε] отображение x(t) 7→ (x(τ), x(τ + ε)) является
диффеоморфизмом N на Rn × Rn.

Доказательство следует из того, что решение x(t) уравнения (2.2.1), удовлетворяющее условиям
x(τ) = a, x(τ + ε) = b, является на отрезке [τ, τ + ε] единственной и невырожденной экстремалью
в аффинном гильбертовом пространстве Ha,b

τ,ε вектор-функций класса H1 на отрезке [τ, τ + ε],
удовлетворяющих условиям x(τ) = a, x(τ +ε) = b, строго выпуклого и коэрцитивного функционала

Vτ,ε(x) :=

τ+ε∫

τ

( |ẋ|2
2
− (Ax, x)

2
+ ω(x)

)
dt.

Выпуклость данного функционала обеспечивается выпуклостью функции ω и положительной опре-
деленностью квадратичного функционала

τ+ε∫

τ

1
2

(|ẋ|2 − (Ax, x)
)
dt,

вытекающей из заданного ограничения (2.2.4) на максимальное собственное значение матрицы A
и неравенства Виртингера:

τ+ε∫

τ

|ẏ|2 dt ≥ π2

ε2

τ+ε∫

τ

|y|2 dt,
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если y(τ) = y(τ + ε) = 0.
Из последних утверждений следует, что функционал V на H1 = H0,0

0,1 , экстремали которого
являются решениями краевой задачи (2.2.1), (2.2.2), при условии 1/(k+1) 6 ε допускает редукцию
Морса—Ботта с ключевыми параметрами

pij : x 7−→ xi

(
j

k + 1

)
, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k.

Соответствующую ключевую функцию обозначим WMB.
Значение маргинального отображения получается склейкой (непрерывной) экстремалей функци-

оналов

Vtj ,ε, ε =
T

k + 1
, j = 0, 1, . . . , k (t0 = 0),

в узлах tj =
jT

k + 1
.

2.3. ИНТЕГРИРУЕМЫЕ РЕДУЦИРУЮЩИЕ СХЕМЫ

Поскольку интегрируемые уравнения играют важную роль в теории дифференциальных урав-
нений и вариационном исчислении, весьма естественной является постановка вопроса о том, что
дает интегрируемость в сочетании с теорией конечномерных редукций. В частности, представляет
интерес возможность явного представления маргинальных отображений и ключевых функций. Под
явным отображением подразумевается здесь отображение, полученное с помощью конечного числа
алгебраических и других известных операций (например, в теории дифференциальных уравнений
к таковым относится квадратура — взятие интеграла) над заданным классом «известных функций».

Определение 2.3.1. Отображение ψ : Rn → O называется явным, если оно может быть задано
с помощью конечного числа алгебраических и других известных операций над заданным классом
известных функций.

В теории дифференциальных уравнений под классом известных операций подразумеваются квад-
ратуры — вычисления интегралов (от известных функций).

Определение 2.3.2. Редуцирующая схема P = {p1, . . . , pn} функционала V на области O ба-
нахова многообразия M называется интегрируемой, если соответствующее данной схеме марги-
нальное отображение p 7−→ ϕ(p) после некоторого явного преобразования ключевых параметров
(не обязательно диффеоморфного) p = j(c), c ∈ Rn, становится явным.

Интегрируемой является редукция Морса—Ботта в двухточечной краевой задаче (для интегри-
руемого обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка).

Поскольку в теории дифференциальных уравнений, вариационном исчислении и аналитической
механике имеются различные варианты определения интегрируемого уравнения, интегрируемой
системы и т. п., то необходимо привести формулировку того варианта, который используется здесь.

Рассмотрим на отрезке [0, 1] n-мерное дифференциальное уравнение второго порядка

ẍ + gradu(x) = 0, x = (x1, . . . , xn)> ∈ Rn, (2.3.1)

с краевыми условиями
x(0) = x(1) = 0. (2.3.2)

Предполагается, что функция u гладкая и уравнение (2.3.1) (без краевых условий) разрешимо
на отрезке [0, 1]. Очевидно, что множество N его решений является гладким подмногообразием
размерности 2n в банаховом пространстве E := C2([0, 1],Rn).

Определение 2.3.3. Уравнение (2.3.1) называется интегрируемым, если существует явное
отображение

α : R2n −→ N ,

образ которого совпадает с N .
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Одним из авторов совместно с О. Н. Левченко получен ряд результатов в указанном направлении
[177,188]. При этом впервые было получено явное представление ключевой функции Морса—Ботта
в однородной краевой задаче для уравнения маятника

ẍ + λ sinx = 0, x = x(t), t ∈ [0, 1],

при кравых условиях
x(0) = x(1) = 0.

Ключевые параметры Морса—Ботта

pj(x) = x

(
j

n + 1

)
, j = 1, . . . , n

(при условии λ < (n + 1)2π2), здесь можно выразить через константы интегрирования, используя
известную формулу общего решения

α(k, c)(t) = 2 arcsin(k sn(
√

λ t + c; k))

(sn — эллиптический синус).
В частности, при λ < 4π2 ключевая функция задается формулой

WMB(k, λ) = 4λk2


2

1
2∫

0

cn2(
√

λ s; k)ds− 1
2




(cn — эллиптический косинус).
Более общую задачу

ẍ + grad u(x) = 0, x = (x1, . . . , xn)> ∈ Rn, (2.3.3)

x(0) = x(1) = 0, (2.3.4)

в которой предполагаются гладкость функции u и разрешимость уравнения (2.3.3) (без краевых
условий) на отрезке [0, 1], мы будем считать интегрируемой, если существует явное отображение
α : R2n −→ N (N — многообразие решений уравнения (2.3.3) в пространстве вектор-функций
класса C2 на отрезке [0, 1]), образ которого совпадает с N .

Некоторые продвижения в применении свойства «интегрируемости уравнений» к бифуркацион-
ным задачам были недавно получены А. Ю. Борзаковым [19].

ГЛАВА 3

ТОПОЛОГИЧЕСКОЕ СРАВНЕНИЕ РЕДУЦИРУЮЩИХ СХЕМ

Как уже отмечалось, при сравнении результатов, полученных в разных редуцирующих схемах
для одной и той же вариационной задачи, центральное место занимает задача сравнения типов
гладкой эквивалентности ключевых функций. Эта задача была поставлена в [122]; частичные про-
движения были получены в [122, 123, 187]. Излагаемые в этой главе результаты установлены на
основе признака гладкой эквивалентности функций, использующего гомотопический метод То-
ма [7] (см. также [126, 149, 153]). Главным условием является возможность гладкой деформации
редуцирующих схем друг в друга. При глобальном сравнении используется условие сохранения
коэрцитивности при деформации.

3.1. ГОМОТОПИЧЕСКИЙ ПРИЗНАК

Теорема 3.1.1. Пусть гладкий коэрцитивный функционал V с градиентом в тройке про-
странств {E, F, H} допускает при каждом t ∈ [0, 1] n-мерную редукцию на E так, что семей-
ство редуцирующих отображений pt : E −→ Rn гладко зависит от t, а ключевая функция

Wt(ξ) = V (ϕt(ξ)), ξ ∈ Rn, t ∈ [0, 1],
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коэрцитивна на [0, 1] × Rn. Тогда функции Wt(·) имеют постоянный глобальный топологиче-
ский тип в следующем точном смысле: для любых значений s, t ∈ [0, 1] найдется диффеомор-
физм ψs,t : Rn −→ Rn, такой, что

Ws(ξ) = Wt(ψs,t(ξ)), ∀ξ ∈ Rn.

Замечание 3.1.1. Из коэрцитивности функционала V следует, что редукции являются эллип-
тическими, поэтому

Wt(ξ) = inf
x∈p−1

t (ξ)
V (x).

Доказательство. Из условия редуцируемости следует гладкость семейства маргинальных отобра-
жений

ϕt : Rn −→ E.

Имеют место равенства
∂Wt

∂t
(ξ) =

∂V

∂x
(ϕt(ξ))

∂ϕt

∂t
(ξ) (3.1.1)

и
∂Wt

∂ξ
(ξ) =

∂V

∂x
(ϕt(ξ))

∂ϕt

∂ξ
(ξ). (3.1.2)

Пусть
∂ϕt

∂t
(ξ) = Y (ξ, t) + Z(ξ, t),

где Y (ξ, t) принадлежит касательному подпространству к подмногообразию ϕt(Rn) в точке ϕt(ξ),
а Z(ξ, t) принадлежит подпространству, касательному в той же точке к подмногообразию p−1

t (ξ)
(напомним, что E = Tϕt(ξ)(ϕt(Rn))⊕ Tϕt(ξ)(p

−1
t (ξ)) ∀ξ ∈ Rn). Очевидно, что векторное поле Y (ξ, t)

является гладким. Следовательно, векторное поле

X(ξ, t) = −
(

∂ϕt

∂ξ
(ξ)

)−1

Y (ξ, t)

также является гладким. Так как
∂V

∂x
(ϕt(ξ))Z(ξ, t) = 0,

поле X(ξ, t) удовлетворяет соотношению

∂V

∂x
(ϕt(ξ))

∂ϕt

∂t
(ξ) +

∂V

∂x
(ϕt(ξ))

∂ϕt

∂ξ
(ξ) X(ξ, t) = 0,

из которого в силу равенств (3.1.1) и (3.1.2) следует

∂Wt

∂t
(ξ) +

∂Wt

∂ξ
(ξ) X(ξ, t) = 0. (3.1.3)

Для доказательства теоремы рассмотрим поток (оператор сдвига по траекториям) ψ(ξ, s, t) для
дифференциального уравнения

ξ̇ = X(ξ, t).
Для потока выполняются следующие соотношения:

ψ(ξ, s, s) = ξ,
∂ψ

∂t
(ξ, s, t) = X(ψ(ξ, s, t), t).

Первое из них гарантирует диффеоморфность потока (по ξ) в окрестности любого заранее задан-
ного компакта K при фиксированном s и достаточно близких к s значениях t. Из (3.1.3) получаем

∂Wt

∂t
(ψ(ξ, s, t)) +

∂Wt

∂ξ
(ψ(ξ, s, t))

∂ψ

∂t
(ξ, s, t) = 0,

откуда следует тождество
Wt(ψ(ξ, s, t)) ≡ Ws(ξ)

при любых ξ, s, t, для которых ψ(ξ, s, t) определено. Из условия коэрцитивности ключевой функции
следует, что каждая траектория ψ(ξ, s, t) не покидает некоторый шар. Следовательно, диффеомор-
физм ψ(·, s, t) определен на всем Rn при всех s, t ∈ [0, 1].
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3.2. ЛИНЕЙНЫЕ РЕДУЦИРУЮЩИЕ СИСТЕМЫ

Если ключевые функции W0 и W1 функционала V получены в линейных редуцирующих схемах
(редуцирующие отображения p0 и p1 линейны) и если p0 и p1 имеют общее линейное редуцирующее
расширение, то W0 и W1 стабильно гладко эквивалентны [123] (функции называются стабильно
эквивалентными, если они становятся эквивалентными после добавления невырожденных квад-
ратичных форм от дополнительных переменных [7]). Может оказаться, однако, что эти функции
не будут эквивалентными ни на каких связных множествах, содержащих все их критические точки
(см. раздел 1.4). Глобальную эквивалентность можно установить при дополнительном требовании
гомотопности схем на основе теоремы 3.1.1.

В этой связи представляет интерес следующее утверждение.

Теорема 3.2.1. Пусть на гильбертовом пространстве H со скалярным произведением 〈·, ·〉
задан гладкий коэрцитивный функционал в виде суммы

V (x) = 〈Ax, x〉+ Ω(x), (3.2.1)

в которой первое слагаемое — квадратичная форма с ограниченным оператором A, а второе —
нестрого выпуклый функционал

∂2Ω/∂x2(x)(h, h) ≥ 0 ∀x, h ∈ H.

Если e1, . . . , en — линейно независимый набор векторов в H, такой, что

〈Av, v〉 > c|v|2 ∀v ∈ span(e1, . . . , en)⊥, c > 0, (3.2.2)

то отображение p : H −→ Rn, p(x) = (p1(x), . . . , pn(x))T , pj(x) = 〈ej , x〉, является глобально
редуцирующим. Если p̃ = (p̃1, . . . , p̃n)>, p̃j = 〈ẽj , ·〉— другой набор линейных функционалов с
аналогичными свойствами:

〈Av, v〉 > c̃|v|2 ∀v ∈ span(ẽ1, . . . , ẽn)⊥, c̃ > 0,

то полученные в этих схемах ключевые функции W и W̃ глобально гладко эквивалентны на
Rn: для некоторого диффеоморфизма Ψ : Rn −→ Rn выполнено

W (ξ) ≡ W̃ (Ψ(ξ)).

Доказательство. Пусть выполнено (3.2.2). Обозначим пространство span(ẽ1, . . . , ẽn) через N .
Для любого v ∈ N очевидно существование точки глобального минимума функционала V |v+N⊥
(обозначим ее ϕ(v)), которая является единственной критической точкой функционала V |v+N⊥ .
Гладкость отображения ϕ следует из теоремы о неявной функции. Эквивалентность ключе-
вых функций вытекает из теоремы 3.1.1, поскольку в условиях настоящей теоремы две лю-
бые линейные редуцирующие схемы размерности n можно соединить гомотопией в клас-
се n-мерных линейных редукций. В силу выпуклости второго слагаемого функционала (3.2.1),
для этого достаточно построить гладкое семейство конечномерных подпространств Lt ⊂ H,
L0 = span (e1, . . . , en), L1 = span(ẽ1, . . . , ẽn), так, чтобы L⊥t лежало в области положитель-
ности формы 〈Ax, x〉 при всех t ∈ [0, 1]. Такое построение осуществить несложно.

Следствие 3.2.1. Ключевые функции WLS и WMB, построенные в (nk)-мерных схемах
Ляпунова—Шмидта и Морса—Ботта для функционала

V (x) :=

1∫

0

( |ẋ|2
2
− (Ax, x)

2
+ ω(x)

)
dt (3.2.3)

в условиях раздела 2.2, гладко эквивалентны на Rnk.

Доказательство. Ключевая функция Ляпунова—Шмидта не изменится, если вместо рассмотрен-
ного выше пространства E использовать энергетическое пространство H1. Ключевые параметры

Морса—Ботта xi

(
j

k + 1

)
в силу теоремы Рисса о линейных функционалах на гильбертовом про-

странстве могут быть записаны в виде

xi

(
j

k + 1

)
= 〈x, qij〉1,
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где qij ∈ H1, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k. Понятно, что функционал (3.2.3) имеет вид (3.2.1), причем

Ax = x−
(

d

dt

)2

Ax,

Ω(x) =
∫ 1

0
ω(x) dt.

Таким образом, редукции Ляпунова—Шмидта и Морса—Ботта удовлетворяют условию теоре-
мы 3.2.1, и, следовательно, ключевые функции Ляпунова—Шмидта и Морса—Ботта гладко эк-
вивалентны на Rnk.

3.3. ЛОКАЛЬНАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ КЛЮЧЕВЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть на окрестности O критической точки x0 фредгольмова функционала V с градиентом в
тройке {E,F, H} заданы две редукции, определенные субмерсиями p0, p1 : O −→ Rn, причем
p0(x0) = p1(x0) = 0. Мы докажем локальную эквивалентность ключевых функций при следующем
предположении: ∀ x ∈ O имеют место разложения в прямую сумму

E = Tx

(
p−1
0 (p0(x))

)⊕ (
Tx

(
p−1
0 (p0(x))

))⊥ =

= Tx

(
p−1
1 (p1(x))

)⊕ (
Tx

(
p−1
1 (p1(x))

))⊥
(ортогональное дополнение берется в пространстве H). Иными словами, мы требуем, чтобы слои
p−1
0 (ξ) и p−1

1 (ξ) имели одинаковую коразмерность в E и в H, что не для всякой субмерсии верно.

Теорема 3.3.1. Пусть W0 = V · ϕ0, W1 = V · ϕ1 — ключевые функции двух редукций, ϕ0, ϕ1 —
соответствующие маргинальные отображения, dimKer∇2V (x0) = n. Тогда функции W0 и W1

локально эквивалентны в нуле: существует локальный диффеоморфизм ψ : (Rn, 0) −→ (Rn, 0),
такой, что на некоторой окрестности нуля W0(ξ) ≡ W1(ψ(ξ)).

Доказательство. Не ограничивая общности, предположим, что p′0(x0)|N = p′1(x0)|N , где N =
Ker∇2V (0) (иначе можно вместо p1 рассмотреть субмерсию p′0(x0)ϕ′1(0)p1). Семейство отображе-
ний

pt = (1− t)p0 + tp1

состоит из локальных субмерсий, определяющих редукции для V на окрестности нуля (это следует
из того, что производная p′t(x0) ≡ p′0(x0) изоморфно отображает N на Rn, и, значит, в слоях p−1

t (ξ)
имеются невырожденные критические точки функционала V ). Повторяя рассуждение раздела 3.1,
заметим, что так как по построению ϕt(0) ≡ x0, а потому и ηt(0) ≡ 0 при t ∈ [0, 1], траектории
ηt(ξ) продолжимы до t = 1 при ξ, достаточно близких к нулю [89]. Таким образом, отображение
η1 устанавливает локальную эквивалентность функций W0 и W1 в нуле.

Замечание 3.3.1. Теорема 3.3.1 обобщает утверждение конечномерной теории особенностей о
том, что из стабильной эквивалентности функций следует обыкновенная локальная эквивалент-
ность [171, 195].

Если размерность n′ редукций p0 и p1 превосходит размерность n ядра второго дифференциала,
то по лемме о расщеплении особенности [7] ключевые функции допускают локальное представле-
ние

Wi(ξ1, . . . , ξn′) = W̃i(η1, . . . , ηn)−
mi∑

j=1

τ2
j +

pi∑

j=1

σ2
j , i = 0, 1, (3.3.1)

где
∂2W̃

∂η2
(0) = 0, n + mi + pi = n′,

и отображение
(ξ1, . . . , ξn′) 7−→ (η1, . . . , ηn, τ1, . . . , τmi , σ1, . . . , σpi)

диффеоморфно переводит окрестность критической точки функции Wi в окрестность нуля
в Rn+mi+pi . Теорема 3.3.1 гарантирует эквивалентность функций W̃0 и W̃1; следовательно, срав-
нение ключевых функций W0 и W1 сводится к сравнению чисел mi и pi в разложениях (3.3.1)
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для этих функций (т. е. к сравнению сигнатур гессианов в критических точках). В частности,
справедливо следующее утверждение.

Следствие 3.3.1. Все ключевые функции допустимого функционала, полученные в эллипти-
ческих редуцирующих системах фиксированной размерности, локально эквивалентны в соот-
ветствующих критических точках.

Следуя [7], назовем генотипом в критической точке x0 функции W (x), определенной на ко-
нечномерном многообразии, класс правой эквивалентности ростка функции Ŵ из разложения W
в точке x0 в виде (3.3.1). Обобщая это понятие на бесконечномерный случай, генотипом редуци-
руемого функционала в критической точке естественно назвать класс правой стабильной экви-
валентности ростка произвольной ключевой функции, определенной на пространстве, размерность
которого совпадает с размерностью ядра второй производной рассматриваемого функционала. В
этих терминах доказанная теорема представляет собой утверждение о корректности определения
генотипа фредгольмова функционала.

3.4. КОНТРПРИМЕРЫ

Приводимый здесь пример показывает, что для глобального сравнения ключевых функций усло-
вие гомотопности редуцирующих схем (в локальном случае выполняющееся, как мы видели, ав-
томатически) существенно.

Пусть V : R2 → R— гладкая функция, критическое множество которой состоит из пяти невы-
рожденных критических точек

a1 = (x1, x1), a2 = (x2, x2),

a3 = (x3, x5), a4 = (x4, x4), a5 = (x5, x3),
причем

V (a1) = 1, V (a2) = 5, V (a3) = 2, V (a4) = 4, V (a5) = 3.

Пусть множества критических уровней функции V таковы, как показано на рис. 3.4.1. Точки a1, a3

и a5 доставляют функционалу V локальный минимум, a2 и a4 — седловые точки.
Предположим, что функция является V коэрцитивной и выпуклой по каждой переменной x1, x2:

∂2V

∂x2
1

(x)(t, 0) > 0 ∀x ∈ R2, t 6= 0,

∂2V

∂x2
2

(x)(0, t) > 0 ∀x ∈ R2, t 6= 0

(условию выпуклости нет препятствий, если углы α и β на рис. 3.4.1 острые).
Из всего сказанного следует, что функция V редуцируема в системах, задаваемых субмерсиями

(x1, x2)
p17−→ x1, (x1, x2)

p27−→ x2.

Однако из вида графиков ключевых функций W1 и W2,

W1(t) = inf
s∈R

V (t, s), W2(t) = inf
s∈R

V (s, t),

ясно, что они не эквивалентны ни на каком интервале, содержащем все их критические точки (см.
рис. 3.4.2). Тем не менее, эти функции положительно стабильно эквивалентны [7] в глобальном
смысле, т. е. функции W1(t)+ s2 и W2(t)+ s2 эквивалентны на R2 (поскольку обе они, очевидно,
эквивалентны функции V ).

Рассмотренный пример показывает, что утверждение о равносильности условий эквивалентности
и стабильной эквивалентности, локальный вариант которого был сформулирован Громоллом и
Майером [171] и Вейнстейном [195], неверно в глобальном случае.

Примеры стабильно эквивалентных, но не эквивалентных функций нескольких переменных мож-
но получить, складывая экземпляры функций W1 и W2, зависящие от разных переменных. Так,
для двух переменных функции

W11(x1, x2) = W1(x1) + W1(x2),

W12(x1, x2) = W1(x1) + W2(x2),
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W22(x1, x2) = W2(x1) + W2(x2)
представляют три разных типа глобальной эквивалентности, в чем легко убедиться, взглянув на
множества критических уровней этих функций, изображенные на рис. 3.4.3 (возле каждой точки
подписано значение соответствующей функции). Стабильная эквивалентность всех трех функций
следует из стабильной эквивалентности функций W1 и W2.

Функции W11,W12 и W22, в отличие от функций W1 и W2, нетипичны: они имеют по нескольку
критических точек на одном уровне. Коэрцитивную функцию W : Rn → R естественно назвать
функцией общего положения, если она, во-первых, имеет конечное критическое множество, со-
стоящее лишь из невырожденных критических точек, и, во-вторых, никакие две из этих точек
не лежат на одном уровне. Вопрос о том, влечет ли стабильная эквивалентность обычную гло-
бальную эквивалентность, для функций общего положения двух и более переменных пока открыт.
Авторам представляется более правдоподобным положительный ответ: при n ≥ 2 стабильная
эквивалентность функций Rn → R, находящихся в общем положении, равносильна их обычной
эквивалентности на Rn.

3.5. ЭКВИВАРИАНТНАЯ ТЕОРИЯ

В этом разделе доказывается «симметрийный» вариант теоремы об эквивалентности ключевых
функций (для краткости — только глобальный). Необходимая модификация доказательства дости-
гается с помощью стандартного в теории групп Ли приема усреднения [66].

Пусть V : E → R— коэрцитивный функционал с градиентом в тройке {E,F, H}, и пусть задано
представление T компактной группы Ли G в группе O(H) ортогональных (сохраняющих скалярное
произведение) операторов H → H, такое, что T (E) ⊂ E, T (F ) ⊂ F и функционал V инвариантен
относительно действия G на E:

V (Tgx) = V (x) ∀ x ∈ E, g ∈ G.

Для определения эквивариантности редукции p : E → Rn можно либо считать, что на Rn

задано действие той же группы G так, что редуцирующее отображение эквивариантно: p(Tg(x)) =
Tg(p(x)) ∀ x ∈ E, g ∈ G, либо требовать эквивариантность отображения ϕ ◦ p : E → E. В
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этом случае многообразие ϕ(Rn) инвариантно и действие G переносится в пространство ключевых
параметров Rn (разумеется, индуцированное действие не обязано быть линейным).

В доказательстве следующей теоремы T (t) обозначает действие на Rn, которое может быть как
индуцированным с помощью субмерсии p, так и постоянным, заранее заданным.

Теорема 3.5.1. Пусть для функционала V на E задано гладкое семейство эквивариантных
редуцирующих субмерсий pt : E −→ Rn, t ∈ [0, 1], определяющее коэрцитивную ключевую
функцию W : Rn× [0, 1] −→ R. Тогда существует эквивариантный диффеоморфизм ψ : Rn −→
Rn, такой, что W1(ψ(ξ)) = W0(ξ), ξ ∈ Rn.
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Доказательство. Пусть Xt(ξ) — полученное по схеме раздела 3.1 гладкое векторное поле на Rn,
для которого

∂Wt

∂t
(ξ) +

∂Wt

∂ξ
(ξ)Xt(ξ) = 0. (3.5.1)

Положив

X̃t(ξ) =
∫

G

T (t)
g Xt((T (t)

g )−1ξ)dg,

где dg — двусторонне инвариантная мера Хаара [66], получим эквивариантное относительно за-
висящего от t действия T (t) векторное поле X̃t(ξ), подстановка которого в (3.5.1) не нарушает
тождества:

∂Wt

∂t
(ξ) +

∂Wt

∂ξ
(ξ)X̃t(ξ) =

=
∂Wt

∂t
(ξ) +

∂Wt

∂ξ
(ξ)

∫

G

T (t)
g Xt((T (t)

g )−1ξ)dg =

=
∫

G

(
∂Wt

∂t
((T (t)

g )−1ξ) +
∂Wt

∂ξ
((T (t)

g )−1ξ)Xt((T (t)
g )−1ξ)

)
dg = 0.

Следовательно, поток η̃t векторного поля X̃t(ξ) задает семейство эквивариантных сопрягающих
диффеоморфизмов. Условие коэрцитивности, как и прежде (см. теорему 3.1.1) гарантирует, что
диффеоморфизм ψ := η̃1 определен на всем Rn. Теорема доказана.

Разумеется, если W0 и W1 эквивалентны без учета симметрии, так что W0 = W1α (α — диф-
феоморфизм), и W0 инвариантна, то на Rn можно задать действие T̃ 1, относительно которого W1

будет инвариантна, положив
T̃ 1(x) = αT 1α−1(x).

Однако в случае эквивариантности редукции p1 нельзя утверждать, не имея эквивариантной го-
мотопии редукций, что действие T̃ 1 будет эквивалентно действию T 1, или что существует эквива-
риантный относительно основного действия диффеоморфизм, устанавливающий эквивалентность
функций W0 и W1. Контрпример возникает, например, в ситуации, когда на пространстве Rn⊕Rn

задано действие группы G = G1 ⊕G2 в виде прямой суммы неэквивалентных ортогональных дей-
ствий групп G1 и G2. Для функционала |x|2 = |x1|2 + |x2|2 проекции x 7→ x1 и x 7→ x2 задают
эквивариантные редукции, между которыми существует неэквивариантная гомотопия, но индуци-
рованные действия не эквивалентны.

3.6. ОБОБЩЕННАЯ СИСТЕМА ДУФФИНГА

Системы вида
ẍ + λx−∇P (x) = 0, x ∈ Rn, (3.6.1)

x(0) = a, x(1) = b, (3.6.2)

где P — квартичная форма с симметрией параллелепипеда (четная по каждой переменной), т. е.

P (x) =
n∑

i,j=1

aijx
2
i x

2
j , aij = aji, (3.6.3)

моделируют многие нелинейные явления самой разнообразной физической природы. Назовем урав-
нение (3.6.1) обобщенным уравнением Дуффинга для системы связанных осцилляторов.

В случае выпуклости функции P (см. следующий раздел) при условии λ < π2(k + 1)2 для
потенциала

V (x, λ) =

1∫

0

( |ẋ|2
2
− λ

|x|2
2

+ P (x)
)

dt (3.6.4)
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задачи (3.6.1), (3.6.2) определены редуцирующие системы Морса—Ботта

{pij}i=1, ... ,n, j=1, ... ,k, pij(x) = xi

(
j

k + 1

)
,

и Ляпунова—Шмидта
{qij}i=1, ... ,n, j=1, ... ,k, qij(x) = 〈x, eij〉,

eij(t) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,
√

2 sin πjt, 0, . . . , 0).

На пространстве H1 ортогонально действует группа G порядка 2n, порожденная инволюциями
I1, . . . , In, где

Ik(x1, . . . , xk, . . . , xn) = (x1, . . . ,−xk, . . . , xn).
Функционал (3.6.4) инвариантен относительно этого действия. Редукции, заданные указанными
выше линейными функционалами, эквивариантны. Следовательно, в силу теоремы 3.5.1, ключевые
функции Ляпунова—Шмидта и Морса—Ботта функционала (3.6.4) G-эквивалентны на Rnk.

ГЛАВА 4

РЕДУЦИРУЮЩИЕ СХЕМЫ НА БАНАХОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ

4.1. БАНАХОВЫ МНОГООБРАЗИЯ С РИМАНОВЫМИ ОСНАЩЕНИЯМИ

Пусть M — гладкое банахово многообразие, вложенное как гладкое подмногообразие в аффин-
ное банахово пространство E (см. [76,89]), V — гладкий функционал на M, гладко продолженный
на E (продолжение обозначено тем же символом V ). Пусть F, H — соответственно банахово и
гильбертово пространства, такие, что вложения E ⊂ F ⊂ H непрерывны и T (E) плотно в H.
Градиентом функционала V называется такое фредгольмово отображение f : E → F индекса 0,
что

∂V

∂x
(x)h = 〈f(x), h〉 ∀x ∈ E ∀h ∈ T (E). (4.1.1)

Градиент функционала V будем обозначать gradV или ∇V .

Определение 4.1.1. Подмногообразие M в E называется H-дополняемым, если для любой точ-
ки a ∈ M имеет место разложение в прямую сумму

T (E) = Ta(M)⊕Na(M), (4.1.2)

где
1) Ta(M) — подпространство в T (E) касательных к M векторов в точке a, а

Na(M) = {y ∈ T (E) : 〈y, h〉 = 0 ∀h ∈ Ta(M)}
(нормальное подпространство в E);

2) Na(M) гладко зависит от a ∈ M в метрике E (т. е. множество
⋃

a∈M

{(a,Na(M))} является

гладким векторным подрасслоением тривиального расслоения M × T (E) над M).
Подмногообразие M в E называется HF -дополняемым, если оно H-дополняемо и в любой точке

a ∈ M задано разложение в прямую ортогональную (в метрике 〈·, ·〉) сумму

F = T̂a(M)⊕ N̂a(M), (4.1.3)

где
1) T̂a(M) ∩ T (E) = Ta(M), N̂a(M) ∩ T (E) = Na(M) (T̂a(M) и N̂a(M) будем называть

касательным и нормальным подпространствами в F к M);
2) T̂a(M) и N̂a(M) гладко зависят от a ∈ M в метрике E (т. е. множества

⋃
a∈M

{(a, T̂a(M))} и
⋃

a∈M

{(a, N̂a(M))} является гладким векторным подрасслоениями тривиального расслоения M × F

над M).
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Пример 4.1.1. Подмногообразие M является HF -дополняемым, если оно задано конечной си-
стемой уравнений

p1(x) = · · · = pn(x) = 0,

в которой {pj}j=1,...,n — набор гладких функционалов, обладающими гладкими градиентами с обра-
зами в T (E) (в смысле соотношения (4.1.1)) и образующими в T (E) линейно независимую систему
(в каждой точке x ∈ M).

Пример 4.1.2. Пусть E = F = C[0, 1], H = L2[0, 1]. Легко проверить, что подпространство M
в E, состоящее из функций x(t) ∈ E, удовлетворяющих соотношению x(1/2) = 0, не является
H-дополняемым.

С каждым многообразием M , являющимся HF -дополняемым подмногообразием в E, связана
пара гладких пучков ортогональных проекторов Πa и Π̂a, действующих соответственно из T (E)
на Ta(M) и из F на T̂a(M).

Векторное поле X(a) = Π̂a(grad V (a)) и операторное поле Π̂a · ∂X

∂x
(a) будем называть

первым и вторым кодифференциалами V на M и установим для них обозначения ∇V (a) и
∇2V (a) (оператор ∇2V (a) действует из Ta(M) в T̂a(M)).

Определение 4.1.2. Пусть O— область в банаховом многообразии M, являющемся HF -допол-
няемым подмногообразием в аффинном банаховом пространстве E. Гладкий функционал V на M
называется фредгольмовым индекса k на области O, если его второй кодифференциал в каждой
точке x ∈ O является фредгольмовым оператором индекса k.

Функционал V является геодезически выпуклым [76] на O, если его второй кодифференциал в
каждой точке a ∈ O положителен:

〈∇2V (a)(h), h〉 > 0 ∀h ∈ Ta(M) \ {0}.
Ниже предполагается HF -дополняемость многообразия M .
Основываясь на этих определениях и на идее продолжимости решения нелинейного уравне-

ния по параметру, можно сформулировать теорему существования и единственности экстремали
функционала в области банахова многообразия.

Предварительно заметим, что в случае обнаружения хотя бы одной критической точки a в
геодезически выпуклой области O ⊂M для геодезически выпуклого на O функционала V точка a
автоматически окажется единственной критической точкой и одновременно невырожденной точкой
глобального минимума для V на M (напомним, что область O ∈ M называется геодезически
выпуклой, если любые две точки a и b этой области служат началом и концом единственной
геодезической кривой в O; кривая x(t) на M называется геодезической, если она принадлежит
классу C2 и ẍ(t) ∈ Nx(t)(M) ∀t).

Теорема 4.1.1. Пусть функционал V на M включен в гладкое семейство гладких фредголь-
мовых нулевого индекса функционалов Vt, V = V0, на M, и пусть на замыкании O геодезически
выпуклой области O ∈M выполнены следующие условия:

1) семейство первых кодифференциалов ∇Vt(·) задает собственное отображение

O × [0, 1] −→ F

(прообраз компакта компактен);
2) функционал Vt является геодезически выпуклым на O ∀t;
3) ∇Vt(x) 6= 0 ∀(x, t) ∈ ∂O × [0, 1];
4) ∇V1(a) = 0 для некоторой точки a ∈ O.
Тогда существует единственная критическая точка функционала V в O и в этой точке

он принимает абсолютно минимальное на O значение.

Доказательство. Из условия собственности 1) вытекает компактность множества

L = {(x, t) ∈ O × [0, 1] : ∇Vt(x) = 0},
а из условий фредгольмовости индекса нуль и выпуклости функционалов следует, что L — одно-
мерное гладкое подмногообразие в O × [0, 1]. Из условия 4) следует, что пересечение L со слоем
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O×{1} непусто. Более того, из условий выпуклости вытекает, что это пересечение состоит из од-
ной точки. Из этих же условий вытекает, что пересечение L с каждым из множеств O×{t} состоит
из одной точки или пусто. Так как отображение p : L −→ [0, 1], p(x, t) = t, регулярно в каждой
точке a ∈ O при каждом t ∈ [0, 1] (в силу обратимости второго кодифференциала, вытекающей
из его положительности и фредгольмовости нулевого индекса), то образ p открыт и одновременно
замкнут в [0, 1]. Так как он непуст (в нем содержится единица), то он должен совпадать со всем
отрезком [0, 1]. Это означает существование критической точки в O для Vt при любом значении t
и, в частности, при t = 0. Что и требовалось доказать.

Пример 4.1.3. Функционал действия на многообразии сферических петель.

Многообразие

M = {f ∈ C2([0, 1], SO(3)) : f(0) = f(1) = I}.
является HF -дополняемым в аффинном пространстве

E = {X(t) ∈ C2([0, 1],Mat(3)) : X(0) = X(1) = I}

(T (E) = {x(t) ∈ C2([0, 1],Mat(3)) : x(0) = x(1) = 0}) с F = C([0, 1],Mat(3)) и H =
L2([0, 1], Mat(3)),

〈X,Y 〉 =
1
2

∫ 1

0
trX>Y dt.

Разложения (4.1.2) и (4.1.3) здесь порождены прямым ортогональным (в метрике Картана—
Киллинга) разложением

Mat(3) = so(3)⊕ SMat(3), SMat(3) = {A ∈ Mat(3) : A> = A}.

Многообразие M̂ также является HF -дополняемым в

E = {r(t) ∈ C2([0, 1],R3) : r(0) = r(1) = r3}

(T (E) = {x(t) ∈ C2([0, 1],R3) : x(0) = x(1) = 0}) с F = C([0, 1],R3) и H = L2([0, 1],R3).
Разложения (4.1.2) и (4.1.3) в этом случае порождены прямым ортогональным разложением

R3 = span(x)⊕ span(x)⊥ ∀x ∈ S2.
Для кодифференциалов функционала Дирихле

V =
∫ 1

0
ẋ2dt

на многообразии M̃ имеют место следующие представления:

∇V (x) =
D

dt
(ẋ) = −(ẍ + |ẋ|2x),

∇2V (x)(h) = −
(

D

dt

)2

h + [ẋ, [ẋ, h]] = −ḧ + (ḧ, x)x− |ẋ|2h

([·, ·] - векторное произведение,
D

dt
— оператор ковариантного дифференцирования вдоль кривой

x(t) на сфере [43]).
Данный функционал во всех точках многообразия M̂ является фредгольмовым индекса нуль.

Собственным и геодезически выпуклым он будет, например, на области, заданной соотношением
max |ẋ(t)| < π. Геодезически выпуклую подобласть нетрудно выделить, если рассмотреть стерео-
графические проекции сферических петель из центра сферы на касательную (к сфере) плоскость
в точке r3.
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4.2. РЕДУЦИРУЮЩИЕ СУБМЕРСИИ НА БАНАХОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ

Определение 4.2.1. Пусть на гладком банаховом многообразии M , моделируемом банаховым
пространством E, задан гладкий функционал V (x). Пусть на открытом подмножестве O ⊂ M , име-
нуемом в дальнейшем областью, задан конечный набор гладких функционалов P = {p1, . . . , pn},
первые дифференциалы которых в каждой точке a ∈ O образуют линейно независимую систему
векторов (в сопряженном касательном пространстве). Предположим также, что существует глад-
кое отображение ϕ : U −→ O, именуемое в дальнейшем маргинальным отображением, где U —
образ отображения

p : O −→ Rn, p(x) := (p1(x), . . . , pn(x)),
для которого

pj(ϕ(ξ)) = ξj ∀ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ U , j = 1, . . . , n,

и выполнены следующие условия:
1) ϕ(ξ) — единственная экстремаль для ограничения

V |p−1(ξ) ∀ξ ∈ U ;

2) ϕ(ξ) — невырожденная точка абсолютного минимума для того же ограничения V |p−1(ξ) ∀ξ ∈ U .
Тогда набор P будем называть редуцирующей системой или системой ключевых параметров

для функционала V на области O.

Функция
W (ξ) := V (ϕ(ξ)) = inf

x:p(x)=ξ
V (x)

называется ключевой.
Как и в случае линейных пространств, имеет место следующее утверждение.

Теорема 4.2.1. Пусть W — ключевая функция для функционала V на области O, и пусть
U — область определения ключевой функции.

Точка x̄ ∈ O является критической для V тогда и только тогда, когда существует кри-
тическая точка ξ̄ ∈ U функции W, такая, что x̄ = ϕ(ξ̄). При этом невырожденность x̄ для V
равносильна невырожденности ξ̄ для W.

Так как утверждение является фактически локальным, то оно вытекает из аналогичной теоремы
в случае линейных банаховых пространств.

Будем говорить, что гладкий функционал l на O гладко зависит от системы P, если на U
найдется гладкая функция α, такая, что имеет место представление

l(x) = α(p1(x), . . . , pn(x)) ∀x ∈ O.

Определение 4.2.2. Пусть для гладкого функционала V на области O заданы две редуциру-
ющие системы P = {p1, . . . , pn} и Q = {q1, . . . , qm} с условием гладкой зависимости каждого
функционала системы P от системы Q. Тогда будем говорить, что редуцирующая система P явля-
ется сужением редуцирующей системы Q (или Q является расширением P).

Две редуцирующие системы P и Q называются эквивалентными, если P является расширением
Q и Q является расширением P.

Теорема 4.2.2. Пусть функции W и W̃ на областях U ⊂ Rn и Ũ ⊂ Rm являются ключевыми
для гладкого функционала V на области O в редуцирующих системах P = {p1, . . . , pn} и Q =
{q1, . . . , qm}. Пусть система P является сужением системы Q, и пусть при этом π1, . . . , πn —
набор гладких функций на Ũ , посредством которых P гладко выражается через Q:

pj(x) = πj(q1(x), . . . , qm(x)), j = 1, . . . , n. (4.2.1)

Тогда система функций π1, . . . , πn является редуцирующей для функции W̃ на Ũ и функция
W является ключевой для функции W̃ в этой редуцирующей системе:

W (ξ) = inf
ξ̃:π(ξ̃)=ξ

W̃ (ξ̃), (4.2.2)

π(ξ̃) := (π1(ξ̃), . . . , πn(ξ̃).
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Доказательство. Так как отображения p = (p1, . . . , pn) и q = (q1, . . . , qm) являются субмерсиями,
то из соотношения (4.2.1) следует, что ранг матрицы Якоби системы функций π1, . . . , πn равен n
в каждой точке области Ũ . Следовательно, π является субмерсией из Ũ на U . Для любого ξ ∈ U
функция W̃ имеет в слое π−1(ξ) единственную экстремаль (точку абсолютного минимума) ψ(ξ),
где ψ := p · ϕ̃ — соответствующее данной системе маргинальное отображение (ϕ̃ — маргинальное
отображение для редуцирующей системы Q). Из теоремы 4.2.1 вытекает, что ψ(ξ) является невы-
рожденной критической точкой для W̃ |π−1(ξ). Что и требовалось доказать.

Из данной теоремы вытекает, что сужение редуцирующей системы можно определять непосред-
ственно через композицию редуцирующих субмерсий.

Рассмотренное выше отображение π : Ũ −→ U называется связывающей субмерсией.
Очевидно, что в случае эквивалентности редуцирующих систем P = {p1, . . . , pn} и Q =

{q1, . . . , qm} имеет место равенство m = n. Ключевые функции, полученные в эквивалентных
системах, являются гладко эквивалентными (т. е. связанными друг с другом диффеоморфной за-
меной аргумента).

Теорема 4.2.3. Пусть функции W и W̃ на областях U ⊂ Rn и Ũ ⊂ Rm являются ключевыми
для гладкого функционала V на области O в редуцирующих системах P = {p1, . . . , pn} и
Q = {q1, . . . , qm}. Пусть при этом заданные редуцирующие системы P и Q имеют общее
расширение (т. е. существует третья редуцирующая система, являющаяся расширением как
первой, так и второй из них).

Тогда между множествами критических точек функций W и W̃ можно установить такое
взаимно однозначное соответствие, что в каждой паре соответствующих друг другу кри-
тических точек a и ã ростки функций W и W̃ положительно стабильно гладко эквивалетны
(т. е. становятся гладко эквивалентными после добавления к ним положительно определен-
ных квадратичных форм дополнительных переменных).

Расширение Q редуцирующей системы P называется правильным, если существует такой диф-
феоморфизм θ : G −→ Ũ , где G — окрестность подмножества U × {0} в декартовом произведении
U × Rn−m, что π · θ(ξ, η) ≡ ξ и

W̃ (θ(ξ, η)) = W (ξ) + |η|2 ∀(ξ, η) ∈ G. (4.2.3)

Редуцирующие системы P и Q называются стабильно эквивалентными, если они имеют эк-
вивалентные правильные расширения.

Ключевые функции, порожденные стабильно эквивалентными редуцирующими системами, явля-
ются положительно стабильно гладко эквивалентными (т. е. становятся гладко эквивалентны после
добавления к ним положительно определенных квадратичных форм дополнительных переменных).

Теорема 4.2.4. Пусть редуцирующая система Q = {q1, . . . , qm} является расширением ре-
дуцирующей системы P = {p1, . . . , pn}. Пусть образы субмерсий q и p совпадают с Rm и Rn

соответственно (Ũ = Rm и U = Rn), и пусть ключевая функция W̃ коэрцитивна на слоях
π−1(ξ) ∀ξ ∈ Rn (π — связывающая субмерсия). Тогда расширение Q является правильным
для P.

Доказательство. Предварительно заметим, что условие единственности экстремали для огра-
ничения W̃ |π−1(ξ) в паре с условием коэрцитивности влечет некомпактность подмногообразий
π−1(ξ) ⊂ Rm ∀ξ.

Из параметрической леммы Морса (леммы о расщеплении особенности) вытекает существова-
ние такого семейства диффеоморфизмов αξ : Tξ −→ Ωξ, где

Ωξ = {x ∈ π−1(ξ) : W̃ (x) 6 c(ξ)},

Tξ = {η ∈ Rm−n : |η|2 6 c(ξ)},
c(ξ) — некоторая гладкая положительная функция на Rn, что

W̃ (αξ(η)) = |η|2 ∀η ∈ Tξ, ∀ξ ∈ Rn
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и при каждом ξ в некоторой (зависящей от ξ) окрестности сферы

Sξ := ∂Tξ = {η : |η|2 = c(ξ)}
данный диффеоморфизм является сопрягающим для потоков градиентных векторных полей функ-
ций W̃ |π−1(ξ) и | · |2. Продолжая диффеоморфизмы αξ (вне сферы {η : |η|2 = c(ξ)}) вдоль траекторий
градиентных векторных полей так, как это делается в теории Морса [109], получим в итоге иско-
мый «распрямляющий» послойный диффеоморфизм

θ : (ξ, η) 7−→ ξ̃ = αξ(η)

из Rm на Rm.

Пример 4.2.1. Функционал энергии круглой упругой пластины.

В [46,47] А. В. Гнездиловым и одним из авторов данной работы было установлено, что ключевая
функция, отвечающая за ветвление осесимметричных конфигураций круглой упругой пластины
при ее равномерном (по контуру) сжатии в направлении нормалей, глобально продолжима на
пространство ключевых переменных.

Аналогичный вопрос для неосесимметричных конфигураций и для пластин произвольной формы
пока открыт.

Ветвление решений уравнения Кармана в случае круглой пластины исследовалось многими спе-
циалистами по нелинейному анализу и теории упругости [29, 39, 40]. Соответствующие аналити-
ческие результаты в большинстве случаев имеют локальный характер. При их получении приме-
няются, как правило, локальная схема Ляпунова—Шмидта (не вариационная) или галеркинские
аппроксимации уравнений Кармана.

Формы упругих равновесий круглой пластины, равномерно сжатой по краю (вдоль нормалей), в
модели Кармана описываются системой двух уравнений [40]

∆2w + λ∆w − [w, ϕ] = ∆2ϕ +
1
2
[w, w] = 0, (4.2.4)

в которой ∆ — оператор Лапласа,

[w, ϕ] = wxxϕyy + wyyϕxx − 2wxyϕxy,

w — функция прогиба, ϕ — функция напряжения, λ — параметр нагрузки. Уравнение (4.2.4) до-
полняется краевыми условиями, отвечающими характеру закрепления края пластины. Рассмотрим
случай жесткого закрепления:

ϕ = ϕx = ϕy = w = wx = wy = 0|∂Ω. (4.2.5)

Здесь Ω — область определения функций w и ϕ, заданная в виде единичного круга и итерпретиру-
емая как геометрическая форма ненагруженной пластины:

Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 1}.
Уравнение (4.2.4) при краевых условиях (4.2.5) является уравнением Эйлера—Лагранжа экстре-

малей функционала полной энергии

V (w, ϕ, λ) =
1
2

∫

Ω

∫ (|∆w|2 − |∆ϕ|2 − λ|∇w|2 − ϕ[w,w]
)
dx dy.

После перехода к полярным координатам x = r cosϕ, y = r sinϕ и спуска в пространство
осесимметричных функций w = w(r) получим интеграл энергии в виде V = 2πV̂ , где

V̂ =
1
2

1∫

0

r

(
|∆̂w|2 − |∆̂ϕ|2 − λ

(
dw

dr

)2

+
1
r

dϕ

dr

(
dw

dr

)2
)

dr, (4.2.6)

∆̂ =
d2

dr2
+

1
r

d

dr
.

После замены v =
dw

dr
, ψ =

dϕ

dr
получим

U(v, ψ, λ) = V̂ (w, ϕ, λ) =
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=
1
2

1∫

0

r

(
A(v)v −A(ψ)ψ − λv2 +

ψv2

r

)
dr,

где

A = − d2

dr2
− 1

r

d

dr
+

1
r2

I

— дифференциальный оператор Бесселя.
Стандартным редуцирующим переходом к функционалу

Ũ(v, λ) = sup
ψ

U(v, ψ, λ) =

=
1
2

1∫

0

r

(
A(v)v − λv2 +

1
4
A−1(

v2

r
)
v2

r

)
dr

избавляемся от переменной ψ.
Устойчивые осесимметричные конфигурации пластины соответствуют точкам локального мини-

мума функционала Ũ .
Из краевых условий (4.2.5) и условия осевой симметрии следует, что v удовлетворяет граничным

условиям
v(0) = v(1) = 0. (4.2.7)

Обозначим через E пространство функций класса C2 на отрезке [0, 1], удовлетворяющих крае-
вым условиям (4.2.7), а через H — пространство функций с суммируемым весовым квадратом на
[0, 1] и скалярным произведением

〈u, v〉 =
∫ 1

0
ruv dr.

Очевидно, что функционал Ũ является гладким.

Теорема 4.2.5 (см. [46,47]). Пусть e1, . . . , en — такой линейно независимый набор функций
в E, что при λ 6 l, где l — некоторое положительное число, квадратичная форма

〈(A− λI)v, v〉 (4.2.8)

положительна на E ∩ span(e1, . . . , en)⊥ (ортогональном дополнении в метрике 〈u, v〉 простран-
ства H). Тогда

1) функция

W (ξ, λ) = inf
v: 〈v,ej〉=ξj , j=1,...,n

Ũ(v, λ), ξ = (ξ1, . . . , ξn), λ 6 l,

является гладкой на Rn;
2) существует взаимно однозначное соответствие между множествами критических то-

чек функционала Ũ и функции W , сохраняющее коранги и индексы Морса критических точек.

Доказательство. Пусть

E0 = E ∩ span(e1, . . . , en)⊥, F0 = C([0, 1]) ∩ span(e1, . . . , en)⊥.

Экстремаль v = ϕ(ξ) функционала Ũ |Eξ
, где Eξ = {v ∈ E : 〈v, ej〉 = ξj , j = 1, . . . , n}, задается

уравнением
g(v, λ) = 0, v ∈ Eξ, (4.2.9)

где g — отображение Eξ −→ F0, заданное соответствием

v 7−→ f(v, λ)−
n∑

j=1

〈f(v, λ), ẽj〉ẽj ,

f(v, λ) := A(v)− λv +
v

2r
A−1

(
v2

r

)
,
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ẽ1, . . . , ẽn — любой ортонормированный базис в span(e1, . . . , en). Отображение g является локально
диффеоморфно обратимым. Последнее вытекает из фредгольмовости g (индекса 0), положитель-
ности (4.2.8) и следующего утверждения

Лемма 4.2.1. Для функционала

S(v) =
〈
A−1(

v2

r
),

v2

r

〉

выполнено соотношение (условие выпуклости):

d2

dv2
S(v, λ)(h, h) ≥ 0, ∀v, h ∈ E, λ < l.

Доказательство леммы можно осуществить непосредственной проверкой. Заметим сначала, что

d2S

dv2
(v, λ)(h, h) =

〈
A−1

(
v2

r

)
,
h2

r

〉
+ 2

〈
A−1

(
vh

r

)
,
vh

r

〉
. (4.2.10)

Второе слагаемое неотрицательно вследствие положительной определенности оператора A. Поло-
жительность же первого слагаемого вытекает из доказанной ниже леммы 4.2.2.

Лемма 4.2.2. Оператор A−1 : F −→ E позитивен: v(r) ≥ 0 ∀r, если A(v)(r) ≥ 0 ∀r.
Доказательство. Предположим противное: minA(v)(r) ≥ 0 и min v(r) < 0. Пусть минимум v
достигается в точке c ∈ (0, 1). Тогда vr(c) = 0, v(c) < 0 и

A(v)(c) = −vrr(c) +
v(c)
c2

≥ 0.

Следовательно, vrr(c) < 0. Последнее противоречит минимальности значения v(c).

Из лемм 4.2.1, 4.2.2 вытекает единственность и гладкая зависимость решения v = ϕ(ξ, λ) урав-
нения (4.2.9) от ξ и λ (в случае его существования).

Лемма 4.2.3. В условиях теоремы 4.2.5 уравнение (4.2.9) разрешимо.

Доказательство. Пусть H1 — гильбертово пространство функций, полученное замыканием по
норме ‖v‖1 := 〈A(v), v〉 пространства гладких функций, удовлетворяющих условию (4.2.7). Пусть
〈u, v〉1 := 〈A(u), v〉— скалярное произведение в H1. Тогда для Ũ имеем представление

Ũ(v, λ) =
1
2

(‖v‖1 − λ〈A−1(v), v〉1 + S(v)
)
, (4.2.11)

где

S(v) =
1
4

∥∥∥∥A−1

(
v2

r

)∥∥∥∥
2

1

.

Пусть H1
ξ — замыкание в H1 аффинного подпространства Eξ. Из положительности формы (4.2.8)

вытекает коэрцитивность Ũ в H1
ξ (неограниченное возрастание Ũ на бесконечности). Выпуклость

(по лемме 4.2.1) и коэрцитивность Ũ гарантируют существование экстремали Ũ в H1
ξ . Как обычно

(для таких задач), эта экстремаль находится на самом деле в Eξ. Повышение гладкости экстремали
v(r) можно произвести благодаря соотношению

v + λA−1(v) +A−1

(
v

2r
A−1

(
v2

r

))
=

n∑

j=1

µj êj , êj = A−1(ej),

являющемуся уравнением Эйлера—Лагранжа для экстремалей (условных) функционала (4.2.11)
в H1

ξ .

Доказательство первого утверждения теоремы следует из того, что W (ξ, λ) = Ũ(ϕ(ξ, λ), λ) , где
ϕ(ξ, λ) — гладкая функция.

Второе утверждение теоремы является локальным и вытекает из теоремы 4.2.1.
Представление (4.2.11) аналогично представлению (3.2.1).

Легко заметить, что любое линейное расширение этой редукции является правильным.
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Пример 4.2.2. Функционал энергии симметричного кирхгофова стержня.

Равновесные конфигурации прямолинейного и продольно сжатого кирхгофова стержня длины
единица с жестким закреплением концов описывается краевой задачей (см. [67–70, 123, 124]){

Jω̇ + [Jω, ω] + λ[r3, f
−1r3] = 0,

f(0) = f(1) = I
(4.2.12)

(см. [67–70, 123, 124]). Здесь λ — параметр сжимающей нагрузки, J = diag(J1, J2, J3) — тензор
упругости в поперечном сечении (Jk > 0 ∀k), ω(s) — угловая скорость движения нормального
сечения стержня в зависимости от параметра длины s средней линии стержня, записанная в
координатах тройки ортов f1(s), f2(s), f3(s), направленных по осям инерции нормального сечения,
r3 = f3(0). Орт f3(s) является касательным вектором к средней линии стержня, f(s) — матричная
функция, столбцами которой являются векторы f1(s), f2(s) и f3(s) (fk(s) = f(s)rk).

Уравнение (4.2.12) является уравнением Эйлера—Лагранжа экстремалей функционала полной
энергии

V (f, λ) =
1
2
〈Jω, ω〉+ λ〈r3, fr3〉, (4.2.13)

где

〈φ, ψ〉 =

1∫

0

(φ(s), ψ(s))ds.

Вектор ω = ω1r1 + ω2r2 + ω3r3 канонически отождествляется [8] с матрицей

Ω =




0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


 ,

для которой имеет место представление

Ω(s) = f−1(s)
df

ds
(s).

На первый взгляд, для функционала (4.2.13) существует весьма широкий класс конечномерно
редуцирующих систем (линейных в координатах θj), ключевые функции которых имеют постоян-
ный тип в отношении стабильной гладкой эквивалентности.

Однако этот пример не укладывается в развитую выше схему из-за наличия вырождения в слоях
θ1 = πk. Эйлеровы углы искажают топологическую картину поведения функционала (4.2.13) на
банаховом многообразии C2-петель в SO(3), что вызвано наличием особенностей в параметризации
группы SO(3) эйлеровыми углами.

По-видимому, здесь следует говорить о замене данной задачи новой (хотя и родственной) вари-
ационной задачей на трехмерном торе с угловыми координатами θ1, θ2, θ3 (поднятие функционала
(4.2.13) в накрывающее многообразие).

Более точную информацию о функционале (4.2.13) на энергетическом многообразии

Λ := {f(t) ∈ W 1
2 ([0, 1], SO(3)) : f(0) = f(1) = I}

можно получить, рассматривая естественную для него редукцию Морса—Ботта со значениями в
двумерной сфере. Эту редукцию можно разложить в композицию двух редукций: бесконечномер-
ной редукции в многообразие петель на двумерной сфере и конечномерной редукции из многооб-
разия петель на сфере к функции на двумерной сфере. Причем переход к угловым координатам
можно осуществить на втором этапе (при редуцировании из многообразия петель на сфере).

4.3. G-ИНВАРИАНТНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ

4.3.1. Банаховы G-многообразия. Пусть G — связная компактная группа Ли, H— гильберто-
во пространство, O(H) — группа ортогональных преобразований пространства H. Ортогональным
представлением группы G на H называется гомоморфизм (гладкий)

T : G −→ O(H)

(T : g 7→ Tg).
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Представление T задает ортогональное действие группы G на H:

(g, h) 7→ Tgh.

Пусть X — линейное подпространство в H, такое, что

Tgx ∈ X ∀x ∈ X , g ∈ G.

В этом случае определено ортогональное представление

T̄ : G −→ O(X )

(подпредставление T ). Подпространство X называется устойчивым (инвариантным) относительно
заданного действия группы G. В случае dimX < ∞ подпредставление T̄ называется конечномер-
ным.

Если X = span{e1, . . . , en}, где {ej}n
j=1 — ортонормированный набор в H, то dimX = n < ∞ и

существует матричное изображение оператора T̄ , т. е. матричное представление G в X ,

T̄ : G −→ O(n),

где O(n) — группа ортогональных матриц n× n. Матрица T̄g задается следующим образом:

T̄g =



〈Tge1, e1〉H . . . 〈Tgen, e1〉H

. . . . . . . . .
〈Tge1, en〉H . . . 〈Tgen, en〉H


 , (4.3.1)

где 〈·, ·〉H — скалярное произведение в H.
Пусть, как и ранее, задан функционал V : L1 −→ R, а f : L1 −→ L2 — его градиент (f =

gradH V ), где L1, L2 — вещественные банаховы пространства. Как и ранее, L1 непрерывно вложено
в L2, L1 и L2 непрерывно и плотно вложены в гильбертово пространство H и ind f = 0.

Функционал V называется инвариантным относительно действия группы G (G-симметричным),
если

V (Tgx) = V (x) ∀x ∈ L1, ∀g ∈ G.

Отображение f называется эквивариантным относительно действия группы G, если

f(Tgx) = Tgf(x) ∀x ∈ L1, ∀g ∈ G.

Имеет место следующее утверждение [69]: отображение f эквивариантно относительно дей-
ствия группы G в том и только в том случае, когда функционал V инвариантен относительно
действия данной группы G (V — потенциал f).

Орбитой orb(x0) группы G, проходящей через данную точку x0 ∈ E (или «выпущенной из
x0»), называется множество всех таких x ∈ E, для каждого из которых существует такой элемент
g0 ∈ G, что x = Tg0x0:

orb(x0) = {x = Tg0x0, g0 ∈ G}.
Наряду с orb(x0), для орбиты используется обозначение G(x0).

Ясно, что G(x0) = G(x1), если x1 ∈ G(x0).
Точка x0 ∈ E, такая, что G(x0) = {x0}, называется неподвижной точкой относительно

действия группы G.
Пусть f(x) = gradH V (x), функционал V (x) инвариантен относительно действия группы G,

0 — неподвижная точка данного действия группы и x0 — критическая точка функционала V , не
являющаяся неподвижной относительно действия данной группы G. Тогда

G(x0)\ {x0} 6= ∅.

Если x1 — произвольная точка G(x0), то по определению существует элемент g0 ∈ G, такой, что
x1 = Tg0 x0. Тогда, в силу эквивариантности градиентного отображения f относительно действия
группы G, имеем

f(x1) = f(Tg0x0) = Tg0f(x0).

Но так как x0 — критическая точка функционала V , то

f(x0) = gradH V (x0) = 0.
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Окончательно, с учетом того, что 0 является неподвижной точкой группы G, получаем

f(x1) = Tg00 = 0.

Таким образом,
gradH V (x1) = 0.

Это означает, что x1 также является критической точкой функционала V . Следовательно, если
некоторая точка x0 является критической для функционала V , то и вся орбита G(x0) состоит из
критических точек. Орбита функционала V , состоящая из критических точек, называется крити-
ческой орбитой функционала V .

Подчеркнем следующее: если критическая точка x0 не является неподвижной точкой относи-
тельно действия группы G и если G является непрерывной группой Ли (орбиты — многообразия),
то x0 не является изолированной критической точкой. Следовательно, x0 не будет и морсовской
(является вырожденной).

Пусть x0 — вырожденная (неморсовская) критическая точка функционала V . Определим
(обобщенный) индекс Морса функционала V в точке x0 как максимальную размерность подпро-
странства, на котором второй дифференциал функционала V в точке x0 отрицательно определен
(обозначение то же: Ind(V, x0)), см. [79].

Корангом функционала V в точке x0 (обозначается crk(V, x0)) называется размерность под-

пространства, на котором производная градиента
∂f

∂x
(x0) обращается в нуль [79]:

crk(V, x0) = dimKer
∂f

∂x
(x0).

Если G(x0) — критическая орбита функционала V , то индекс Морса данной критической орбиты
определяется следующим образом:

Ind(V, G(x0)) = Ind(V, x0).

Так как критические точки функционала V , лежащие на критических орбитах, не будут изо-
лированными и в силу этого не будут морсовскими, то их коранги не будут нулевыми. Можно
определить критическую орбиту (критическое многообразие) как морсовскую, если вырожден-
ность критических точек, лежащих на нем, является только проявлением их неизолированности.
Это означает, что для сужения функционала V на трансверсаль к многообразию G(x0) точка x0

будет морсовской критической точкой.
Критическая орбита G(x0) называется морсовской (невырожденной), если

dimTx0 G(x0) = crk(V, x0),

где Tx0 G(x0) — касательное пространство к G(x0) в точке x0. В противном случае орбита называ-
ется вырожденной (неморсовской).

4.3.2. Критические орбиты. Анализ G-инвариантных функционалов соприкасается с теорией
эквивариантных краевых задач механики и геометрии, разработкой которой занимались В. А. Тре-
ногин, Б. В. Логинов, Н. А. Бобылев, Ю. Г. Борисович, В. Г. Звягин, Дж. Марсден, Д. Сетинжер,
А. Вейнстейн, У. Козель, Т. Барч, В. Кравцевич, В. Марзантович, А. Ю. Борисович и многие
другие математики, с общим симметрийно-групповым анализом дифференциальных уравнений
(Л. В. Овсянников, Н. Х. Ибрагимов, А. М. Виноградов, В. Ф. Зайцев, П. Олвер и др.), а также с
теорией Ботта (по критическим многообразиям) в виде современной теории Морса для боттовских
интегралов (А. Т. Фоменко, В. В. Шарко и др.).

Редуцирующие схемы позволяют использовать элементы анализа гладких G-инвариантных
функций на конечномерных многообразиях, развитого в работах В. И. Арнольда, С. М. Гусейн-
Заде, В. Поэнару, С. Т. С. Уолла, Д. Сирсмы и др.

Пусть задана связная компактная группа Ли G и зафиксирован гладкий гомоморфизм

T : G −→ O(H)

из этой группы в группу ортогональных линейных преобразований гильбертова пространства H.
Гомоморфизм T задает ортогональное действие на пространстве H:

G×H −→ H,
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(g, x) 7−→ y = Tg(x) ∀(g, x) ∈ G×H.

В дальнейшем предполагается, что E, F, M и V инвариантны относительно данного действия:

Tg(E) ⊂ E, Tg(F ) ⊂ F, Tg(M) ⊂ M,

V (Tg(·)) = V (·) ∀g ∈ G.

Из инвариантности функционала V следует эквивариантность его первого и второго кодиффе-
ренциалов:

f Tg = Tg f (f = ∇1V ),

∇2V (Tgx) = Tg ∇2V (x)T −1
g ∀(g, x) ∈ G×M. (4.3.2)

Из соотношения (4.3.2) вытекают следующие два легко проверяемые утверждения:
1) множество критических точек V на M также является инвариантным (орбита каждой крити-

ческой точки состоит из критических точек),
2) критические точки, орбиты которых континуальны, являются вырожденными (неморсовски-

ми) и бесконечнократными.
С каждой критической точкой a однозначно связывается следующая пара линейных пространств:

Oa — касательное пространство в точке a к ее орбите, Na — ядро второго кодифференциала V на M
в точке a.

Очевидно, что Oa ⊂ Na. Причем последнее включение является строгим в каждой точке кри-
тической орбиты, если оно строго выполнено хотя бы в одной ее точке. В соответствии с опреде-
лением, данным в предыдущем разделе, критическая орбита, проходящая через точку a, является
морсовской, если

Na = Oa.

Индексом Морса морсовской критической орбиты называется, как и в случае обычных функ-
ционалов, максимальная размерность подпространства в Ta(M), на котором отрицательно опреде-
лен второй кодифференциал.

Если размерность критической орбиты G-инвариантного функционала V положительна, то, как
было отмечено выше, принадлежащие ей точки не являются морсовскими (так как морсовость при-
водит к изолированности критической точки). В этом случае целесообразно использовать предло-
женный Боттом [163] подход (см. также [18,94,109,141–143]), по которому орбиты характеризуются
сужениями функционала на локальные трансверсали к орбитам.

Теорема 4.3.1 (см. [131]). При условии фредгольмовости индекса нуль функционала V его
каждая компактная критическая морсовская орбита является структурно устойчивой: при
симметричных параметрических возмущениях hλ, λ ∈ Rm, h0 = 0, функционала V вблизи
невозмущенной критической орбиты с индексом Морса l имеется диффеоморфная ей крити-
ческая морсовская орбита для

Vλ = V + hλ

(при всех достаточно малых λ) с тем же индексом Морса l.

Доказательство вытекает из формулируемых ниже лемм (см. [129–131]).

Лемма 4.3.1. Пусть M — HF -дополняемое подмногообразие в E и Vλ — гладкий фредгольмов
функционал нулевого индекса на M , гладко зависящий от параметра λ ∈ Rm. Пусть a ∈ M —
морсовская критическая точка V0. Тогда найдутся такие окрестности O ⊂ Rm и U ⊂ M ,
содержащие 0 и a, и такое гладкое отображение ψ : O −→ U , что

1) ψ(0) = a,
2) ψ(λ) — единственная критическая точка Vλ в U ,
3) ψ(λ) — морсовская критическая точка Vλ,
4) Ind(Vλ, ψ(λ)) не зависит от λ.

Доказательство. Пусть A(x) — такое гладкое семейство изоморфизмов F −→ F , что

A(x)(T̂x(M)) = F0 ( := T̂a(M) ) ∀x ∈ U

(U — некоторая окрестность точки a). Рассмотрим векторное поле

gλ(x) := A(x) · ∇1Vλ(x). (4.3.3)
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При λ = 0 в точке a имеем
∂

∂x
g0(a) = A(a) · ∇2V0(a)

(вследствие того, что a — критическая точка: ∇1V0(a) = 0). Так как A(a) и второй кодифференциал
являются изоморфизмами, то их суперпозиция изоморфно действует из Ta(M) в F0. Следовательно,
отображение g0(·) : U −→ F0 удовлетворяет в точке a условиям теоремы о неявной функции, в
соответствии с которой найдется такое (единственное) гладкое отображение ψ : O −→ U (O—
некоторая окрестность нуля), что ψ(0) = a и gλ(ψ(λ)) = 0 ∀λ. Из последнего соотношения
вытекает, что ψ(λ) – критическая точка для Vλ, так как

∇1Vλ(ψ(λ)) = A(ψ(λ))−1 · gλ(ψ(λ)) = 0.

Из открытости множества изоморфизмов в пространстве линейных операторов, действующих в
любой фиксированной паре банаховых пространств, легко получить морсовость критических точек
ψ(λ) при достаточно малых λ.

Если воспользоваться теоремой из [151, 152] об одновременной продолжимости вторых дифферен-
циалов Vλ на общее энергетическое пространство (гильбертово пространство, в котором производ-
ная Фреше градиента Vλ представима в виде оператора Лере—Шаудера), то нетрудно установить,
что для всех точек ψ(λ), при всех достаточно малых λ, индекс Морса будет постоянным.

Лемма 4.3.2. Пусть Mq — гладкое семейство HF -дополняемых подмногообразий1 в E, q ∈
Rl, и V — гладкий фредгольмов функционал индекса нуль на M0. Пусть a ∈ M0 — морсовская
критическая точка V |M0 . Тогда найдутся такие окрестности O ⊂ Rl и U ⊂ E, содержащие 0
и a, и такое гладкое отображение ψ : O −→ U , что

1) ψ(0) = a,
2) ψ(q) — единственная критическая точка V |Mq в U ,
3) ψ(q) — морсовская критическая точка V |Mq ,
4) Ind(V |Mq , ψ(q)) не зависит от q.

Доказательство этой леммы почти дословно повторяет доказательство предыдущей леммы.
Нуждается в коррекции лишь определение векторного поля g (см. (4.3.3)):

gq(x) := Aq(x) · ∇1V (x).

Семейство изоморфизмов Aq(x) определено так же, как определялось семейство A(x), с тем лишь
отличием, что теперь изменяется не только точка x многообразия, но и само многообразие.

Постоянство индекса Морса — тривиальное следствие параметрической леммы Морса (на конеч-
номерных многообразиях).

Доказательство теоремы 4.3.1. Введем сначала трубчатую окрестность U над орбитой O точ-
ки a, т. е. такую окрестность U , на которой определена гладкая расслаивающая ретракция
π : U −→ O, задающая на U структуру расслоенного многообразия с базой O и слоями
Rb := π−1(b). Построение такой окрестности над компактной орбитой не представляет большо-
го труда. Сначала строится в каждой точке b орбиты O ортогональное дополнение Lb в E (по
метрике H) к касательному пространству Tb(O). Затем в E выбирается такая окрестность Û , что
для любых b, c ∈ O, b 6= c, множества Lb ∩ Û и Lc ∩ Û не пересекаются. Окрестность Û таким
образом гладко расслаивается над орбитой O со слоями Lb ∩ Û . Пусть π̂ : Û −→ O — соответству-
ющее расслаивающее отображение, и пусть U = Û ∩M, π = π̂|U . Очевидно, что π также является
гладкой расслаивающей ретракцией из U на O.

Будем считать, что множество Û инвариантно относительно действия G (в случае компактной
группы построение инвариантного множества Û не потребует больших затрат).

Так как морсовость орбиты O означает, что для любой точки b ∈ O функционал V0|Rb
является

фредгольмовым индекса нуль, а точка b является при этом его критической точкой Морса, то по
ранее доказанным леммам при достаточно малых λ для Vλ останется ровно по одной условной

1Гладкость Mq означает, что существует гладкое семейство гладких вложений θq : M0 −→ Mq ⊂ E.
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критической точке в слоях Rb (для возмущенного функционала) и эти точки останутся морсов-
скими. Поскольку эти точки задают гладкое сечение рассмотренного выше отображения π, то их
совокупность образует гладкое подмногообразие Õ, диффеоморфное орбите O.

Нетрудно заметить, что точки подмногообразия Õ и только они являются критическими точ-
ками функционала Vλ в окрестности U (если эта окрестность достаточно мала). Последнее легко
установить, если заметить что, во-первых, все орбиты, достаточно близкие к O, трансверсальны
Rb ∀b ∈ O и, во-вторых, каждая критическая точка сужения Vλ|Õ всегда (даже при несимметрич-
ных возмущениях) является критической и для Vλ (ниже такие многообразия будут рассмотрены
более подробно в виде квазиинвариантных подмногообразий).

Так как подмногообразие Õ компактно, то Vλ|Õ имеет не менее двух критических точек. Ор-
бита любой из них является критической и трансверсально пересекающей все слои Rb. Так как
любая точка пересечения критической орбиты с Rb является критической и для Vλ|Rb

, то она
автоматически является единственной и, следовательно, совпадающей с точкой Rb ∩ Õ.

Таким образом, подмногообразие Õ является орбитой.
Утверждение о неизменности индекса Морса — следствие теоремы об устойчивости индекса

Морса фредгольмова функционала.

4.4. РАЗРУШЕНИЕ КРИТИЧЕСКИХ ОРБИТ ПРИ ВОЗМУЩЕНИЯХ

Как уже отмечалось выше, критические точки функционалов с непрерывной симметрией мо-
гут появляться не изолированно, а в виде континуумов, представляющих собой орбиты действий
групп Ли. В таких критических точках теряется морсовость (невырожденность второго кодиффе-
ренциала) и конечнократность. Однако после локальной «факторизации» функционала по орбитам
(перехода к сужению функционала на локальныую трансверсаль к орбите) можно получить экви-
вариантные аналоги морсовости и конечнократности.

Ниже будет показано, что при нарушающих симметрию возмущениях вблизи распадающихся
компактных критических орбит остаются диффеоморфные орбитам квазиинвариантные подмного-
образия возмущенного функционала [128–131].

4.4.1. Квазиинвариантные подмногообразия. Пусть J : N −→ R1 — гладкий функционал,
N — гладкое банахово многообразие (без края), K — гладкое подмногообразие в N (без края).

Определение 4.4.1. Подмногообразие K называется квазиинвариантным, если существует та-
кая гладкая ретракция p : O(K) −→ K, где O(K) — окрестность K в N , что каждая точка a ∈ K
является критической точкой для сужения J |p−1(a).

Пусть Ξ и Ξ1 — модельные пространства для N и K.

Теорема 4.4.1. Если K — квазиинвариантное подмногообразие N и подпространство Ξ1 до-
полняемо (существует такое подпространство Ξ2 ⊂ Ξ, что Ξ = Ξ1⊕Ξ2), то найдутся такая
окрестность K в N , Õ(K) ⊂ O(K), и такое открытое множество W ⊂ Ξ2, что четверка
(Õ(K),K,W, p) является гладким локально тривиальным расслоением с базой K, стандарт-
ным слоем W и проекцией p.

Доказательство. Из дополняемости подпространства Ξ1 следует, что ретракция p : O(K) −→ K
(см. определение 4.4.1) является расщепляющей субмерсией [24]. Следовательно, утверждение
теоремы вытекает из теоремы о локальной структуре расщепляющей субмерсии [24].

Таким образом, в случае существования прямого дополнения Ξ2 для Ξ1 определение квазиин-
вариантного подмногообразия можно заново сформулировать следующим образом.

Определение 4.4.2. Подмногообразие K называется квазиинвариантным, если некоторая
окрестность K в N гладко расслаивается над K и каждая точка a ∈ K является критической
точкой для сужения J |p−1(a), где p — проекция расслоения.

Если каждая точка a ∈ K является морсовской критической точкой для сужения J |p−1(a), то K
называется регулярным (морсовским) квазиинвариантным подмногообразием.

Для всех точек связного морсовского квазиинвариантного подмногообразия K индекс Морса
J |p−1(a) будет постоянным (см. доказываемые ниже леммы и ссылки на теоремы С. Л. Царева),
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и это постоянное значение называется индексом Морса квазиинвариантного подмногообразия K
(обозначаемым Ind(J,K)).

Напомним, что индексом Морса морсовской критической орбиты называется максимальная
размерность подпространства в Ta(M), на котором отрицательно определен второй кодифференци-
ал.

При условии фредгольмовости индекса ноль функционала V на M каждая его компактная
морсовская критическая орбита является структурно устойчивой (без требования инвариантно-
сти возмущения): при гладком параметрическом возмущении hλ, λ ∈ Rm, h0 = 0, функционала
V вблизи невозмущенной критической орбиты имеется диффеоморфное ей морсовское квазиин-
вариантное подмногообразие для Vλ = V + hλ (при малых λ). При условии фредгольмовости
индекса ноль функционала V на M каждое его компактное морсовское квазиинвариантное под-
многообразие также является структурно устойчивым: при гладком параметрическом возмущении
hλ, λ ∈ Rm, h0 = 0, функционала V вблизи невозмущенного квазиинвариантного подмногообразия
имеется диффеоморфное ему морсовское квазиинвариантное подмногообразие для Vλ = V +hλ (при
всех достаточно малых λ) [128]. Значение индекса Морса при этом также сохраняется. Точные
формулировки соответствующих теорем будут даны в следующем разделе.

Замечание 4.4.1. В случае, когда все точки a из K фредгольмовы для сужений J |p−1(a), под-
многообразие K будем называть фредгольмово квазиинвариантным.

Замечание 4.4.2. Любое H-дополняемое инвариантное (относительно градиентного потока)
подмногообразие является квазиинвариантным. Обратное неверно, что показывает следующий при-
мер на плоскости.

Пусть
J(x, y) = x4 + y4 − 2(x2 + y2).

В полярных координатах x = r cosϕ, y = sinϕ получаем:

Ĵ = r4(cos4 ϕ + sin4 ϕ)− 2r2.

Множество точек, стационарных по радиальному направлению, задается уравнением

∂Ĵ

∂r
= 4(r3(cos4 ϕ + sin4 ϕ)− r) = 0.

Ненулевые стационарные по r точки образуют замкнутую кривую K, заданную уравнением

r =
1√

cos4 ϕ + sin4 ϕ
. (4.4.1)

Пусть O(K) = R2\{(0, 0)}, а p : O(K) −→ K — отображение (r, ϕ) 7−→ (r(ϕ), ϕ), где r(ϕ) задано
(4.4.1). При (r, ϕ) ∈ K имеем

grad Ĵ(r, ϕ) =
(
0,

∂Ĵ

∂ϕ
(r, ϕ)

)
.

Касательное пространство T(r,ϕ)K к K в точке (r, ϕ) является линейной оболочкой вектора
(1, r′(ϕ)). Легко проверить, что существуют такие точки (r, ϕ) ∈ K, для которых grad Ĵ(r, ϕ) /∈
T(r,ϕ)K. Это означает, что подмногообразие K не является инвариантным.

4.4.2. Несимметричные возмущения. Если в условиях теоремы 4.3.1 снять требование инва-
риантности h (возмущение нарушает симметрию), то критическая орбита вообще говоря исчезнет,
но вблизи невозмущенной компактной морсовской орбиты останется не менее двух критических
точек возмущенного функционала. Это утверждение легко вывести из формулируемой ниже общей
теоремы (см. [129, 131]).

Теорема 4.4.2. При условии фредгольмовости индекса нуль функционала V каждая его ком-
пактная морсовская критическая орбита является структурно устойчивой (без требования
инвариантности возмущения) в следующем расширенном смысле: если задано гладкое пара-
метрическое возмущение hλ, λ ∈ Rm, h0 = 0, функционала V , то вблизи невозмущенной
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критической орбиты с индексом Морса l имеется диффеоморфное ей морсовское квазиинвари-
антное подмногообразие для Vλ = V + hλ (при всех достаточно малых λ) с тем же индексом
Морса l.

Доказательство почти дословно повторяет рассуждения, которые были использованы в доказа-
тельстве теоремы 4.3.1 (за исключением требования инвариантности окрестности U).

Очевидно, что подмногообразие Õ является квазиинвариантным.
Утверждение о сохранении индекса Морса — прямое следствие теоремы одного из авторов [148]

об устойчивости индекса Морса для фредгольмовых функционалов.

Замечание 4.4.3. Можно доказать, что в условиях этой теоремы существуют не менее двух
критических точек функционала Vλ (при малых λ), принадлежащих Õ. Это вытекает из того, что
ограничение Vλ на компактное подмногообразие Õ имеет, как минимум, две критические точки.

Более точную оценку снизу количества «оставшихся» после разрушения критической орбиты
критических точек дает категория Люстерника—Шнирельмана орбиты [22].

В заключение дадим формулировку более общего утверждения.

Теорема 4.4.3 (см. [131]). При условии фредгольмовости индекса нуль функционала V каж-
дое его компактное морсовское квазиинвариантное подмногообразие является структурно
устойчивым: если задано гладкое параметрическое возмущение hλ, λ ∈ Rm, h0 = 0, функцио-
нала V , то вблизи невозмущенного квазиинвариантного подмногообразия с индексом Морса l
имеется диффеоморфное ему морсовское квазиинвариантное подмногообразие для Vλ = V +hλ

(при всех достаточно малых λ) с тем же индексом Морса l.

Доказательство повторяет те же рассуждения, которые были использованы в доказательствах
теорем 4.3.1, 4.4.2 (с очевидной модификацией в заключительной части). Подчеркнем лишь, что
компактность исходного квазиинвариантного подмногообразия K предопределяет, во-первых, его
конечномерность и, во-вторых, существование трубчатой окрестности этого многообразия, гладко
расслоенной над K на трансверсальные диски, в каждом из которых Vλ имеет при достаточно
малых λ единственную (условную) критическую точку (причем морсовскую, см. теорему 4.4.1).
Совокупность всех таких разбросанных по трансверсальным слоям точек и образуют квазиинва-
риантное подмногообразие K̃ функционала Vλ.

Замечание 4.4.4. Интеграл Дирихле

V =
1
2

1∫

0

|ḟ(t)|2dt

на многообразии M матричных C2-петель f : [0, 1] −→ SO(3) в единице эквивариантен относи-
тельно стандартного действия SO(3) на M :

(g, f(t)) 7−→ g−1f(t) g,

и его нетривиальные критические орбиты диффеоморфны двумерной евклидовой сфере. Его экстре-
мали — геодезические петли, соответствующие одномерным подгруппам в SO(3). Роль градиента
V выполняет оператор

F : f 7−→ − d

dt
Ω(f),

задающий фредгольмово отображение из M в банахову алгебру Ли непрерывных кососиммет-
ричных матричных функций. Следовательно, при несимметричных возмущениях вблизи каждого
исчезающего критического сфероида остается не менее двух критических точек возмущенного
функционала.

Замечание 4.4.5. Теоремы 4.3.1–4.4.3 позволяют отыскивать критические петли классических
«твердотельных» функционалов действия

V =
1
2

1∫

0

〈AΩ(t),Ω(t)〉dt + λ

1∫

0

(f(t)r, e)dt
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(см. [5]).
А именно: при классических «твердотельных» возмущениях интеграла Дирихле вблизи каждого

критического сфероида функционала Дирихле остается, как минимум, пара критических петель
функционала энергии твердого тела, если малы величины A− I и λ.

Если L ⊂ M — компактная морсовская критическая орбита V0 с индексом Морса m, то (см.
теорему 4.4.2) при достаточно малых ε вблизи L существует квазиинвариантное подмногообразие
Lε функционала Vε = V (·, ε), диффеоморфное L (L0 = L), с тем же индексом Морса m (см. [128–
130]). При этом существует (см. леммы 4.3.1 и 4.3.2) φε : L −→ Lε — гладкое семейство гладких
диффеоморфизмов, такое, что φ0 = id : L −→ L (см. [128]). Суперпозиция Wε(ξ) = Vε(φε(ξ))
является ключевой функцией (ξ ∈ L). Если ξ0 ∈ L — критическая точка Wε с индексом Морса l,
то φε(ξ0) ∈ Lε — критическая точка Vε с индексом Морса m + l, поэтому поиск бифурцирующих
(из точек орбиты) экстремалей Vε вблизи L сводится к исследованию функции Wε(ξ).

Теорема 4.4.4 (см. [131]). Для функции Wε(ξ) имеет место следующее представление:

Wε(ξ) = W0 +
q∑

i=1

εiVi(ξ) + o(|ε|),

где W0 = V0(ξ) = const, Vi =
∂V

∂εi
(·, 0), ξ ∈ L, ε ∈ Rq.

Доказательство. Используя тейлоровское разложение функционала Vε (по ε), ключевую функцию

можно представить в следующем виде (полагая Vi =
∂V

∂εi
(·, 0)):

Wε(ξ) = Vε(φε(ξ)) = V0(φε(ξ)) +
q∑

i=1

εiVi(φε(ξ)) + o(|ε|). (4.4.2)

Применяя формулу Тейлора (по ε) к функционалам V0(φε(ξ)) и Vi(φε(ξ)), получаем

V0(φε(ξ)) = V0(φ0(ξ)) +
q∑

j=1

εj(V0 ◦ φε)′εj
|ε=0(ξ) + o(|ε|),

Vi(φε(ξ)) = Vi(φ0(ξ)) +
q∑

j=1

εj(Vi ◦ φε)′εj
|ε=0(ξ) + o(|ε|).

Так как φ0 = id : L −→ L, то V0(φ0(ξ)) = V0(ξ) = const (обозначим ее W0), Vi(φ0(ξ)) = Vi(ξ), а
(V0 ◦ φε)′εj

|ε=0(ξ) = V ′
0(φ0(ξ)) ◦ (φε)′εj

|ε=0(ξ) = V ′
0(ξ) ◦ (φε)′εj

|ε=0(ξ) = 0 (V ′
0(ξ) = 0, так как ξ ∈ L —

критической орбите V0).
С учетом приведенных выше выкладок, выражение (4.4.2) принимает требуемый вид:

Wε(ξ) = W0 +
q∑

i=1

εi(Vi(ξ) +
q∑

j=1

εj(Vi ◦ φε)′εj
|ε=0(ξ)) + o(|ε|) =

= W0 +
q∑

i=1

εiVi(ξ) + o(|ε|).

Теорема доказана.

Теорема 4.4.5 (см. [131]). Пусть a0 ∈ L — морсовская критическая точка индекса l функ-

ции W̃ (ξ, σ0) =
q∑

i=1
σ0

iVi(ξ), где σ0 — некоторая фиксированная точка из Rq\{0}, ξ ∈ L. Тогда

при всех достаточно малых δ ∈ R функционал Vδσ0 имеет изолированную морсовскую крити-
ческую точку a(δ) = a0 + O(δ) ∈ Lδσ0 индекса l + m (m — индекса Морса квазиинвариантного
подмногообразия, на котором задана функция W ).
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Доказательство. Пусть ε̃ = δσ0. Тогда, по теореме 4.4.4, имеем

Wε̃(ξ) = W0 + δ

q∑

i=1

σ0Vi(ξ) + o(δ) = W0 + δ W̃ (ξ, σ0) + o(δ),

grad Wε̃(ξ) = δ grad W (ξ, σ0) + o(δ).
Пусть

f(ξ, δ) :=
1
δ

grad Wε̃(ξ) = grad W̃ (ξ, σ0) + O(δ),

f : L× R1 −→ T (L).
Нетрудно убедиться, что f(a0, 0) = 0. Дифференцируя f по ξ, получаем, что

∂f

∂ξ
(ξ, δ) = ∇2W̃ (ξ, σ0) + O(δ),

где ∇2W̃ (ξ, σ0) — второй кодифференциал функции W̃ (ξ, σ0). Следовательно, оператор

∂f

∂ξ
(a0, 0) = ∇2W̃ (a0, σ

0) : Ta0L −→ Ta0L

является изоморфизмом (в силу морсовости точки a0).
Таким образом, по теореме о неявной функции существует окрестность U ⊂ R1 точки 0 и

гладкое отображение ψ : U −→ L, такое, что ψ(0) = a0 и f(ψ(δ), δ) = 0, причем точка ψ(δ) является
изолированным решением уравнения f(ξ, δ) = 0. Следовательно, grad Wε(ψ(δ)) = δ f(ψ(δ), δ) = 0,
т. е. точка ψ(δ) ∈ L является изолированной морсовской критической точкой индекса l (при
малых «шевелениях» морсовость и индекс, в силу конечномерности L, сохраняются) функции Wε̃,
а соответственно точка φε̃(ψ(δ)) ∈ Lε̃ является изолированной морсовской критической точкой
индекса l + m функционала Vε̃.

Утверждение об индексе вытекает из лемм, сформулированных во второй главе. Теорема дока-
зана.

4.5. О ПАРАМЕТРИЗАЦИИ КАУСТИК НА ОСНОВЕ АЛГОРИТМА РЕЛЕЯ—ШРЕДИНГЕРА

4.5.1. Прямой подход к описанию каустики. Имеется альтернативный подход к локальному
изучению геометрии каустики и построению параметризации ее стратов, основанный на прямом
описании множества P параболических точек функционала V (x, λ) (точек, в которых выро-
жден второй дифференциал), см. [154–156]. Множество P можно рассматривать как спектр (в
терминологии общей теории операторных пучков [86, 87]) (x, λ)-семейства линейных операторов,
порожденных вторыми дифференциалами. Для построения параметризации P можно воспользо-
ваться теорией возмущений симметричных линейных операторов, основанной на вариационном
методе [98].

Новый подход к построению параметризации каустики, свободный от условия версальности
параметрической деформации и более экономный с точки зрения вычислительных затрат (по срав-
нению с подходом, основанным на переходе к ключевой функции), предложен в работах [154–156].
Его основу составляет теория Релея—Шредингера [144] возмущений симметричных линейных
операторов или, более точно, алгоритм Релея—Шредингера вычисления возмущенных простых
собственных значений и собственных векторов, разложенных в степенные ряды по малым прира-
щениям параметров.

На практике ключевая функция W функционала V разыскивается в виде полиномиальной нор-
мальной формы

W0(ξ) +
∑

k∈K

αk(λ)ξk

(K — конечное подмножество в Zn
+, W0 — полином). Если деформация миниверсальна, то отобра-

жение
π : λ 7−→ α = (αk(λ))k∈K

субмерсивно в нуле. Следовательно,

Σ(V ) = π−1(Σ(W )),
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где W (ξ, α) = W0(ξ)+
∑

k∈K

αkξ
k, α = {αk}k∈K , а Σ(V ) и Σ(W ) — каустики. Из этого соотношения

следует, что ΣV совпадает с декартовым произведением Σ(W ) на бесконечномерный диск.
Для выяснения точного расположения каустики в пространстве «управляющих» параметров

требуется построение формул зависимости α и β от δ и q, что представляет собой весьма сложную
вычислительную задачу.

Прямой же подход, основанный на теории возмущений линейных операторов, требует меньшего
объема вычислительных затрат.

4.5.2. Параболические множества. Пусть V (x, λ) — гладкий фредгольмов функционал нулево-
го индекса, x ∈ E, λ ∈ Λ, Λ ⊂ L (Λ — открытое подмножество в некотором банаховом пространстве
L), и пусть при этом f(x, λ) = gradx V (x, λ) — градиентное векторное поле, определенное в тройке
пространств E ⊂ F ⊂ H (F — пространство значений градиента, H — гильбертово пространство).
Как и ранее, предполагается, что E непрерывно вложено в F , F непрерывно вложено в H и E
плотно в H.

В декартовом произведении Rm × Λ рассмотрим подмножество (многообразие катастроф)

K =
{

(x̄, λ̄) ∈ E × Λ : f(x̄, λ̄) = 0, dim Ker
∂f

∂x
(x̄, λ̄) > 0

}
.

Пусть P : E × Λ −→ Λ — проекция, P (x, λ) = λ. Ее образ Σ = P (K) совпадает с каустикой
семейства функционалов V (x, λ).

Предположим, что функционал имеет вид

V (x, λ) = V0(x, δ)− 〈q, x〉, q ∈ F, (4.5.1)

где 〈·, ·〉— скалярное произведение в H. Под параметром λ здесь подразумевается пара (δ, q).
В соответствии с (4.5.1) имеем разложения

f(x, δ, q) = f0(x, δ)− q

и

A(x, δ) :=
∂f

∂x
(x, δ, q) =

∂f0

∂x
(x, δ)

(оператор Гессе не зависит от q). Пусть A0 = A(0, 0), тогда A(x, δ) = A0 + R(x, δ) (R(0, 0) = 0).
Точка a ∈ E называется параболической для V (·, δ), если существует h ∈ E, h 6= 0, такое, что

∂f

∂x
(x, δ)h = 0.

Другими словами, a — спектральное значение операторного пучка A(x, δ) (при фиксированном δ).
Итак, наличие вырожденной критической точки a при заданном значении параметра λ означает

одновременность следующих двух событий: 1) точка a является параболической и 2) точка a
является критической для функционала V . Так как второй дифференциал (4.5.1) не зависит от q,
то описание каустики целесообразно начать с описания параболических множеств Pδ (множеств
всех параболических точек при различных δ). Пусть

P :=
⋃

δ

(Pδ, δ), P ⊂ E × Rm

(это множество также будем называть параболическим). Предположим, что нам удалось дать
аналитическое описание некоторой части множества P в виде системы гладких параметрических
уравнений

δ = ψ(z),
x = g(z),

}
(4.5.2)

z ∈ Z (Z — область в некотором банаховом пространстве). Тогда, очевидно, соответствующая часть
каустики функционала (4.5.1) определяется следующей системой параметрических уравнений:

δ = ψ(z),
q = f0(g(z), ψ(z)).

}
(4.5.3)

Итак, наша первоначальная цель — отыскание уравнений параболического множества или от-
дельных его компонент (в виде соотношения (4.5.2)).
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4.5.3. Cлучай простого собственного значения. В соответствии с вариационным принци-
пом [98], собственные значения и векторы симметричного оператора A(ε) (ε = (x, δ) ∈ E , где
E — открытое подмножество в E×Rm) являются соответственно критическими значениями и кри-
тическими точками квадратичной формы 2Wε(h) на пересечении σ единичной сферы в H с E,
где

Wε(h) =
1
2
〈A(ε)h, h〉. (4.5.4)

Для наименьшего собственного значения имеет место следующее представление:

α(ε) = 2 inf
h∈O(e0)

Wε(h) (4.5.5)

(O(e0) — окрестность e0 в σ). Функция α(δ) является гладкой, что вытекает из следующего утвер-
ждения.

Теорема 4.5.1. Если e0 ∈ σ — простой собственный вектор A0, то при достаточно малых ε
вблизи e0 на σ существует единственный простой собственный вектор e(ε) оператора A(ε),
этот вектор гладко зависит от ε и допускает следующее асимптотическое представление
(формула Релея—Шредингера):

e(ε) = e0 +A(ε)e0 + o(ε), (4.5.6)

A(ε) = −A
−1
0 (A1(ε)− µ(ε)I), (4.5.7)

где
µ(ε) = 〈(A1(ε)e0, e0〉, A0 = A0

∣∣
Te0 (M)

,

A1(ε) — главная линейная часть в операторном пучке R(ε) := A(ε) − A0 (A1 — линейный опе-
ратор E −→ L(E, F )).

Доказательство существования и единственности возмущенного собственного вектора вытекает
из теоремы о неявной функции для уравнения в банаховом пространстве [89].

Вывод соотношения (4.5.6) и асимптотических представлений более высокого порядка произво-
дится методом неопределенных коэффициентов.

Замечание 4.5.1. Из теоремы 4.5.1 и соотношения (4.5.5) получаем представление для возму-
щенного собственного значения

α(ε) = µ(ε) + o(ε), µ(ε) = 〈(A1(ε)e0, e0〉. (4.5.8)

Таким образом, установлено следующее утверждение.

Теорема 4.5.2. Если e0 ∈ σ — простой собственный вектор A0, то при достаточно малых
ε вблизи e0 на σ дискриминантное множество Dskr(W ) квадратичного функционала W на σ
определяется уравнением

α(ε) = 0, (4.5.9)
где α(ε) задается соотношениями (4.5.5) и (4.5.8).

4.5.4. Вычисление асимптотик более высокого порядка. Рассмотрим уравнение

∇1Wε(e) = A(ε)e− 2Wε(e)e = A(ε)e− 〈Ae, e〉e = 0, (4.5.10)

A(ε) = A0 + R(ε),

R(ε) = R(1)(ε) + R(2)(ε, ε) + . . . =
∑

k

R(k)(ε),

R(k)(ε) := R(k)(ε, . . . , ε︸ ︷︷ ︸
k

),

e(ε) = e(1)(ε) + e(2)(ε, ε) + . . . =
∑

k

R(k)(ε),

e(k)(ε) := e(k)(ε, . . . , ε︸ ︷︷ ︸
k

) = E(k)(ε)e0, e(0) = e0.

e(ε) = e0 + E(1)(ε)e0 + E(2)(ε, ε)e0 + . . . = (I + E(ε))e0.
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Из (4.5.10) получаем

∑

k,l

R(k)(ε)e(l)(ε)−
〈 ∑

r,s,p,q

R(r)(ε)e(s)(ε), e(p)(ε)

〉
e(q)(ε) = 0.

Сравнив слагаемые с одинаковыми степенями, получим соотношения

A0e
(1)(ε) + R(1)(ε)e0 −

〈
R(1)(ε)e0, e0

〉
e0 = 0, (4.5.11)

A0e
(2)(ε) + R(2)(ε)e0 + R(1)(ε)e(1)(ε)−

〈
R(2)(ε)e0, e0

〉
e0−

−2
〈
R(1)(ε)e(1)(ε), e0

〉
e0 −

〈
R(1)(ε)e0, e0

〉
e(1)(ε)−

−
〈
A0e

(1)(ε), e(1)(ε)
〉

e0 = 0

(4.5.12)

и т. д.
Введем операторы

B(k)(ε) := R(k)(ε)− µ(k)(ε) I, µ(k)(ε) :=
〈
R(k)(ε)e0, e0

〉
.

Тогда равенства (4.5.11) и (4.5.12) приобретут следующую компактную форму:

A0e
(1)(ε) + B(1)(ε)e0 = 0, (4.5.13)

A0e
(2)(ε) + B(2)(ε)e0 − PB(1)(ε)(Ā0)−1B(1)(ε)e0 (4.5.14)

и т. д. Здесь P — ортопроектор на касательное пространство к σ в точке e0 (Px := x− 〈x, e0〉e0).
Отсюда получаем аналоги классических формул Релея—Шредингера:

e(1)(ε) = −(Ā0)−1
(
R(1)(ε)− µ(1)(ε)I

)
e0 = −(Ā0)−1B(1)(ε)e0, (4.5.15)

e(2)(ε) = − (
Ā

)−1

0

(
B(2)(ε)− PB(1)(ε)

(
Ā0

)−1
B(1)(ε)

)
e0 (4.5.16)

и т. д.
Здесь учтено, что после подстановки выражения (4.5.15) в соотношение (4.5.12) получаются

следующие «промежуточные» выражения:

A0e
(2)(ε) + B(2)(ε)e0 −B(1)(ε)(Ā0)−1B(1)(ε)e0+

+2
〈
B(1)(ε)(Ā0)−1B(1)(ε)e0, e0

〉
e0 −

〈
B(1)(ε)e0, (Ā0)−1B(1)(ε)e0

〉
e0 =

= A0e
(2)(ε) + B(2)(ε)e0 −B(1)(ε)(Ā0)−1B(1)(ε)e0+

+
〈
B(1)(ε)(Ā0)−1B(1)(ε)e0, e0

〉
e0.

Таким образом, установлено следующее утверждение, уточняющее теорему 4.5.2.

Теорема 4.5.3. Если e0 ∈ σ — простой собственный вектор A0, то при достаточно малых
ε вблизи e0 на σ дискриминантное множество Dskr(W ) квадратичного функционала W на σ
определяется уравнением α(ε) = 0, где

α(ε) = α(1)(ε) + α(2)(ε) + o(‖ε‖2), α(1)(ε) := µ(ε) = 〈(A1(ε)e0, e0〉
(см. (4.5.5) и (4.5.8)), а α(2) определяется соотношением

α(2)(ε) := µ(2)(ε) =
〈
R(2)(ε)e0, e0

〉

(см. (4.5.15) и (4.5.16)).
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4.5.5. Случай кратного собственного значения. Пусть теперь нуль — n-кратное собственное
значение оператора A(0), N := Ker(A0), Sn−1 := N ∩ S∞ — (n − 1)-мерная сфера в N , E∞−n :=
N⊥ ∩ E, F∞−n := N⊥ ∩ F . Рассмотрим разложение вектора x = u + v, где u ∈ N, v ∈ E∞−n,
параметр s ∈ Sn−1, и каждой точке s поставим в соответствие пару пространств {Es, Fs}, Es :=
E∞−n + span(s), Fs = F∞−n + span(s). Легко увидеть, что CodimE Es = CodimF Fs = n − 1.
Пусть σs := S∞ ∩ Es — трансверсальная к Sn−1 сфера (в σ ∩ Es) в точке s (CodimE σs = n).
Рассмотрим далее квадратичный функционал (4.5.4) и его сужение Ws,ε := W |σs,. Очевидно,
что для e(s, ε) := arg(Ws,ε) = s (здесь arg(Ws,ε) — решение задачи W (v, ε) −→ inf, v ∈ σs)
справедливо равенство

e(s, 0) = s.

По теореме 4.5.1 (см. (4.5.6) и (4.5.7)) имеем

e(s, ε) = (I +A(s, ε))s + o(ε). (4.5.17)

Операторный коэффициент A(s, ε) вычисляется на основе параметрических формул Релея—
Шредингера.

Нетрудно увидеть, что A(s, ε)s — касательный вектор к σs в точке s.
Для непосредственного вывода формул Релея—Шредингера в рассматриваемом случае введем

оператор

B(s, ε) := Ps ·A(ε)|Es : Es → Fs,

где Ps : F → Fs — ортогональный проектор:

Psy = y −
n∑

j=1

〈y, eg〉ej + 〈y, s〉s,

e1, e2, . . . , en — ортонормированный базис в N .
На основе формул (4.5.6) и (4.5.7) получаем

A(s, ε) = (Bs,0)−1(A1(s, ε)− µ(s, ε)I), (4.5.18)

где

A1(s, ·) :=
∂B

∂ε
(s, 0), µ(s, ε) := 〈A1(s, ε)s, s〉,

а из (4.5.6) следует (4.5.17).

Замечание 4.5.2. Для возмущенного собственного значения получаем (на основе формул
(4.5.17) и (4.5.18)) представление

α(s, ε) = 2Ws,ε(e(s, ε), e(s, ε)) = µ(s, ε) + o(ε), (4.5.19)

µ(s, ε) := 〈(A1(s, ε)s, s〉.
Замечание 4.5.3. Представление (4.5.19) можно рассматривать как результат сужения функ-

ционала Ws,ε на квазиинвариантное подмногообразие (сфероид), т. е. представление (4.5.19) — это
разновидность нелокальной конечномерной редукции гладкого функционала.

В итоге получено следующее утверждение.

Теорема 4.5.4. Пусть квадратичный функционал W задан формулой (4.5.4), и пусть
e(s, ε) := arg(Ws,ε), где Ws,ε := W |σs,. Тогда параболическое множество исходного функциона-
ла V0 совпадает с образом дискриминатного множеств Dskr(α) функции α(s, ε) (см. (4.5.19)),
s ∈ Sn−1, полученным при вложении s −→ e(s, ε) сферы S(n−1) в σ или, что эквивалентно, с
Dskr(W (·, ε)|Mε) — дискриминантным множеством семейства сужений W (·, ε) на подмногооб-
разия Mε (квазиинвариантные сфероиды) в σ.
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4.5.6. О параметризации квазиинвариантного сфероида. Задача приближенной параметри-
зации рассматриваемого здесь квазиинвариантого сфероида, лежащего в некоторой трубчатой
окрестности исходной сферы Sn−1, может быть решена на основе некоторых аналогов утверждений
из работ [128–132]. Другой вариант решения задачи параметризации сфероида — через алгоритм
Релея—Шредингера.

Заметим, что представление произвольного вектора h ∈ σ в виде u + v, u ∈ N, v ∈ E∞−n,
приводит к естественной параметризации трубчатой окрестности сферы Sn−1 в σ:

h = e(s, v) :=
√

1− |v|2 s + v, v ∈ E∞−n, s ∈ Sn−1, |v|H < 1. (4.5.20)

В случае двухкратного вырождения вектор u :=
√

1− |v|2s можно записать в виде u = ξ1e1 +
ξ2e2, где e1, e2 — базис N , ξ1 =

√
1− |v|2 cosϕ, ξ2 =

√
1− |v|2 sinϕ. Поправочные коэффициенты

(4.5.18) получаются при этом гладко зависящими от углового параметра ϕ.
Из параметризации (4.5.20) получаем следующее представление для функционала Wε(h):

2Wε(h) = 〈Aε(u + v), u + v〉 = 〈Aεv, v〉+ 〈Rεu, u〉+ 2 〈Rεu, v〉
(u =

√
1− |v|2s). Следовательно

2Wε(h) = 〈Rεs, s〉+ 〈Aεv, v〉 − 〈Rεs, s〉 |v|2 + 2 〈Rεs, v〉
√

1− |v|2s =
〈
R(1)(ε)s, s

〉
+ o(ε).

Таким образом, справедлив следующий результат.

Теорема 4.5.5. В случае параметризации окрестности подмногообразия N ∩ σ вида

h = e(s, v) :=
√

1− |v|2 s + v, v ∈ E∞−n, s ∈ Sn−1, |v|H < 1

для собственного значения α(s, ε) имеет место представление

α(s, ε) =
〈
R(1)(ε)s, s

〉
+ o(ε).

ГЛАВА 5

КРАЕВЫЕ И УГЛОВЫЕ ЭКСТРЕМАЛИ

В теории особенностей гладких функций, заданных на конечномерных многообразиях, имеется
раздел, связанный с анализом поведения гладких функций вблизи критических точек, принадле-
жащих краю многообразия. Анализ краевых особенностей развивали В. И. Арнольд, В. А. Ва-
сильев, А. А. Давыдов, В. И. Матов [5, 32–34, 51, 52, 95], С. Т. С. Уолл [194], Д. Сирсма [190],
Д. Пит, Т. Постон, И. Стюарт [110] и др. В частности, В. И. Арнольдом сформулирован принцип
отождествления краевых особенностей с особенностями, инвариантными относительно действия
элементарной инволюции (инволюция называется элементарной, если коразмерность ее зеркала
равна единице). Этот принцип позволил перенести понятие краевой особенности на комплексный
случай и развить соответствующую теорию [5].

Краевая особенность фредгольмова функционала V возникает при рассмотрении задачи V (x) →
extr с ограничением g(x) ≥ 0, где g — гладкий функционал. Наличие ограничения приводит к
необходимости исследования функционала в окрестности особой экстремали, принадлежащей краю
{g(x) = 0} области {g(x) ≥ 0}.

Классификацию типов возникающих при этом особенностей и описание соответствующих рас-
кладов бифурцирующих морсовских экстремалей можно произвести на основе редукции к ключе-
вой функции от двух, трех или более ключевых переменных.

Совмещение симметрийных и краевых особенностей приводит к новым бифуркационным эффек-
там, представляющим интерес для приложений к теории упругости и теории кристаллов.
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5.1. КРАЕВЫЕ ОСОБЕННОСТИ ФРЕДГОЛЬМОВЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

Текст данного раздела основан на работах О. Ю. Даниловой [53–56].
Итак, поведение фредгольмова функционала в окрестности краевой особой точки часто можно

осуществить переходом (редукцией) к аналогичной задаче

W (ξ) → extr,

где
ξ ∈ Rn

+, Rn
+ = {ξ = (ξ1, ..., ξn)> ∈ Rn : ξ1 ≥ 0},

W — гладкая (ключевая) функция. При некоторых естественных условиях функция W наследует,
как и в обычном (некраевом) случае, аналитические и топологические свойства функционала V .

Каждая точка a = (a1, . . . , an)> ∈ Rn
+\∂Rn

+ (вне края) называется критической точкой гладкой
функции W , если, как обычно, gradW (a) = 0. В случае же a ∈ ∂Rn

+ (на крае) точка a называется
критической, если gradW (a) ортогонален границе в этой точке. Последнее означает, что

∂W

∂ξ2
(a) = · · · = ∂W

∂ξn
(a) = 0.

Кратность µ̄ краевой критической точки a определяется как dim Q̄, где

Q̄ = Ea(Rn)/I,

Ea(Rn) — кольцо ростков гладких функций на Rn в точке a,

I =
〈

ξ1
∂W

∂ξ1
,

∂W

∂ξ2
, · · · ,

∂W

∂ξn

〉

— краевой якобиев идеал [4, 190].
Кратность краевой особенности µ̃ равна сумме кратностей µ+µ0, где µ — обычная кратность W

на Rn, а µ0 — обычная кратность сужения W |∂Rn
+
.

В дальнейшем можно считать, без потери общности рассуждений, что a = 0.
Пусть R̃n — пространство с координатами ξ̃1, . . . , ξ̃n, накрывающее двухлистно пространство Rn

с координатами ξ1, . . . , ξn посредством отображения

π : R̃n → Rn, ξ1 = ξ̃2
1 , ξ2 = ξ̃2, . . . , ξn = ξ̃n.

Тогда функция W (ξ), ξ ∈ Rn, поднимается в накрывающее пространство формулой

W̃ (ξ̃1, ξ̃2, ..., ξ̃n) = W (ξ̃2
1 , ξ̃2, ..., ξ̃n).

На пространстве R̃n имеется естественная инволюция

J(ξ̃1, ξ̃2, ..., ξ̃n) = (−ξ̃1, ξ̃2, ..., ξ̃n).

Функция W̃ инвариантна относительно инволюции J : W̃ (J(ξ)) = W̃ (ξ). Таким образом, крае-
вые особенности естественным образом отождествляются с инвариантными относительно инволю-
ции J . Такое отождествление будем называть переходом В. И. Арнольда.

Пусть a = (a1, a2, ..., an) — критическая точка функции W . Тогда ã = (ã1, ã2, ..., ãn), где ã1 =√
a1, ã2 = a2, . . . , ãn = an, будет критической точкой функции W̃ . Кроме того критической

также будет точка ã− = (−ã1, ã2, ..., ãn) (получаемая из ã действием инволюции J). Таким образом,
если a — критическая точка функции W и a ∈ Rn

+\∂Rn
+ , то ей соответствует пара критических

точек функции W̃ . Если же a ∈ ∂Rn
+ (a1 = 0) — критическая точка функции W , то ей соответствует

одна критическая точка функции W̃ .
Расклады бифурцирующих экстремалей (bif-расклады) в «обычной» критической точке изобра-

жаются строкой (l0, l1, ..., ln), в которой li — количество критических точек индекса Морса i. При
наличии же края bif-расклады описываются посредством матрицы 2× (n + 1):

(
l̃0 l̃1 . . . l̃n
l0 l1 . . . ln

)
,

в которой l̃i — число краевых критических точек индекса i, а li — количество обычных (располо-
женных внутри Rn

1+) критических точек индекса i.
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Пример 5.1.1. Функция W (ξ) = ξ2 на числовой оси имеет единственную критическую точку —
точку минимума в нуле кратности µ = 1, ей соответствует bif-расклад (1,0).

РИС. 5.1.1.

Если же имеется дополнительное условие ξ ≥ 0, то кратность краевой особенности в нуле равна
двум: µ̃ = 2. Для нее имеется два расклада бифурцирующих критических точек

(
0 1
1 0

)
,

(
1 0
0 0

)
.

Эти случаи связаны с расположением точки минимума (вершины параболы) возмущенной функции
(справа или слева от нуля).

РИС. 5.1.2.

Применив переход В. И. Арнольда, получим функцию W̃ (ξ̃) = ξ̃4. Рассмотренные случаи пере-
ходят соответственно в случаи 1 и 2 на рис. 5.1.3.

РИС. 5.1.3.



80 ГЛАВА 5. КРАЕВЫЕ И УГЛОВЫЕ ЭКСТРЕМАЛИ

В первом из них функция W̃ имеет три критические точки: две симметрично расположенные
точки минимума и точку максимума в нуле. Во втором W̃ имеет одну критическую точку — точку
минимума в нуле. Расклады бифурцирующих критических точек следующие: (2, 1) и (1, 0).

5.1.1. Особенность двумерной сборки при наличии симметрии и полуограничения. Пусть
фредгольмово индекса нуль уравнение

f(x, λ) = 0, λ ∈ Rm, (5.1.1)

является уравнением Эйлера—Лагранжа экстремалей функционала V (x, λ) (f = gradH V ), и пусть

V (x, λ) =
1
2
〈Aλx, x〉H + V (4)(x) + o(‖x‖4), (5.1.2)

где

Aλ =
∂f

∂x
(0, λ),

V (4) — однородная форма четвертого порядка (базовым, т. е. порождающим бифуркации, решением
задачи (5.1.1) является нулевое решение: x = 0). Предположим, что при λ = λ0 появляется
двумерное вырождение: Aλ0(e1) = Aλ0(e2) = 0 (e1, e2 — моды бифуркации).

Пусть на H заданы изометрические инволюции J1 и J2, такие, что

J1e1 = −e1, J1e2 = e2, J2e1 = e1, J2e2 = −e2

и функционал (5.1.2) инвариантен относительно инволюций J1 и J2:

V (J1(x), λ) ≡ V (J2(x), λ) ≡ V (x, λ).

Пусть, далее, V (4)(x) = V(4)(x, x, x, x) (V(4)(x, y, z, t) — 4-линейная форма) и выполнены соотно-
шения

V(4)(e1, e1, e1, e1) > 0, V(4)(e2, e2, e2, e2) > 0.

Если, дополнительно,

3V(4)(e1, e1, e2, e2) +
√
V(4)(e1, e1, e1, e1)V(4)(e2, e2, e2, e2) > 0,

3V(4)(e1, e1, e2, e2) 6=
√
V(4)(e1, e1, e1, e1)V(4)(e2, e2, e2, e2), (5.1.3)

то вблизи точки (0, λ0) ∈ E×Rm) для задачи V (x) −→ extr имеют место, как ранее было установ-
лено, следующие и только следующие bif-расклады: (1, 0, 0), (2, 1, 0), (2, 2, 1), (4, 4, 1), (4, 3, 0).

Анализ всех бифуркационных эффектов осуществляется на основе редукции Ляпунова—
Шмидта к ключевой функции

W (ξ, λ, a) := inf
v:〈v,e1〉=〈v,e2〉=0

V (ξ1e1 + ξ2e2 + v, λ), ξ = (ξ1, ξ2)>. (5.1.4)

Из симметрии функционала относительно инволюций J1 и J2 вытекает симметрия прямоуголь-
ника функции (5.1.4):

W (−ξ1, ξ2, λ) = W (ξ1,−ξ2, λ) = W (ξ1, ξ2, λ). (5.1.5)

Следовательно, справедливо представление

W (ξ, λ) = U(ξ, λ) + o(|ξ|4) + O(|λ|)O(|ξ|4), (5.1.6)

где U(ξ, λ) = V (ξ1e1 + ξ2e2, λ) — ритцевская аппроксимация функционала V по модам e1 и e2.
Таким образом, для ключевой функции (5.1.6) имеет место представление

W (ξ, λ) =
1
2
(α1(λ)ξ2

1 + α2(λ)ξ2
2) + W (4)(ξ) + o(|ξ|4) + O(|λ|)O(|ξ|4), (5.1.7)

где W (4) — форма четвертого порядка

W (4)(ξ) = (Hζ, ζ), ζ = (ξ2
1 , ξ

2
2)
>, H = (hi,j),

hj,j = V4(ej , ej , ej , ej), h1,2 = h2,1 = 3V4(e1, e1, e2, e2), i, j = 1, 2,
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Масштабирующим преобразованием ключевая функция (5.1.7) приводится к виду
1
2
(β1(λ)η2

1 + β2(λ)η2
2) + η4

1 + aη2
1η

2
2 + η4

2+

+o(|η|4) + O(|λ|)O(|η|4).
(5.1.8)

5.1.2. Однородное симметричное ограничение. Наложим дополнительное условие на x в виде
следующего линейного ограничения g(x) = 〈ω, x〉 ≥ 0, где ω удовлетворяет условиям 〈e1, ω〉 ≥ 0,
〈e2, ω〉 = 0.

Анализ бифуркаций можно осуществить, перейдя к исследованию ключевой функции

W (ξ, λ, a) := inf
x:〈x,ω〉=ξ1, 〈x,e2〉=ξ2

V (x, λ), ξ = (ξ1, ξ2)>, (5.1.9)

в полуплоскости {ξ1 ≥ 0}.
В разделе, посвященном угловым особенностям, будет показано, что в рассматриваемом здесь

случае (краевой особенности) моды бифуркации не изменяются (т. е. такие же, как в рассмот-
ренным выше случае некраевой особенности двумерной сборки). Главная часть функции (5.1.9)
линейной заменой переменных сводится к главной части функции (5.1.4).

Нетрудно убедиться, что все расклады бифурцирующих экстремалей в рассмотренном здесь
случае описываются следующими матрицами:

�
1 0 0
0 0 0

�
,

�
0 1 0
1 0 0

�
,

�
2 1 0
0 0 0

�
,

�
0 2 1
1 0 0

�
,

�
2 0 1
0 1 0

�
,

�
2 0 1
1 2 0

�
,

�
0 3 0
2 0 0

�
,

�
0 1 0
2 1 0

�
,

�
0 2 1
2 1 0

�
.

5.1.3. Неоднородное симметричное ограничение. Если ограничение задано в виде

(ω, x) ≥ c,

где c — малый параметр, то задача

V (x) −→ extr, x ∈ E, g(x) ≥ c

сводится к задаче
W (ξ) −→ extr, ξ ∈ R2, ξ1 ≥ c,

где
W (ξ1, ξ2) = inf

x: (ω,x)=ξ1, (e2,x)=ξ2
V (x), (5.1.10)

при условии ξ1 ≥ c.
Ключевая функция приводится к виду, эквивалентному (5.1.8),

W (η1, η2, λ) =
1
2
(β1(λ)η2

1 + β2(λ)η2
2) + η4

1 + aη2
1η

2
2 + η4

2+

+o(|η|4) + O(|λ|)O(|η|4).
(5.1.11)

Эту функцию необходимо исследовать в области {ξ1 ≥ c}.
Нетрудно убедиться, что всевозможные bif-расклады (вблизи точки (0, λ0) ∈ E×Rm) для задачи

V (x) −→ extr при условии g(x) ≥ c (c — малый параметр) описываются следующими матрицами:
�

1 0 0
0 0 0

�
,

�
0 1 0
1 0 0

�
,

�
2 1 0
0 0 0

�
,

�
1 0 0
1 1 0

�
,

�
0 1 0
2 1 0

�
,

�
2 0 1
0 1 0

�
,

�
0 2 1
1 0 0

�
,

�
1 0 0
1 2 1

�
,

�
0 3 0
2 0 0

�
,

�
0 2 1
2 1 0

�
,

�
0 1 0
2 2 1

�
,

�
2 0 1
1 2 0

�
,

�
0 3 0
2 1 1

�
,

�
2 1 0
1 2 1

�
,

�
2 1 0
2 2 0

�
,

�
0 2 1
2 2 1

�
,

�
2 0 1
2 3 0

�
,

�
1 0 0
3 4 1

�
,

�
2 1 0
2 3 1

�
,

�
0 3 0
3 2 1

�
,
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�
0 1 0
4 4 1

�
,

�
0 2 1
4 3 0

�
,

�
2 0 1
2 4 1

�
,

�
2 1 0
3 4 1

�
,

�
0 3 0
4 3 1

�
,

�
0 2 1
4 4 1

�
.

5.1.4. Однородное линейное ограничение общего вида. В случае ограничения g(x) = (ω, x) ≥
0, где (ω, e1) 6= 0 и (ω, e2) 6= 0, всевозможные bif-расклады (вблизи точки (0, λ0) ∈ E × Rm) для
задачи V (x) −→ extr, g(x) ≥ 0, описываются следующими десятью матрицами:

�
1 0 0
0 0 0

�
,

�
1 2 0
1 0 0

�
,

�
0 1 0
1 0 0

�
,

�
1 1 1
1 1 0

�
,

�
1 1 1
2 2 0

�
,

�
0 2 1
2 1 0

�
,

�
2 0 1
1 2 0

�
,

�
2 1 0
1 1 0

�
,

�
1 2 0
2 2 0

�
,

�
0 1 0
2 1 0

�
.

Замечание 5.1.1. Два расклада из этого списка дали интересный бифуркационный эффект:
сосуществование трех разнотипных экстремалей на крае (минимум, седло и максимум).

Исследование решений в данной задаче сводится к задаче о бифуркации критических точек в
полуплоскости

W (ξ) −→ extr, ξ ∈ R2, aξ1 + bξ2 ≥ 0.

Ключевая функция приводится к виду, эквивалентному (5.1.8).

5.1.5. Исключительный случай. Пусть функционал V четен и симметричен относительно ранее
заданных изометричных инволюций J1 и J2. Пусть ограничение задано в виде

g(x) = (ω, x) ≥ c

(c — малый параметр), и пусть (ω, e1) = (ω, e2) = 0 (исключительный случай).
Тогда редуцируем задачу

V (x) −→ extr, x ∈ E, g(x) ≥ c

к задаче
W (ξ) −→ extr, ξ ∈ R3, ξ3 ≥ c,

где
W (ξ1, ξ2, ξ3) = inf

x: (e1,x)=ξ1, (e2,x)=ξ2, (ω,x)=ξ3
V (x) (5.1.12)

при условии ξ3 ≥ c.
Главная часть ключевой функции совпадает с главной частью ритцевской аппроксимации

V (ξ1 e1 + ξ2 e2 + ξ1 e3),

где e3 — касательный вектор к соответствующему редуцирующему многообразию в нуле, ортого-
нальный e1 и e2 и такой, что 〈e3, ω〉 = 1.

Ключевая функция зависит от трех переменных и обладает симметрией параллелепипеда (это
вытекает из условия четности и симметрии V относительно инволюций J1 и J2).

Главная часть ключевой функции (5.1.12) принимает (после нормализации) следующий вид:
1
2

(
α1(λ)ξ2

1 + α2(λ)ξ2
2

)
+ ξ4

1 + ξ4
2 + a1ξ

2
1ξ

2
2+

+γξ2
3 + a2ξ

2
2ξ

2
3 + a3ξ

2
1ξ

2
3 , γ ≥ 0. (5.1.13)

После замен ξ̃3 = ξ3 − c, η1 = ξ1, η2 = ξ2, η3 = ξ̃3
√

γ, соответствующих переобозначений
коэффициентов и перехода В. И. Арнольда по третьей координате получим функцию

1
2

(
β1η

2
1 + β2η

2
2

)
+ η4

1 + η4
2 + aη2

1η
2
2 + η2

3 +
1
2
β3η3 + bη2

1η3 + kη2
2η3. (5.1.14)

(эта функция рассматривается на пространстве R3).
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Расклады бифурцирующих экстремалей для такой функции будут описаны ниже — в разделе,
посвященному функционалам с 3-круговой симметрией.

5.2. ГРАФИЧЕСКИЕ ИЛЛЮСТРАЦИИ

5.2.1. Бифуркации из точки минимума с особенностью двумерной сборки. Пусть задана
двумерная сборка, четная по каждой переменной,

W (ξ, β) =
β1

2
ξ2
1 +

β2

2
ξ2
2 + ξ4

1 + ξ4
2 + aξ2

1ξ
2
2 , (5.2.1)

где
ξ ∈ R2, β = (β1, β2, a) ∈ R3, a > −2, a 6= 2.

При ограничении ξ1 ≥ 0 все bif-расклады (в нуле) для задачи W (ξ) −→ extr описываются
девятью матрицами, перечисленными выше, а при ограничение ξ1 ≥ c количество bif-раскладов
возрастает до двадцати шести.

Все расклады бифурцирующих экстремалей можно увидеть, наблюдая расположение линий уров-
ня по отношению к краю полуплоскости (заданной неравенством ξ1 ≥ c).

РИС. 5.2.1.

5.2.1.1. Область a ≥ 2. 1.1. Если β1 > 0, β2 < 0 и c < 0, то имеется шесть экстремалей — три
краевые (два седла и один максимум) и три обычные (два минимума и одно седло). Если c > 0,
то функция W имеет три критические точки — все краевые (две точки минимума и одно седло).
Матрицы bif-раскладов выглядят следующим образом:

�
0 2 1
2 1 0

�
,

�
2 1 0
0 0 0

�
.

1.2. Случай β1 < 0, β2 > 0 распадается на четыре подслучая:
1) если c ≤ c1, то функция W имеет четыре критические точки, из которых одна краевая —

краевое седло — и три обычные — некраевые точки (два минимума и одно седло);
2) если c1 ≤ c < 0, то три критические точки: один краевой минимум и две обычные (один

минимум и одно седло);
3) если 0 < c < c2, то две критические точки, из которых одна — краевое седло и вторая —

обычная точка минимума;
4) если c ≥ c2, то единственная краевая критическая точка (краевой минимум).
Матрицы bif-раскладов следующие:

�
0 1 0
2 1 0

�
,

�
1 0 0
1 1 0

�
,

�
0 1 0
1 0 0

�
,

�
1 0 0
0 0 0

�
.
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РИС. 5.2.2.

1.3. Если β1 < 0, β2 < 0, θ1 > 0 и θ2 < 0, то имеются четыре подслучая:
1) при c ≤ c1 имеется восемь критических точек, из которых три краевые (два седла и один

максимум) и пять обычных (два минимума, два седла и один максимум);
2) при c1 6 c < 0 — семь критических точек: три краевых седла и четыре обычные (два мини-

мума, одно седло и один максимум);
3) при 0 < c < c2 — четыре критические точки, из них три краевые (два минимума и один

максимум) и одно обычное седло;
4) при c ≥ c2 — три критические точки, причем все краевые (два минимума и одно седло).
Матрицы bif-раскладов следующие:

�
0 2 1
2 2 1

�
,

�
0 3 0
2 1 1

�
,

�
2 0 1
0 1 0

�
,

�
2 1 0
0 0 0

�
.

1.4. Если β1 < 0, β2 < 0, θ1 < 0 и θ2 > 0, то имеем шесть подслучаев:
1) при c ≤ c1 — шесть критических точек, одна краевая (краевое седло) и пять обычных (два

минимума, два седла и один максимум);
2) при c1 6 c < c3 — пять критических точек, одна краевая (краевое седло) и четыре обычных

(один минимум, два седла и один максимум);
3) при c3 6 c < 0 — семь критических точек, три краевые (два краевых минимума и одно краевое

седло) и четыре обычных (один минимум, два седла и один максимум);
4) при 0 < c 6 c4 — четыре критические точки, три краевые (два седла и один максимум) и одна

обыкновенная точка минимума;
5) при c4 < c < c2 — две критические точки, одна краевая точка (краевое седло) и одна обычная

точка минимума;
6) при c ≥ c2 — единственная краевая экстремаль (краевой минимум).
Матрицы bif-раскладов следующие:

�
0 1 0
2 2 1

�
,

�
1 0 0
1 2 1

�
,

�
2 1 0
1 2 1

�
,
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�
0 2 1
1 0 0

�
,

�
0 1 0
1 0 0

�
,

�
1 0 0
0 0 0

�
.

РИС. 5.2.3.

1.5. Пусть β1 < 0, β2 < 0, θ1 < 0 и θ2 < 0. Тогда
1) при c < c1 функция W имеет десять критических точек — одну краевую (краевое седло) и

девять обычных (четыре минимума, четыре седла и один максимум);
2) при c1 6 c < c3 — девять критических точек, один краевой минимум и восемь обычных (три

минимума, четыре седла и один максимум);
3) при c3 6 c < c5 — одиннадцать критических точек, три краевых (два минимума и одно седло)

и восемь обычных (три минимума, четыре седла и один максимум);
4) при c5 6 c < 0 — девять критических точек, три краевых седла, шесть обычных (три миниму-

ма, два седла и один максимум);
5) при 0 < c < c6 функция W имеет шесть критических точек, три краевые (два минимума и

один максимум) и три обычных (один минимум и два седла);
6) при c6 6 c 6 c4 — четыре экстремали, три краевые (два седла и один максимум) и одна

обычная точка минимума;
7) при c4 < c < c2 — две критические точки, одно краевое седло и одна обычная точка минимума;
8) при c ≥ c2 — единственная экстремаль (краевой минимум).
Матрицы bif-раскладов следующие:

�
0 1 0
4 4 1

�
,

�
1 0 0
3 4 1

�
,

�
2 1 0
3 4 1

�
,

�
0 3 0
3 2 1

�
,

�
2 0 1
1 2 0

�
,

�
0 2 1
1 0 0

�
,

�
0 1 0
1 0 0

�
,

�
1 0 0
0 0 0

�
.

5.2.1.2. Область 0 ≤ a ≤ 2. Итак, пусть 0 < a < 2.
2.1. При β1 > 0, β2 > 0, β1 > 0, β2 < 0, β1 < 0 и β2 > 0 такие же bif-расклады, как и в случае

a > 2. Если β1 < 0, β2 < 0, θ1 < 0, θ2 > 0 и β1 < 0, β2 < 0, θ1 > 0, θ2 < 0, то bif-расклады такие,
как в случаях 3, 4 предыдущего пункта.

2.2. Если β1 < 0, β2 < 0, θ1 > 0 и θ2 > 0, то появляются новые bif-расклады. Пусть θ1 = θ2

(т. е. β1 = β2 = β).
1) Если c ≤ c1, то функция W имеет максимальное количество критических точек — двенадцать,

из них три краевые (два седла и один максимум) и девять обычных (четыре минимума, четыре
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РИС. 5.2.4.

седла и один максимум). Таким образом, матрица данного bif-расклада имеет следующий вид:
(

0 2 1
4 4 1

)
.

2) Если c1 6 c ≤ c5, то имеем следующий bif-расклад:
(

0 3 0
4 3 1

)
.

Таким образом, функция имеет одиннадцать критических точек — три краевых седла и восемь
обычных (четыре минимума, три седла и один максимум).

3) Если c5 6 c < 0, то девять критических точек, из которых три краевые (два минимума и одно
седло) и шесть обычных (два минимума, три седла и один максимум); матрица bif-расклада

(
2 1 0
2 3 1

)
.

4) Если 0 ≤ c ≤ c6, то шесть экстремалей: три краевые (два седла и один максимум) и три
обычные (два минимума и одно седло); матрица bif-расклада

(
0 2 1
2 1 0

)
.

5) Если c6 6 c ≤ c2, то матрица bif-расклада имеет вид
(

2 0 1
0 1 0

)
.

Таким образом, имеется четыре экстремали: три краевые (два минимума и один максимум) и одно
обычное седло.

6) Если c ≥ c2, то имеется три краевые экстремали (два минимума и одно седло). Матрица
bif-расклада (

2 1 0
0 0 0

)
.

5.2.1.3. Область −2 ≤ a ≤ 0. 3.1. Если β1 ≥ 0 и β2 ≥ 0, то bif-расклад такой же, как в случае
1.1. При β1 > 0, β2 < 0, θ1 ≤ 0, θ2 ≥ 0 и β1 ≤ 0, β2 ≤ 0, θ1 ≥ 0, θ2 ≤ 0 bif-расклады как в
случаях 1.3 и 1.4 соответственно.

3.2. При β1 ≥ 0, β2 ≤ 0, θ1 ≥ 0 и θ2 ≥ 0 имеются следующие случаи:
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1) c ≤ c5 — десять критических точек, три краевые (два седла и один максимум) и семь обычных
(четыре минимума и три седла);

2) c5 6 c < 0 — восемь экстремалей, три краевые (два минимума и один максимум) и пять
обычных (два минимума и три седла);

3) 0 6 c ≤ c6 — пять критических точек, три краевых седла и два обычных минимума;
4) c ≥ c6 — три краевые критические точки (два минимума и одно седло).
Матрицы bif-раскладов следующие:

�
0 2 1
4 3 0

�
,

�
2 0 1
2 3 0

�
,

�
0 3 0
2 0 0

�
,

�
2 1 0
0 0 0

�
.

РИС. 5.2.5.

3.3. В случае β1 ≤ 0, β2 ≥ 0, θ1 ≥ 0 и θ2 ≥ 0 получаем
1) при c ≤ c1 имеем десять экстремалей, из них три краевые (два седла и один максимум) и

семь обычных (четыре минимума и три седла);
2) при c1 6 c < 0 функция W имеем семь критических точек — три краевые (два минимума и

одно седло) и четыре обычных (два минимума и два седла);
3) при 0 < c 6 c2 — шесть критических точек: три краевые (два седла и один максимум) и три

обычных (два минимума и одно седло);
4) при c ≥ c2 — три краевые экстремали (два минимума и одно седло).
Матрицы bif-раскладов следующие:

�
0 2 1
4 3 0

�
,

�
2 1 0
2 2 0

�
,

�
0 2 1
2 1 0

�
,

�
2 1 0
0 0 0

�
.

3.4. Случай β1 ≤ 0 и β2 ≤ 0. Будем считать θ1 = θ2. Этот случай разбивается на шесть
подслучаев:

1) при c ≤ c5 имеем максимальный bif-расклад — двенадцать критических точек: три краевые
(два седла и один максимум) и девять обычных (четыре минимума, четыре седла и один максимум);

2) при c5 6 c ≤ c1 функция имеет десять критических точек: три краевые (два минимума, один
максимум) и семь обычных (два минимума, четыре седла и один максимум);

3) при c1 6 c < 0 — девять экстремалей: три краевые (два минимума и одно седло) и шесть
обычных (два минимума, три седла и один максимум);

4) при 0 6 c < c2 функция W имеет шесть критических точек: три краевые (два седла и один
максимум) и три обычных (два минимума и одно седло);

5) при c2 6 c ≤ c6 — пять экстремалей: три краевые (три седла) и два обычных минимума;
6) при c6 6 c — три краевые критические точки (два минимума и одно седло).
Матрицы bif-раскладов следующие:
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(
0 2 1
4 4 1

)
,

(
2 0 1
2 4 1

)
,

(
2 1 0
2 3 1

)
,

(
0 2 1
2 1 0

)
,

(
0 3 0
2 0 0

)
,

(
2 1 0
0 0 0

)
.

РИС. 5.2.6.

В этом случае получаем один bif-расклад с одной критической точкой, один — с двумя кри-
тическими точками, два bif-расклада по три критических точек, три — по четыре, два — по пять
точек, три bif-расклада с шестью критическими точками, три — с семью, три — по восемь критиче-
ских точек, три — по девять, три — по десять, два — по одиннадцать и один bif-расклад, имеющий
максимальное количество критических точек — двенадцать.

5.2.2. Ограничение pξ1 + qξ2 ≥ 0. При β 6∈ Σ, a > −2 и a 6= 2 bif-расклады при условии
pξ1 + qξ2 ≥ 0 описываются десятью матрицами.

Доказательство также осуществляется простым перебором ситуаций.

5.3. БИФУРКАЦИИ ЭКСТРЕМАЛЕЙ ИЗ УГЛОВЫХ КРИТИЧЕСКИХ ТОЧЕК

Развитие методов изучения поведения гладких функционалов вблизи угловых особых точек на
крае банахова многообразия представляет интерес как для общей теории особенностей гладких
функционалов, так и для ее приложений к задачам теории управления, теории фазовых переходов
и т. п.

Угловые особенности функций на конечномерных многообразиях были введены Д. Сирсмой [190]
как обобщение краевых. Д. Сирсма установил при этом, что список простых угловых особенностей
получается вложением списка простых краевых особенностей.

Некоторые геометрические и топологические аспекты вариационных задач на многообразиях с
краем и углами исследовали А. А. Аграчев, С. А. Вахрамеев, О. В. Кунаковская [1,36, 176] и др.

Краевые особенности фредгольмовых функционалов и некоторые их применения изучались в
работах О. Ю. Даниловой [53–56].

Среди унимодальных угловых особенностей есть такие, которые не имеют прямых аналогов в
краевом случае (например, особенность x2 + y2 + axy в вершине положительного квадранта на
координатной плоскости). Более сложные примеры высокой модальности и их приложений были
рассмотрены в [121].

В [44] дана полная классификация bif-раскладов в полурегулярных точках минимума на вер-
шинах трехгранных углов, полученная при решении задачи о ветвлении критических торов для
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РИС. 5.2.7.

РИС. 5.2.8.

функций с поликруговой симметрией, и там же описаны характерные плоские сечения соответ-
ствующих каустик.

Анализ бифуркаций в обычных (некраевых) критических точках эффективно осуществляется на
основе схем конечномерной редукции. Аналогичный подход применим и в угловых точках, но при
этом возникает необходимость согласования ключевых параметров с неравенствами, задающими
угол. В [121] была предложена естественная идея включения системы ограничителей в систему
ключевых параметров, которая используется и в этой статье.
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РИС. 5.2.9.

РИС. 5.2.10.

В данном разделе сделан акцент на задачу определения и вычисления мод бифуркации или, что
эквивалентно, на задачу представления бифурцирующих экстремалей в форме

n∑

j=1

ξjej + o(ξ), (5.3.1)

где ξ = (ξ1, . . . , ξn)> — критическая точка ключевой функции (векторные коэффициенты ej вы-
полняют роль мод бифуркации).

В анализе обычных критических точек моды бифуркации чаще всего определяются как соб-
ственные функции оператора, являющегося главной частью оператора Гессе (производной Фреше
градиента) в заданной критической точке. В угловых же точках выбор мод менее очевиден.

5.3.1. Редуцирование угловых особенностей. Пусть, как и ранее, E, F — банаховы простран-
ства и f : E −→ F — фредгольмово потенциальное отображение нулевого индекса, E ⊂ F ⊂ H,
где H— гильбертово пространство (все вложения непрерывны и E плотно в H). Пусть гладкий
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РИС. 5.2.11.

функционал V является потенциалом f , т. е.

∂V

∂x
(x)h = 〈f(x) , h〉H, x, h ∈ E

(〈·, ·〉H — скалярное произведение в H). Уравнение

f(x) = 0 (5.3.2)

определяет экстремали (критические точки) гладкого функционала V (x).
Если f(x, λ) : E×Rq → F — семейство гладких фредгольмовых отображений, гладко зависящее

от параметра λ, и если отображение f(·, λ) потенциально с потенциалом V (·, λ), то его потенциал
также гладко зависит от данного параметра.

Иногда функционал V (x, λ) рассматривается в окрестности нуля при ограничениях на основную
переменную в виде m неравенств, задающих неособо пересекающиеся гладкие поверхности и
выделяющих m-гранный угол

C =
{
x ∈ E

∣∣ gj(x) ≥ 0, j = 1, . . . , m
}

.

В случае m = 1 (одного неравенства) получаем так называемую краевую особенность. Точка a ∈ C
называется условно критической для гладкого функционала V (x, λ), если gradH V (0) ортогонален
грани C, содержащей a. Число элементов носителя

supp(a) := {k ∈ {1, . . . , m} : gk(a) 6= 0}
(приведенная размерность минимальной грани угла, содержащей эту точку) называется порядком
точки a.

Анализ поведения V (x, λ) можно проводить на основе перехода к функции

W (ξ) := inf
x:g(x)=ξ

V (x)

в какой-либо схеме конечномерной редукции. Здесь g(x) = (g1, . . . , gn)>, {gj}n
j=1 — набор неза-

висимых гладких функционалов (ключевых параметров), включающий в себя семейство ограни-
чителей {gk}m

k=1 (задающих угол). Функционалы gj(x) подчинены, как правило, дополнительным
условиям. Ниже предполагается, что gradH gj(x) ∈ F ∀x ∈ E.
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5.3.2. Многообразие катастроф и каустика. Пусть M̂ ∈ E × Rq — многообразие катастроф,
т. е. M̂ = M0 ∪M1... ∪Mm, где Mk определяется соотношениями

f(x, λ) = 0, x ∈ Ck, dim Ker
∂[f ]k
∂x

(x, λ) > 0.

Здесь Ck — совокупность граней угла C приведенной размерности k, C0 — вершинная грань угла, а

[f ]k = gradH (V |Ck
).

Каустика (бифуркационное множество) Σ определяется как образ канонической проекции

π : E × Rq −→ Rq

многообразия катастроф: Σ = π(M̂).
Если известна оценка сверху числом d значений индексов Морса всех бифурцирующих экстре-

малей, то каждый bif-расклад можно описать характеристической матрицей

L =




l00 ... l0d
... ... ...
lm0 ... lmd


 ,

в которой элемент lji совпадает с количеством критических точек (углового) индекса j на i-мерных
гранях.

Как обычно, версальные деформации угловых особенностей содержат информацию о всех мета-
морфозах (о перестройках поверхностей уровня, расклейках и склейках особых точек, о различных
бифуркационных эффектах и т. д.), происходящих при всевозможных гладких деформированиях
функции, и поэтому они играют центральную роль в теории угловых особенностей (как и в теории
обычных особенностей [7]).

В случае угловой особенности версальная деформация определяется как функция V (x, λ), для

которой совокупность ростков функций
∂V

∂λj
(x, 0) (начальных скоростей деформации) дает систе-

му линейных образующих в угловом кольце особенности Q̂0(V ). Если эта совокупность является
базисом Q̂0(V ), то деформация называется миниверсальной. Если вместо кольца ростков гладких
функций рассмотреть максимальный (в нем) идеал и профакторизовать его по угловому якобиеву
идеалу, то получим усеченное угловое локальное кольцо Q̂∗

0(V ). Деформация V (x, λ), для кото-

рой V (x, 0) = 0 и совокупность ростков функций
∂V

∂λj
(x, 0) образует базис Q̂∗

0(V ), называется

ограниченной миниверсальной деформацией. Каустика такой деформации называется главной и
обозначается Σ (чаще всего каустикой особенности называют главную каустику).

Каустика разбивает базу ограниченной миниверсальной деформации на ячейки, каждой из ко-
торых отвечает единственный bif-расклад.

В бифуркационном анализе угловой особой точки выделяются, как и в обычной теории, следу-
ющие две основные задачи:

1) описание геометрического строения (главной) каустики;
2) описание bif-раскладов, соответствующих компонентам связности дополнения к каустике (в

базе ограниченной миниверсальной деформации).

5.3.3. Моды бифуркации. Пусть g1, . . . , gr — редуцирующая система. Рассмотрим редуцирую-
щее подмногообразие N , состоящее из условных экстремалей ϕ(ξ) функционала V , взятых на
подмногообразиях Mξ := g−1(ξ). Отображение ξ 7−→ ϕ(ξ) называется маргинальным. Без ущер-
ба для общности можно считать, что нуль является угловой критической точкой, принадлежащей
минимальной грани.

Пусть N — линейная оболочка системы градиентов ограничителей в нуле:

N := span(grad g1(0), . . . , grad gm(0)),

и пусть Ñ := A−1(N), где A :=
∂f

∂x
(0) — оператор Гессе в нуле. Пусть, далее, e1, . . . , er —

ортонормированный в энергетической метрике 〈x, y〉1 := 〈Ā(x), y〉 (Ā(u+v) := u+A(v), u ∈ KerA,
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v ⊥ KerA) базис подпространства Ñ , построенный при условии, что его первые n векторов задают
базис ядра оператора Гессе: span{e1, . . . , en} = KerA.

Теорема 5.3.1. Подпространство Ñ является касательным к редуцирующему подмногооб-
разию N в нуле.

Доказательство. Условная экстремаль функционала V на подмногообразии Mξ является реше-
нием (единственным вблизи нуля) уравнения

Px · f(x) = 0,

где Px — ортогональный проектор на касательное подпространство в точке x ∈ Mξ к подмногооб-
разию Mξ. Следовательно, верно тождество

Pϕ(ξ) · f(ϕ(ξ)) = 0.

Продифференцировав это тождество в нуле, легко убедиться, что образ дифференциала марги-
нального отображения совпадает с прообразом нуля оператора P0 · A или, что равносильно, с
прообразом подпространства N относительно A. Что и требовалось доказать.

Теорема 5.3.2. Существует такое диффеоморфное преобразование координат в простран-
стве ключевых параметров, что после его применения к редуцирующему отображению g (в
образе) для маргинального отображения реализуется представление (5.3.1) с коэффициента-
ми e1, . . . , en в линейной части, задающими заранее выбранный базис в Ñ . Слагаемое o(ξ) при
этом (в (5.3.1)) ортогонально Ñ (в энергетической метрике).

Доказательство. Для редуцирующего подмногообразия N рассмотрим параметризацию вида

γ(ξ) =
∑

k

ξkek + α(ξ), α(ξ) = o(ξ), α(ξ) ⊥ Ñ (5.3.3)

(соотношение ортогональности задано в энергетической метрике). Очевидно, что отображение ψ :=
g · γ является локальным диффеоморфизмом пространства ключевых параметров. После замены
ξ 7→ ψ(ξ) (образа редуцирующего отображения) получим отображение p = ψ−1 · g, для которого
p(γ(ξ)) ≡ ξ. Следовательно, после замены редуцирующего отображения g на p отображение γ
становится маргинальным. Так как для него выполняется представление (5.3.3), то справедливость
утверждения теоремы установлена.

Замечание 5.3.1. В случае линейных ограничителей имеет место соотношение g · α = 0 и,
следовательно, диффеоморфизм ψ является линейным.

5.4. ПОЛУРЕГУЛЯРНЫЕ УГЛОВЫЕ ОСОБЕННОСТИ

5.4.1. Основные определения. Ниже описаны расклады бифурцирующих морсовских экстрема-
лей параметрического семейства гладких фредгольмовых функционалов V (x, λ) из нулевой особой
экстремали при следующих основных условиях:

1) функционал V (x, 0) инвариантен относительно некоторой системы коммутирующих инволю-
ций, задающих на ядре его второго дифференциала полусвободное действие группы симметрии
параллелепипеда (т. е. нуль — единственная неподвижная точка);

2) семейство V (x, λ) рассматривается на области, граница которой содержит нулевую точку, при-
чем граница в некоторой окрестности нуля задана системой неравенств gk(x) ≥ 0, k = 1, . . . ,m,
посредством гладких функционалов gk, дифференциалы которых в нуле линейно независимы.

Ключевые параметры нужно задавать при этом так, чтобы редукция к ключевой функции приво-
дила к задаче анализа экстремалей (включая условные), бифурцирующих из вершины m-гранного
угла в n-мерном пространстве.

Напомним, что многообразием размерности n с m-мерным углом (m ≤ n) называется гладкое
вещественное n-мерное многообразие с набором из m неособо пересекающихся гладких гиперпо-
верхностей. Локально (в окрестности угловой точки) такое многообразие устроено как простран-
ство Rn с выделенным в нем семейством гиперплоскостей

Rn
j = {x ∈ Rn : xj = 0} , j = 1, . . . , m
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(здесь xj — j-я координата точки x). Случай одной гиперплоскости (m = 1) называется многооб-
разием с краем [5]. Множество

C = {x ∈ Rn : xj ≥ 0, j = 1, . . . ,m}
называется m-гранным углом. Точка a ∈ C называется условно критической для гладкой функ-
ции W в Rn, если grad W (a) ортогонален наименьшей грани C, содержащей a. Число элементов
носителя

supp(x) = {k ∈ {1, . . . , m} : xk 6= 0}
(приведенная размерность минимальной грани угла, содержащей эту точку) называется порядком
точки a. Кратностью µ̂ условно критической точки a ∈ C называется размерность фактор-алгебры

Q̂(W,a) = R[[x− a]]/Â(W,a),

где R[[x− a]] — алгебра формальных степенных рядов от x− a, а Â(W,a) — угловой якобиев идеал
в R[[x− a]], порожденный следующими двумя наборами функций:

{
∂W

∂xj

}

j∈supp(a)

,

{
xk

∂W

∂xk

}

k 6∈supp(a)

.

Точка, для которой µ̂ = 1, называется простой или регулярной. Пусть

K = {1, . . . ,m} \ supp(a).

Через µK(W,a) обозначается (обычная) кратность в точке a ограничения W |Rn
K

, ∀K ∈ {1, . . . ,m}\
supp(a), где

Rn
K =

⋂

k∈K

Rn
k .

Нерегулярная условно критическая точка a (µ̂ > 1), для которой

µK ≤ 1 ∀K ∈ {1, . . . ,m} \ supp(a),

называется полурегулярной.
Если supp(a) = ∅ и a — полурегулярная условно критическая точка для W , то угловой заменой

координат (посредством локального диффеоморфизма пары (Rn, C) −→ (Rn, C) , преобразующего
каждую грань C на себя) функция W приводится к нормальной форме

m∑

k=1

σkx
2
k +

∑

1≤k1<···<kq≤m, q≥2

ak1,...,kqxk1 · . . . · xkq +
n∑

p=m+1

σpx
2
p, (5.4.1)

где σk ∈ {−1, 1}.
Каноническая миниверсальная деформация особенности W в нуле задается разверткой

W (x, λ) = W (x) +
∑

1≤k1<···<kq≤m, q≥2

λk1,...,kqxk1 · . . . · xkq , (5.4.2)

λ = {λk1,...,kq}.
Доказательство этих утверждений можно осуществить либо непосредственно [5,7], либо сведени-
ем к их эквивариантным аналогам [185, 190].

Если R̂n — пространство с координатами y1, . . . , yn, накрывающее 2m-листно C посредством
отображения

π : R̂n −→ Rn, π(y) = (y2
1, . . . , y2

m, ym+1, . . . , yn)>,

то W (x) поднимается в R̂n формулой Ŵ (y) = W (π(y)). Функция Ŵ инвариантна относитель-
но инволюций J1, . . . , Jm, где Jk изменяет знак в k-й координате. Угловому диффеоморфизму
(локальному)

ϕ : (Rn, 0) −→ (Rn, 0)
однозначно соответствует диффеоморфизм

ϕ̂ :
(
R̂n, 0

)
−→

(
R̂n, 0

)
,
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эквивариантный относительно J1, . . . , Jm, для которого

ϕ̂(Ĉ) ⊂ Ĉ, ϕπ = πϕ̂

(здесь Ĉ = {x ∈ R̂n : yj ≥ 0, j = 1, . . . , m}). Таким образом угловые особенности отож-
дествляются с {J1, . . . , Jm}-эквивариантными [7, 190]. При m = n форме (5.4.1) соответствует
инвариантная n-мерная сборка:

Ŵ (y) =
m∑

k=1

σky
4
k +

∑

1≤k1<···<kq≤m, q≥2

ak1,...,kqy
2
k1
· . . . · y2

kq
, (5.4.3)

а форме (5.4.2) — развертка

Ŵ (y) +
m∑

k=1

σky
4
k +

∑

1≤k1<···<kq≤m

λk1,...,kqy
2
k1
· . . . · y2

kq
, (5.4.4)

задающая миниверсальную деформацию особенности (5.4.3) в классе {J1, . . . , Jm}-инвариантных
функций.

При таком отождествлении регулярные условно критические точки функции W соответствуют
(обычным) регулярным критическим точкам функции Ŵ . У соответствующих друг другу крити-
ческих точек совпадают индексы Морса. Под индексом Морса регулярной условно критической
точки a ∈ C подразумевается обычный индекс Морса ограничения

W |Rn
K

, K = {1, . . . ,m} \ supp(a),

сложенный с количеством отрицательных первых производных W в точке a. Ясно, что при этом
отождествляются бифуркационные диаграммы угловой и {J1, . . . , Jm}-эквивариантной особенно-
стей.

Для полурегулярной особенности можно положить, без ущерба для общности, m = n и a = 0.

5.4.2. Каустики. Пусть Σ — каустика (бифуркационная диаграмма функций без стратов Макс-
велла) для угловой особенности функции W в полурегулярной условно критической точке a = 0,
т. е. Σ — росток в нуле множества тех значений параметра в базе ограниченной миниверсальной
деформации W (x, λ) (полученной, например, из (5.4.2) ограничением W (x, 0) ≡ 0), для которых
W (·, λ) имеет вырожденную условно критическую точку. Рассмотрим множество NK , состоящее
из тех (x, λ) ∈ Rn × Rµ̂−1, для которых

xj =
∂W

∂xk
(x, λ) = 0 ∀k ∈ K, ∀j 6∈ K, xk ≥ 0, (5.4.5)

где W (·, λ) — ограниченная миниверсальная деформация в форме (5.4.2). Из условия полурегуляр-
ности следует, что NK вблизи нуля в Rn ×Rµ̂−1 устроено как подмногообразие размерности µ̂− 1
с (cardK)-гранным углом. Проекция π : (x, λ) 7−→ x, суженная на NK , диффеоморфно отобража-
ет некоторую окрестность нуля в NK на окрестность нуля в угле пространства Rµ̂−1, заданном
неравенствами

γK,k(λ) ≥ 0 ∀k ∈ K, (5.4.6)

где γK,k(λ) — выражение xk через λ в силу системы уравнений (5.4.5). Если γK — столбец, состав-
ленный из компонент γK,k, а HK — матрица, составленная из элементов

hi,j =
∂2W

∂xi∂xj
(0, 0), i, j ∈ K,

то
γK = −H−1

K bK + o(bK), (5.4.7)

где bK — столбец, составленный из компонент bk, k ∈ K, вектора b = gradx W (0, λ). Соотношение
(5.4.7) одновременно задает асимптотику бифурцирующих условно критических точек с носителем
K.

Пусть
N =

⋃

K

NK , S =
⋃

K′,K′′
(NK′ ∩NK′′) , K ′ 6= K ′′.
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Для полурегулярной угловой особенности росток множества π(S) в нуле совпадает с Σ. С каждой
парой семейств

L, K, L ∩K = ∅, L ∪K ⊂ {1, . . . , n},
свяжем подмножество

SK;L = {(x, λ) ∈ NK : supp(gradx W (x, λ)) ⊂ {1, . . . , n} \ (K ∪ L)} .

Из определения S следует, что

S =
⋃

K;L

SK;L (L ∩K = ∅, L ∪K ⊂ {1, . . . , n}, L 6= ∅) .

Аналогично имеем

Σ =
⋃

K;L

ΣK;L (L ∩K = ∅, L ∪K ⊂ {1, . . . , n}, L 6= ∅) , (5.4.8)

где ΣK;L = cl(π(ΣK;L)). Разложение (5.4.8) задает стратификацию каустики Σ. Из определения
ΣK;L получаем

ΣK;L =
⋂

l∈L

ΣK;l. (5.4.9)

Так как ΣK;l задается соотношениями

xj =
∂W

∂xk
(x, λ) =

∂W

∂xl
(x, λ) = 0 ∀k ∈ K, ∀j 6∈ K, xk ≥ 0

(см. (5.4.8)), то для K 6= ∅ компонента ΣK;l задается соотношениями

γK;l(λ) = 0, γK;k(λ) ≥ 0 ∀k ∈ K, (5.4.10)

где γK;l получено из
∂W

∂xl
(x, λ) подстановкой вместо x явного выражения x через λ, вытекающего

из равенств (5.4.5).
Полезно отметить, что

γK;l(λ) = bl(λ) +
∑
k

hK
l;kγK;k + o(b),

γK;k(λ) = −∑
j

h̄K
k;jbj(λ) + o(b) ∀k ∈ K,



 (5.4.11)

где bj(λ) =
∂W

∂xj
(0, λ), h̄K

k;j — элемент матрицы H−1
K (см. (5.4.5)). В итоге получаем следующее

утверждение [119, 121].

Теорема 5.4.1. Каустика полурегулярной угловой особенности (5.4.5) в нуле представима в
виде (5.4.8) (см. (5.4.9)), где компонента ΣK;j задается соотношениями (5.4.10), в которых γK;l

и γK;k представляются в форме (5.4.11). При этом асимптотика бифурцирующей регулярной
условно критической точки с носителем K задается формулой (5.4.7).

Замечание 5.4.1. Для описания фазовых переходов в теории кристаллов представляет интерес
асимптотика критического значения bK(λ) функции W (·, λ) в регулярной условно критической
точке с носителем K:

bK(λ) = −
∑

k,j

h̄K
k;jbk(λ)bj(λ) + o(|b|2). (5.4.12)
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5.4.3. Малые размерности. Случай n = 1 для полурегулярных угловых особенностей триви-
ален. Многие фрагменты случая n = 2 исследованы в рамках прикладных задач [28, 41, 42, 110].
Полное описание дано в [121]. Случай n = 3 недавно был полностью исследован (для угловых
точек минимума) А. В. Гнездиловым [44, 45]. Случай угловой точки минимума (форма (Hx, x)
положительна в C) наиболее важен для приложений (бифуркации экстремалей из точек минимума
часто называют мягкими).

При n = 2 мягкие бифуркации соответствуют ситуации, в которой σ1 = σ2 = 1 и h1,2 > −1
(см. (5.4.1)). Положив в канонической деформации (5.4.2) λ3 = h1,2 + λ1,2, получим

W (x, λ) = x2
1 + x2

2 + 2λ3x1x2 + λ1x1 + λ2x2, x ∈ R2, λ ∈ R3.

Каустика Σ в этом случае состоит из четырех компонент

Σφ;1, Σφ;2, Σ2;1, Σ1;2.

Так как γφ;j = λj , γi;i = −λi/2 и γi;j = λj − λ3λi, то первые две компоненты задаются
соотношнениями

λ1 = 0 (Σφ;1), λ2 = 0 (Σφ;2),
а третья и четвертая — соотношениями

λ1 − λ3λ2 = 0, λ2 ≤ 0 (Σ2;1),

λ2 − λ3λ1 = 0, λ1 ≤ 0 (Σ1;2).
Пересечение всех компонент представляет собой прямую λ1 = λ2 = 0. Третья и четвертая компо-
ненты пересекаются по полупрямой λ3 = 1, λ1 = λ2 ≤ 0 и обе они содержат разные «половины»
прямой λ3 = −1, λ1 + λ2 = 0. Первая с третьей и вторая с четвертой пересекаются по полупря-
мым λ1 = λ3, λ2 ≤ 0 и λ2 = λ3, λ1 ≤ 0 соответственно. Каустика Σ расслаивается над стратом
λ1 = λ2 = 0 (посредством ортогонального проецирования) с особыми слоями, содержащими точки
с λ3 = −1, 0, 1.

РИС. 5.4.1.

Все вырожденные критические точки при λ2
1+λ2

2 6= 0 и |λ3| 6= 1 имеют тип краевой особенности
B2 (см. [7]). Асимптотические формулы (5.4.7) для бифурцирующих условно критических точек
здесь являются точными. Для координат критических точек второго порядка имеем

xj = θj(λ) = −λj − λ3λk

2(1− λ2
3)

, j 6= k.

Для соответствующих критических значений получаем (см. (5.4.12))

βj = −1
4
λ2

j
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(для точек первого порядка) и

β1,2(λ) = −λ2
1 + λ2

2 − 2λ1λ2λ3

4(1− λ2
3)

(для точек второго порядка).
Топология линий уровня функции W (x, λ) в {x1 ≥ 0, x2 ≥ 0} и функции Ŵ (x, λ) приведены в

таблицах контуров в [121].
При n = 3 множество Σ состоит из двенадцати компонент

Σφ;k, Σj;k, Σi;j;k, (i 6= j 6= k 6= i).

Запишем развертку (5.4.2) в виде

W (x, λ, α, β) =
∑

j=1

3x2
j +

∑

i6=j 6=k 6=i

αjxixk + βx1x2x3 +
∑

j=1

3λjxj . (5.4.13)

Мягкие бифуркации здесь делятся на шесть типов (по типу матрицы H — см. [114]): положитель-
ные матрицы (indH = 0), определяемые неравенствами

det H > 0, |αj | < 1, (5.4.14)

матрицы индекса два, для которых

detH > 0, α1 > 1, (5.4.15)

и четыре типа матриц индекса единица, каждый из которых определяется неравенством det H < 0
и одной из следующих групп соотношений (с точностью до перестановки координат в R3):

min{αj} > 1; (5.4.16)

min{α1, α2} > 1, |α3| < 1; (5.4.17)

α1 > 1, max{|α2|, |α3|} < 1; (5.4.18)

max{|α1|} < 1, α1 > α2α3. (5.4.19)

Соотношения (5.4.14)–(5.4.19) характеризует тип квадрики {(Hx, x) = 0} и ее расположение в R3

по отношению к C.
Из (5.4.7) и (5.4.11) получаем

γφ;j = λj , γi;i = −1
2
λi, γi;j = λj − αkλi (i 6= j 6= k 6= i),

γi,j;i = −λi − αkλj

2(1− α2
k)

, γi,j;j = −λj − αkλi

2(1− α2
k)

,

γi,j;k = λk + 2(αjγi,j;i + αiγi,j;j) =

= λk +
(αjαk − αi)λj + (αiαk − αj)λi

(1− α2
k)

+

+
β(λi − αkλj)(λj − αkλi)

4(1− α2
k)

2
,

γ1,2,3;i = −(1− α2
j )λj + (αjαi − αk)λi + (αjαk − αi)λk

2(1 + 2α1α2α3 − α2
1 − α2

2 − α2
3)

+ o(|λ|2).
Отсюда получаем следующие асимптотические формулы для соответствующих критических зна-
чений (см. (5.4.12) и (5.4.13)):

βj = −1
4
λ2

j + o(|λ|2),

βi,j = −(λ2
i + λ2

j − 2αkλiλj)
4(1− α2

k)
+ o(|λ|2),

β1,2,3 = −

(
n∑

j=1
(1− α2

j )λ
2
j +

∑
i6=j 6=k 6=i

(αjαi − αk)λiλj

)

4(1 + 2α1α2α3 − α2
1 − α2

2 − α2
3)

+ o(|λ|2).
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Компоненты каустики задаются соотношениями

λj = 0 (Σφ;1),

λj − αkλi = 0, λi ≤ 0 (Σi;j),

λk +
(αjαk − αi)λj + (αiαk − αj)λi

(1− α2
k)

+

+
β(λi − αkλj)(λj − αkλi)

4(1− α2
k)

2
= 0,

αkλj − λi

(1− α2
k)

≥ 0, γi,j;j =
αkλi − λj

(1− α2
k)

≥ 0 (Σi,j;k).

Описание всех bif-раскладов и сепаратрисных поверхностей уровня (при рассматриваемом здесь
подходе) несложное, но требует большого количества вычислений. А. В. Гнездиловым был развит
геометрический подход [45], позволивший ему дать полную классификацию всех bif-раскладов
для мягких бифуркаций (при n = 3).

Ограничимся рассмотрением в этом разделе лишь бифуркаций условных минимумов.

Теорема 5.4.2 (см. [121]). В случае (5.4.14) в малой окрестности нуля существует един-
ственная точка условного минимума функции W (x, λ, α, β) при любых α и β и любом доста-
точно малом λ. При этом для любого носителя найдется сколь угодно малое λ, которому
отвечает точка минимума с данным носителем.

В случаях (5.4.15) и (5.4.16) допускается (локально) существование точек минимума лишь в
начале координат и на ребрах конуса C. Допускается также сосуществование двух или трех
(но не более) точек минимума первого порядка (на ребрах).

В случае (5.4.17) не допускается (локально) существование точек минимума максимально-
го порядка (т. е. внутри C), но допускается точка минимума с носителем {1, 2} (на грани
x3 = 0). Более того, допускается сосуществование двух (но не более) точек минимума первого
порядка, расположенных на первом и третьем или на втором и третьем ребрах, и сосуще-
ствование двух разнотипных точек минимума, расположенных на ребре x1 = x2 = 0 и грани
x3 = 0.

В случаях (5.4.18) и (5.4.19) порядок любой бифурцирующей точки локального минимума не
превосходит двух. При этом допускается сосуществование двух (но не более) точек минимума
второго порядка, расположенных на гранях x2 = 0 и x3 = 0. В случае (5.4.18) при α1α3 < α2 или
при α1 > 0, α2 > 0, α1α3 > α2 и α1α2 > α3, а также в случае (5.4.19) при α1α3 < α2 допускается
сосуществование разнотипных точек минимума, расположенных на ребре x1 = x2 = 0 и грани
x3 = 0.

Доказательство теоремы сводится к проверке разрешимости системы неравенств, определяющих
области существования или сосуществования условно критических точек. Первое утверждение и
второе в случае (5.4.15) могут быть также получены из широко известной теоремы об экстремумах
выпуклой функции на выпуклом многограннике.

5.5. ФРЕДГОЛЬМОВЫ ФУНКЦИОНАЛЫ С КРУГОВОЙ СИММЕТРИЕЙ

Редуцирующие схемы позволяют исследовать бифуркации решений разнообразных нелинейных
задач с параметрами. На основе этих схем можно строить алгоритмизируемые процедуры анали-
за циклов динамических систем, бифурцирующих из сложных фокусов, анализировать рождение
периодических волн в нелинейных средах и т. д. Анализ бифуркаций периодических волн тес-
но связан с анализом критических орбит фредгольмовых функционалов, обладающих круговой
симметрией [26,62,63].

Пусть V : E → R— фредгольмов функционал с градиентом в тройке {E,F, H} и пусть задано
такое представление T группы SO(2) в группу O(H) ортогональных операторов H → H, что
Tg(E) ⊂ E, Tg(F ) ⊂ F ∀g ∈ SO(2), и пусть функционал V инвариантен относительно действия
SO(2) на E (обладает круговой симметрией):

V (Tgx) = V (x) ∀ x ∈ E, g ∈ SO(2).
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Предположим также эквивариантность редукции p : E → Rn, означающую задание на Rn

действия группы SO(2) с условием p(Tg(x)) = Tg(p(x)) ∀x ∈ E, g ∈ G, так, что редуцирующее
отображение эквивариантно: p(Tg(x)) = Tg(p(x)) ∀ x ∈ E, g ∈ G.

Далее будет предполагаться, что действие окружности не имеет ненулевых неподвижных точек.
Пространство N мод бифуркации в этом случае четно и разбивается в прямую сумму двумерных
подпространств:

N = N1+̇N2+̇ . . . +̇N q, (5.5.1)

инвариантных относительно заданного действия окружности и таких, что сужения действия SO(2)
на каждое из этих подпространств является неприводимым.

Если отождествить каждое подпространство Nk с комплексной плоскостью C, то индуцирован-
ное действие окружности на Nk сведется к стандартному действию окружности на комплексной
плоскости некоторой кратности pk:

{ϕ, z} 7→ eipkϕ z. (5.5.2)

Алгебраическая структура ключевой функции, отвечающей данному функционалу, зависит от
набора кратностей {pk} или, более точно, от резонансов. Под резонансами подразумеваются такие
нетривиальные наборы целых чисел {m1,m2, . . . mq}, для которых выполняются (резонансные)
соотношения

q∑

k=1

mkpk = 0.

Ясно, что множество R всех резонансов является подгруппой целочисленной решетки Zn. Любой
базис подгруппы R будем называть базисным набором резонансов.

В частности, если q = 2, то базисный набор состоит из одного элемента {m1,m2}.
Очевидно, что существует прямая аналогия рассмотренных выше резонансов с резонансами в

теории бифуркаций циклов динамических систем из сложного фокуса [5, 12, 28]. Так же, как и
в теории динамических систем, наиболее сложными для изучения являются случаи резонансов с
порядками, не превышающими четырех:

|m| :=
q∑

k=1

|mk| ≤ 4

(сильные резонансы).
В заключительной главе, посвященной приложениям, будет рассмотрен случай четырехмерного

вырождения с резонансом 1 : 2, встречающийся при описании зарождения периодических волн в
нелинейных средах.

В рассматриваемых в данной работе примерах используется модельное уравнение

∂2w

∂t2
+ κ2

∂4w

∂x4
+ κ1

∂2w

∂x2
+ κ0w + βw3 = 0.

Прикладной и теоретический интерес представляет решение типа «бегущей волны»

w(x, t) = p(kx + ωt),

поиск которого сводится к построению периодического решения уравнения

κ̃2
∂4p

∂x4
+ κ̃1

∂2p

∂x2
+ κ̃0p + βp3 = 0, κ̃1 = k2κ1 + ω2,

определяющего экстремали функционала (энергии)

V (p, κ) =
1
T

T∫

0

(
κ2

2

(
d2p

dx2

)2

− κ̃1

2

(
dp

dx

)2

+
κ0

2
p2 +

β

4
p4

)
dx.

Длительное время изучались лишь одномодовые волны, представимые в виде

w(x, t) = r sin(k x− ω t + ϕ) + o(r),

где r, k, ω, ϕ — волновые параметры (амплитуда, волновое число, частота, фазовый сдвиг), завися-
шие от δ := κ− κ̄ (κ = (κ0, κ1, κ2)>, κ̄ — критическое значение вектора κ).
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Однако легко убедиться, что данное уравнение допускает четырехмерные вырождения, поро-
ждающие двухмодовые бифуркации периодических волн с интересными геометрическими и физи-
ческими свойствами. Такие волны допускают представление

w(x, t) = r1 sin(py + ϕ1) + r2 sin(qy + ϕ2) + o(r1, r2),

y = k x− ω t, p, q ∈ Z, НОД(p, q) = 1.

Разнообразие профилей и «скоростных» свойств бифурцирующих волн определяются двумя пер-
выми слагаемыми этого разложения.

Возвращаясь к абстрактной задаче о бифуркации экстремалей фредгольмовых функционалов с
круговой симметрией, мы можем сформулировать следующее утверждение.

Теорема 5.5.1. В случае четырехмерного вырождения в нуле с резонансом 1 : 2 уравнения

f(x, 0) = 0,

где f(x, λ) — градиент фредгольмова функционала V (x, λ), ключевая функция

W (ξ, δ) = inf
p: 〈p,ej〉=ξj

V (p, λ̄ + δ)

(здесь e1, e2 и e3, e4 — ортонормированные базисные пары векторов в подпространствах N1

и N2 в пространстве мод N , ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)>, ξj = 〈x, ej〉), рассмотренная в полярных
координатах

ξ1 = r1 cosϕ1, ξ2 = r1 sinϕ1, ξ3 = r2 cosϕ2, ξ4 = r2 sinϕ2,

допускает представление в виде

−1
2
(α1r

2
1 + α2r

2
2) +

1
4
(A1r

4
1 + A2r

4
2 + 2Br2

1r
2
2) + Cr2

1r2 cos(ψ + θ)+ (5.5.3)

+ϑ(r2
1, r

2
2) + r2

1r2%(r2
1, r2, ψ),

где A1, A2, B,C — вычисляемые константы, ψ = ϕ2 − 2ϕ1, ϑ и % — некоторые гладкие функции
соответственно двух и трех переменных, для которых

ϑ(r2
1, r

2
2) = O(|ξ|6), %(r2

1, r2, ψ) = O(|ξ|2).
Доказательство основано на несложно проверяемом соотношении

W (r1 cosϕ1, r1 sinϕ1, r2 cosϕ2, r2 sinϕ2, δ) = W (r1, 0, r2 cosψ, r2 sinψ, δ).

Здесь учитывается также четность ключевой функции по паре переменных ξ1, ξ2 (следствие кру-
говой симметрии).

Из этой теоремы вытекает следующее утверждение.

Теорема 5.5.2. Если A2C 6= 0 (см. предыдущую теорему), то существование бифурцирую-
щих критических орбит ключевой функции (5.5.3) и первые асимптотики их зависимости от
закритического приращения управляющего параметра определяются полиномом

−1
2
(α1r

2
1 + α2r

2
2) +

1
4
(A1r

4
1 + A2r

4
2 + 2Br2

1r
2
2) + Cr2

1r2 cos(ψ + θ)

(главной частью выражения (5.5.3)).

Замечание 5.5.1. Дополнительные симметрии (например, условие четности) могут привести к
равенству C = 0, что в случае A1A2−B2 6= 0 несколько упрощает задачу исследования критических
точек ключевой функции (несмотря на повышение кратности нуля в амплитудных уравнениях).
Именно такая ситуация возникает при изучении двухмодовых бифуркаций периодических волн в
упругой балке на упругом основании.
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5.6. ФУНКЦИОНАЛЫ С 3-КРУГОВОЙ СИММЕТРИЕЙ

Критические орбиты гладкого фредгольмова функционала V на банаховом многообразии M в
случае поликруговой симметрии [44, 45] после редукции и факторизации ключевых переменных
по действию тора переходят в условно критические точки некоторой функции на положительном
координатном угле в Rm (см. [45]). В [119, 121] была описана общая структура бифуркационных
диаграмм функций (каустик) Σ многомерных полурегулярных угловых особенностей и в ряде слу-
чаев были описаны распределения бифурцирующих невырожденных точек локального минимума
по граням положительного координатного угла в Rm. Полного описания раскладов бифурциру-
ющих невырожденных экстремалей (bif-раскладов) при m ≥ 3 до сих пор нет. В [44, 45] дано
описание всех допустимых bif-раскладов при m = 3, что привело к полному описанию бифурка-
ции морсовских критических орбит из точки минимума с особенностью 3-круговой сборки.

Приведем точную формулировку данного результата.
Если V инвариантен относительно гладкого действия m-мерного тора Tm на E и допускает

конечномерную редукцию на области O ⊂ E с редуцирующим отображением

p : O −→ Õ ⊂ R2m

(Õ открыто в R2m, p(a) = 0 ∈ Õ), эквивариантным относительно действий Tm на M и на R2m,
причем последнее действие задано ортогональным представлением

R : Tm −→ SO(2m),

R(ϕ1, . . . , ϕm) = diag (Iϕ1 , . . . , Iϕm)
∀(ϕ1, . . . , ϕm) ∈ Tm, Iϕ — матрица поворота двумерной координатной плоскости на угол ϕ, то
будем говорить, что V обладает m-круговой симметрией. При деформациях данного функционала
с сохранением m-круговой симметрии из нуля рождаются критические орбиты, диффеоморфные
торам размерности от единицы до m.

Бифуркационный расклад критических торов удобно изображать матрицей

M = (lji ), i, j = 0, 1, . . . ,m− 1,

в которой lji — количество критических (j + 1)-мерных торов редуцированного индекса Морса i.
Редуцированный индекс критического тора определяется как индекс Морса критической точки,
соответствующей тору после редукции ключевой функции на пространство Rm (по m-круговой
симметрии).

Пусть функционал V (x, λ) гладко зависит от параметра λ ∈ Rq и обладает 3-круговой симмет-
рией. Ключевая функция W : Õ ×Rq −→ R инвариантна относительно указанного выше действия
T3 и в соответствующих ключевых координатах имеет следующий вид:

const+
3∑

j=1

αj(δ)ρj +
3∑

j,k=1

ajkρjρk + o(‖ρ‖2) + O(δ)O(‖ρ‖2), (5.6.1)

ρj = r2
j = ξ2

2j−1 + ξ2
2j , ρ = (ρ1, ρ2, ρ3), δ = λ− λ0, αj(0) = 0.

Списки допустимых раскладов зависят от индекса Морса ν в нуле формы
3∑

j=1

αj(δ)r2
j

и от индекса Морса τ в (единственной) критической точке ограничения
3∑

j,k=1

ajkρjρk

∣∣
3P

j=1
αj(δ)ρj+1=0

.

Теорема 5.6.1 (А. В. Гнездилов). Пусть для ключевой функции (5.6.1) функционала V вы-
полнены следующие три требования:

1) rk
(

∂αj

∂λi

)
= 3;

2) det(ajk) 6= 0, a11a22 − a12a21 6= 0, a11 6= 0;
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3)
3∑

j,k=1

ajkρjρk > 0 при ρj ≥ 0 ∀j и ‖ρ‖ > 0.

Тогда при δ 6∈ Σ допускаются те и только те bif-расклады критических торов для V ,
которым соответствуют матрицы M из следующих списков:

1) в случае ν = 1 и τ = 0 —
0
@

0 0 1
0 2 0
1 0 0

1
A ,

0
@

0 1 0
0 1 0
1 0 0

1
A ,

0
@

0 0 1
1 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

0 1 0
1 0 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 0 0
0 0 0
0 0 0

1
A ;

2) ν = 1 и τ = 1 —
0
@

0 0 1
1 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

0 1 0
1 0 0
0 0 0

1
A ,

0
@

0 0 1
2 0 0
0 1 0

1
A ,

0
@

1 0 0
0 0 0
0 0 0

1
A ;

3) ν = 2 и τ = 0 —
0
@

0 0 2
0 3 0
1 0 0

1
A ,

0
@

0 1 1
0 2 0
1 0 0

1
A ,

0
@

0 0 2
1 2 0
0 0 0

1
A ,

0
@

0 2 0
0 1 0
1 0 0

1
A ,

0
@

0 1 1
1 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

0 2 0
1 0 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 1 0
0 0 0
0 0 0

1
A ;

4) ν = 2 и τ = 1 —
0
@

0 2 0
2 0 1
0 1 0

1
A ,

0
@

0 1 1
2 0 0
0 1 0

1
A ,

0
@

0 2 0
2 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 1 0
1 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

0 1 1
1 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

0 2 0
1 0 0
0 0 0

1
A ,

0
@

2 0 0
0 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 1 0
1 0 1
0 1 0

1
A ,

0
@

1 0 1
1 0 0
0 1 0

1
A ,

0
@

0 2 0
1 1 1
0 0 0

1
A ,

0
@

1 0 1
0 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 1 0
0 0 0
0 0 0

1
A ;

5) ν = 3 и τ = 0 —
0
@

0 0 3
0 3 0
1 0 0

1
A ,

0
@

0 1 2
0 2 0
1 0 0

1
A ,

0
@

0 0 3
1 2 0
0 0 0

1
A ,

0
@

0 2 1
1 0 0
0 0 0

1
A ,

0
@

0 1 2
1 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 0 2
0 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 1 1
0 0 0
0 0 0

1
A ;

6) ν = 3 и τ = 1 —
0
@

1 2 0
1 0 2
0 1 0

1
A ,

0
@

0 2 1
2 0 1
0 1 0

1
A ,

0
@

1 1 1
1 0 1
0 1 0

1
A ,

0
@

2 1 0
0 0 2
0 1 0

1
A ,

0
@

0 1 2
2 0 0
0 1 0

1
A ,

0
@

2 0 1
0 0 1
0 1 0

1
A ,

0
@

1 0 2
1 0 0
0 1 0

1
A ,

0
@

3 0 0
0 2 1
0 0 0

1
A ,

0
@

0 0 3
1 2 0
0 0 0

1
A ,

0
@

0 2 1
1 1 1
0 0 0

1
A ,

0
@

1 2 0
1 1 1
0 0 0

1
A ,
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0
@

2 1 0
0 1 1
0 0 0

1
A ,

0
@

0 1 2
1 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 1 1
1 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 1 1
0 1 1
0 0 0

1
A ,

0
@

0 3 0
1 0 1
0 0 0

1
A ,

0
@

1 2 0
0 0 1
0 0 0

1
A ,

0
@

0 2 1
1 0 0
0 0 0

1
A ,

0
@

2 0 1
0 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 0 2
0 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 1 1
0 0 0
0 0 0

1
A ;

7) ν = 3 и τ = 2 —
0
@

3 0 0
0 3 0
0 0 1

1
A ,

0
@

2 1 0
0 2 0
0 0 1

1
A ,

0
@

3 0 0
0 2 1
0 0 0

1
A ,

0
@

1 2 0
0 0 1
0 0 0

1
A ,

0
@

2 1 0
0 1 1
0 0 0

1
A ,

0
@

2 0 1
0 1 0
0 0 0

1
A ,

0
@

1 1 1
0 0 0
0 0 0

1
A .

Доказательство. Пусть Ŵ — полином, полученный из W тейлоровским разложением по ξ до
четвертого порядка. Из асимптотических формул для ветвей бифурцирующих экстремалей [121]
cледует, что локальная геометрия каустики (вблизи нуля) и структура bif-раскладов не изменяется

при переходе от W к Ŵ . Замена rj =
√

ξ2
2j−1 + ξ2

2j устанавливает взаимно однозначное соответ-

ствие между критическими орбитами Ŵ и критическими точками функции

W̃ : R3
+ × Rq −→ R

(на координатном угле R3
+). Замена

|α(δ)|r2
j = ηj (ηj ≥ 0 ∀j)

сводит изучение рассматриваемых bif-раскладов к описанию допустимых раскладов критических
точек функции

U(η1, η2, η3) =
3∑

j,k=1

ãjkηjηk

на следующих плоских областях в R3:

{ η : η1 + η2 + η3 = 1 , ηj ≥ 0 ∀j};
{ η : η1 + η2 − η3 = 1 , ηj ≥ 0 ∀j};
{ η : η1 + η2 − η3 = −1 , ηj ≥ 0 ∀j}.

Выразив η3 через η1 и η2 (в силу уравнений плоскостей, несущих симплексы) и подставив эти вы-
ражения в U , получим задачу описания bif-раскладов многочленов второй степени на стандартных
двумерных симплексах в R2. После приведения через аффинное преобразование координат много-
члена второй степени к канонической форме Û(ζ1, ζ2) = const±ζ2

1±ζ2
2 получим двойственную зада-

чу описания bif-раскладов критических точек Û на подвижных симплексах. Вследствие изначаль-
ной положительной определенности квартичной части W на R6 функция Û также является поло-
жительно определенной (после всех замен) на рассматриваемых подвижных симплексах. Описание
bif-раскладов Û на допустимых подвижных симплексах производится через описание bif-раскладов
на соответствующих симплексах для квадратичных форм U0(ζ1, ζ2) = ζ2

1 + ζ2
2 , U1(ζ1, ζ2) = ζ2

1 − ζ2
2

и U2(ζ1, ζ2) = −ζ2
1 − ζ2

2 (нижний индекс j в Uj совпадает со значением τ ). Допускаются лишь те
симплексы, в которых область отрицательной определенности Uj ограничена.

Количество критических торов размерности (j + 1) равно количеству критических точек, лежа-
щих на грани размерности j соответствующего симплекса.

При изучении квадратичных форм на симплексах удобно использовать следующие правила:
если линия уровня Uj касается ребра снаружи и ее градиент направлен внутрь, то в точке касания
расположена точка минимума, если наружу — точка максимума, если линия уровня Uj касается
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ребра изнутри симплекса, то место касания — седловая точка; если линия уровня проходит через
вершину симплекса, не рассекая угол, и градиент направлен внутрь, то в этой вершине находится
точка минимума, если наружу — точка максимума. Если линия уровня проходит через вершину
симплекса, рассекая угол, то в данной вершине расположена седловая точка. Случай прохождения
линии уровня через вершину и одновременной перпендикулярности градиента одной из сторон
симплекса является вырожденным (параметр принадлежит каустике).

Исходя из указанных правил, а также геометрических свойств касания прямой с окружностя-
ми и гиперболами (линиями уровня U0, U2 и U1 соответственно), можно построить характерные
сечения каустики. В случае каждого сечения R2 будет разбиваться на области, каждой из кото-
рых соответствует свой bif-расклад. Перебирая связные компоненты дополнений к этим сечениям и
пользуясь описанными выше правилами, легко перечислить все допустимые bif-расклады U0, U1, U2

на всех допустимых симплексах, что дает в итоге полное описание допустимых bif-раскладов для
V в виде указанных в теореме списков матриц.

5.7. БИФУРКАЦИИ ЭКСТРЕМАЛЕЙ ИЗ ВЕРШИНЫ ДВУГРАННОГО УГЛА

О. В. Швыревой были исследованы каустики и bif-расклады экстремалей в min-особенностях на
минимальной (вершинной) грани симплициального угла для фунционалов типа интеграла действия
из аналитической механики и теории упругости, допускающего трехкратное вырождение вдоль
вершинной грани в сочетании с полурегурностью в нормальном направлении [157–159]. Ниже
дано описание этих результатов.

5.7.1. Модельный пример. Рассмотрим задачу о формах упругого равновесия плоского однород-
ного продольно сжатого стержня с жестко закрепленными концами (один из концов прикреплен к
подвижной платформе) и подчиненного двум связям в виде следующих интегральных неравенств
(ограничителей):

g1(x) =

1∫

0

sinx(s)ds ≥ 0,

g2(x) = −
1
2∫

0

sinx(s)ds ≥ 0.

(5.7.1)

«Обычные» (некраевые) равновесные точки описываются уравнением [111]

ẍ + λ sinx = 0 (5.7.2)

при краевых условиях

x(0) = x(1) = 0. (5.7.3)

Здесь x = x(t) — угловая функция (угол между вертикалью и касательной к средней линии стерж-
ня), t — параметр длины средней линии стержня, λ ∈ R— параметр нагрузки.

Заметим, что

g1(x) = K(1), g2(x) = −K(1/2),

где

K(α) =

α∫

0

sinx(s)ds

— функция отклонения стержня от вертикали в точке α. Заметим также, что функции gk(t) сим-
метричны относительно инволюций: J1 : x(t) 7−→ −x(t) (симметрия четности), J2 : x(t) 7−→ x(1−t)
(отражательная симметрия):

g1(J1x) = −g1(x), g2(J1x) = −g2(x),

g1(J2x) = g1(x), g2(J2x) = − (g1(x) + g2(x)) .



106 ГЛАВА 5. КРАЕВЫЕ И УГЛОВЫЕ ЭКСТРЕМАЛИ

5.7.2. Построение нормальной формы ключевой функции. Следуя описанному выше подходу
к изучению бифуркаций экстремалей фредгольмовых функционалов, введем тройку пространств

E = {x(t) ∈ W 2
2 ([0, 1],R) : x(0) = x(1) = 0}, F = H = L2([0, 1],R).

Отображение f : E −→ F, где f(x, λ) = ẍ + λ sinx, является градиентом функционала

V (x, λ) =

1∫

0

(
ẋ2(t)

2
+ λ(cos x(t)− 1)

)
dt. (5.7.4)

При критических нагрузках λk = k2π2, k = 1, 2, . . . , происходит вырождение f в нуле. Со-
ответствующими собственными функциями (модами прогиба) являются ẽk(t) =

√
2 sin kπt,

k = 1, 2, . . . . Данная система функций является ортонормированной и полной в H.
Для выяснения поведения решений задачи (5.7.2)–(5.7.3) и других (условных) экстремалей

функционала V (x, λ) при π2 < λ < 4π2 необходимо рассмотреть рассмотреть две «угловые» моды,
одна из которых совпадает с первым собственным вектором производной отображения f в нуле:
e1 = ẽ1, а вторая равна функции

e2 =





√
1

π(4−π)(1− cosπt− sinπt), 0 ≤ t ≤ 1/2,

−
√

1
π(4−π)(1 + cosπt− sinπt), 1/2 < t ≤ 1.

(данная пара функций является ортонормированной в метрике 〈x, y〉1 = 〈Āx, y〉H , Ā = A + P,

A := − d2

dt2
− π2I, P (u + v) := u, u ∈ KerA, v ⊥ KerA). Вторая мода, определяемая с учетом

соотношений

g1(x) = 〈1 , x〉H + o(‖x‖2
H), g2(x) = 〈−θ(1/2− x) , x〉H + o(‖x‖2

H),

〈grad g1(x) , grad g2(x)〉H = −1
2
6= 0

(здесь θ — «ступенька»: θ(x) = 1 при x ≥ 0 и θ(x) = 0 при x < 0), параллельна прообразу функции

g(x) = θ(x− 1/2)− θ(1/2− x)

относительно оператора Ā.
Обратимся к ключевой функции

W (ξ, λ) := inf
g1(x)=ξ1, g2(x)=ξ2

V (x, λ), (5.7.5)

гладко эквивалентной функции

V (ξ1e1 + ξ2e2 + u(ξ1, ξ2, λ), λ),

ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2, u(ξ1, ξ2, π
2) = o(|ξ|2),

u ∈ E0 := E ∩ span(e1, e2)⊥

(в метрике 〈·, ·〉1). Исходная задача сведется к экстремальной задаче на плоскости

W (ξ, λ) → inf, ξ1 ≥ 0, ξ2 ≥ cξ1,

где c ≥ 1 (точность значения c здесь не играет важную роль).

Теорема 5.7.1 (О. В. Швырева). Для ключевой функции (5.7.5) имеет место следующее
представление:

π2

16
ξ4
1 + ξ2

2 −
δ

2
ξ2
1 + o(ξ4

1 , ξ
2
2) + O(δ)O(ξ4

1 , ξ
2
2) + o(δ)O(ξ2

1), (5.7.6)

δ = λ− π2.
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Доказательство. Так как по построению

1
2
〈A(λ)x, x〉 = −δ

2
ξ2
1 + ξ2

2 + . . .

(
A(λ)x := − d2

dt2
− λI

)
,

где многоточие означает совокупность слагаемых с асимптотикой

o(ξ4
1 , ξ

2
2) + O(δ)O(ξ4

1 , ξ
2
2) + o(δ)O(ξ2

1),

и

1
4!

1∫

0

(ξ1e1 + ξ2e2)4 =
ξ4
1

16
+ . . . ,

то автоматически получаем представление (5.7.6).

Замена переменных

ξ̃1 = ξ1, ξ̃2 = ξ2 − cξ1

с последующим масштабированием

η1 = ν1ξ1, η2 = ν2ξ̃2

приведет к функции с главной частью

η4
1 +

(
η2 +

4√
4− π

η1

)2

− 2δ

π
η2
1. (5.7.7)

При этом система ограничений в новых координатах приобретет следующую форму:

η1 ≥ 0, η2 ≥ 0. (5.7.8)

Угловая коразмерность особенности, определяемая как коразмерность фактор-кольца

Q̂(W ) = E0(η1, η2)
/〈

η1
∂W0

∂η1
, η2

∂W0

∂η2

〉
,

в данном случае равна шести (напоминаем, что E0(η1, η2) — кольцо ростков гладких функций

в нуле,
〈

η1
∂W0

∂η1
, η2

∂W0

∂η2

〉
— «угловой» идеал, порожденный ростками первых производных). В

данном случае «угловой» идеал порожден полиномами

2η4
1 + cη1η2 + c2η2

1, cη1η2 + η2
2, c =

4√
4− π

.

Базис в Q̂(W ) определяется по стандартной алгебраической технологии [7].
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5.7.2. Деформация

η4
1 + (η2 + cη1)2 + λ1η1 + λ2η2 + λ3η

2
1 + λ4η1η2 + λ5η

2
1η2

(= η4
1 + η2

2 + λ1η1 + λ2η2 + (c2 + λ3)η2
1 + (2c + λ4)η1η2 + λ5η

2
1η2).

(5.7.9)

функции (5.7.7) при ограничениях (5.7.8) является версальной для особенности (угловой) η4
1 +

(η2 + cη1)2 в нуле.
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5.7.3. Симметричный случай. Учeт симметрии приводит к «отбрасыванию» в деформации
(5.7.9) несимметричных слагаемых. Более того, существует эквивариантный диффеоморфизм (уг-
ловой) η → η + o(η), переводящий ключевую функцию в свою главную часть [70, 185]:

W (η, ε1) = η4
1 + (η2 + cη1)2 − 2ε1η

2
1, η1 ≥ 0, η2 ≥ 0.

Внутренние (некраевые) критические точки W определяются системой уравнений

η3
1 − ε1η1 = η2 + cη1 = 0.

Так как гессиан (определитель матрицы Гессе) равен 3η3
1 − ε1η1, то, как нетрудно заметить, в

данном случае внутренних критических точек нет.
Граничные критические точки (ненулевые) состоят лишь из точек на оси η2 = 0, для которых

gradW ортогонален этой оси:
η2 = 0,

2η3
1 − 2ε1η1 + c2η1 = 0.

}

Замечание 5.7.1. В рассмотренном случае угловой особенности возникает интересный феномен:
вершина угла при наличии симметрии четности является морсовской (при ε1 6= 0), несмотря на то,
что особенность функции в этой точке имеет единичную коразмерность.

При нарушении симметрии ключевая функция принимает вид

η4
1 + (η2 + cη1)2 − 2ε1η

2
1 + 2ε2η

2
1η2 + 2ε3η1η2 + 2ε4η1 + 2ε5η2.

Положив a = c2 − 2ε1, b = c + ε3, запишем ключевую функцию в виде

η4
1 + η2

2 + aη2
1 + 2bη1η2 + 2ε2η

2
1η2 + 2ε4η1 + 2ε5η2 =

= η4
1 + (a− b2)η2

1 + (η2 + bη1)2 + 2ε2η
2
1η2 + 2ε4η1 + 2ε5η2.

ε = b2 − a = 2ε1 + 2cε3 + ε2
3 6= 0

Замечание 5.7.2. При a = c = 0 особенность главной части W восьмикратна в нуле, при c 6= 0
и ε = 0 — шестикратна, а при ε 6= 0 кратность нуля становится равной четырем.

5.7.4. Строение каустики. Каустика (бифуркационное множество) Σ (см. [7]) данной функ-
ции является объединением компонент, каждая из которых «отвечает» за вырождение и характер
вырождения критических точек на соответствующих гранях угла:

Σ = Σ0,0 ∪ Σint
1,0 ∪ Σext

1,0 ∪ Σint
0,1 ∪ Σext

0,1 ∪ Σ1,1.

Здесь Σi,j — компонента, отвечающая за вырождение на (i+ j)-мерной грани; Σint и Σext — компо-
ненты, отвечающие за вырождение внутри заданной грани и по нормали к ней.

Компонента Σ0,0, отвечающая за вырождение в вершине угла (0, 0), дает вклад в общую кау-
стику в виде пары плоскостей {ε4 = 0} и {ε5 = 0}. Значения индекса Морса в данной точке
определяются следующим образом:

ind = 0 ⇔ {ε4 > 0, ε5 > 0}; ind = 2 ⇔ {ε4 < 0, ε5 < 0};
ind = 1 ⇔ {ε4 < 0, ε5 > 0} или {ε4 > 0, ε5 < 0}.

Лист Σ0,1 равен Σext
0,1 (Σint

0,1 — пустое множество) и определяется системой соотношений

ε4 − bε5 = 0,
ε5 < 0.

}

Лист Σ1,0 равен Σext
1,0 (Σint

1,0 — пустое множество) и определяется системой соотношений

2η3
1 − bε2η

2
1 + η1ε + δ = 0,

ε2η
2
1 + bη1 + ε5 = 0,

η1 > 0





(ε := a− b2, δ := ε4 − bε5).
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Теорема 5.7.3 (О. В. Швырева). Лист Σ1,1 есть гладкое подмногообразие единичной кораз-
мерности в пространстве параметров R5, являющееся прообразом каустики краевой особен-
ности B4: η̃4

1 + λ3η̃
3
1 + λ2η̃

2
1 + λ1η̃1, η̃1 > 0 (см. [4, 7]), рассмотренной с дополнительным

ограничением p(η̃1) := ε2η̃
2
1 + bη̃1 + ε5 < 0, относительно алгебраической субмерсии, заданной

соотношением 


λ1

λ2

λ3


 =




2(ε4 − bε5 + ε2
2(ε4 − bε5) + o(ε4

2)(ε4 − bε5)
−ε− 2ε2ε5 − ε2

2(ε + 2ε2ε5)− o(ε4
2)(ε + 2ε2ε5)

−2bε2 − 2ε3
2 + o(ε5

2)


 .

Описание Σ1,1 удобно проводить, рассмотрев ключевую функцию в виде

W (η, a, b, ε) = η4
1 + aη2

1 + 2ε4η1 + η2
2 + 2η2(ε2η

2
1 + bη1 + ε5) =

= η4
1 + aη2

1 + 2ε4η1 + (η2 + p(η1))2 − p2(η1) = η4
1 + q(η1) + (η2 + p(η1))2 − p2(η1),

p(η1) = ε2η
2
1 + bη1 + ε5, q(η1) = aη2

1 + 2ε4η1, η1 > 0, η2 > 0.

Сделав гладкую замену переменных

η̃1 = η1, η̃2 = η2 + p(η1), (5.7.10)

получим функцию

W̃ (η̃, a, b, ε) = (1− ε2
2)η̃

4
1 + η̃2

2 − 2bε2η̃
3
1 + (ε− 2ε2ε5)η̃2

1 + 2δη̃1,

рассматриваемую на множестве
η̃1 > 0, η̃2 > p(η1).

Редукция
˜̃W (η̃1, a, b, ε) = inf

η̃2

W̃ (η̃1, η̃2, a, b, ε)

позволяет перейти к функции от одной переменной:

˜̃W (η̃1, a, b, ε) = (1− ε2
2)η̃

4
1 − 2bε2η̃

3
1 + (ε− 2ε2ε5)η̃2

1 + 2δη̃1

при
η̃1 > 0, p(η̃1) = ε2η̃

2
1 + bη̃1 + ε5 < 0.

Рассмотрим сначала более простую версию теоремы 5.7.3.

Теорема 5.7.4 (О. В. Швырева). При ε2 = 0 лист Σ1,1 является прообразом каустики обыч-
ной сборки на области 0 < η1 < −ε5/b.

Доказательство этой теоремы вытекает из того, что при ε2 = 0 получаем (см. (5.7.10))

Ŵ = η̂4
1 + εη̂2

1 + 2δη̂1.

Соответствующие трехмерные сечения каустики Σ при ε2 = 0 и −1 < ε2 < 0 изображены1 на
рис. 5.7.1.
Доказательство более общей теоремы 5.7.3 нетрудно осуществить, применив предварительно
преобразование Чирнгауза

η̃1 = η̂1 +
bε2(1 + ε2

2 + o(ε4
2))

2
,

после чего получим функцию (в соответствующем угле)

Ŵ (η̂1, a, b, ε) = η̂4
1 + l(ε)η̂2

1 + m(ε)η̂1 + k(ε),

где

l(ε) = −3
2
b2ε2

2(1 + ε2
2 + o(ε4

2))
2 + (1 + ε2

2 + o(ε4
2))(ε− 2ε2ε5) =

= ε− εε2
2 −

3
2
b2ε2

2 − 2ε2ε5 + o(ε3
2) + o(ε2

2)o(ε5),

m(ε) = −b3ε3
2(1 + ε2

2))
3 + bε2(1 + ε2

2)
2(ε− 2ε2ε5) + 2δ(1 + ε2

2) + o(ε4
2),

1Рисунок 5.7.1 выполнен О. В. Швыревой.
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РИС. 5.7.1.

k(ε) = − 3
16

b4ε4
2(1 + ε2

2)
4 + b2ε2

2(1 + ε2
2)

3(ε− 2ε2ε5) + bε2δ(1 + ε2
2)

2 + o(ε4
2).

5.7.5. Список bif-раскладов. Простой перебор показывает, что при ε2 = 0 допускаются следу-
ющие bif-расклады (см. [159]):




1 0 0
0 0 0
0 0 0


 ,




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 ,




0 0 1
1 1 0
0 0 0


 ,




0 0 1
0 2 0
1 0 0


 ,




0 0 1
2 0 0
0 1 0


 ,




0 0 1
1 1 0
1 1 0


 ,

Нетрудно также увидеть, что при ε2 6= 0 появляется bif-расклад, определяемый матрицей



0 0 1
0 2 0
2 1 0


 .

ГЛАВА 6

ИЗБРАННЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

6.1. РЕДУКЦИЯ МОРСА—БОТТА ДЛЯ КИРХГОФОВА СТЕРЖНЯ

Задача о формах равновесия пространственного упругого стержня в модели Кирхгофа [103]
исследовалась многими математиками на основе кинетической аналогии с задачей о движении
твердого тела вокруг неподвижной точки [77,103,111]. При этом детально были проанализированы
ситуации, отвечающие случаям полной интегрируемости уравнений равновесия. В [67, 70] были
исследованы бифуркации закритических равновесий кирхгофова стержня локальным методом Ля-
пунова—Шмидта без предположения интегрируемости.

Применение метода Ляпунова—Шмидта требует предварительного введения системы коорди-
нат на окрестности единицы в SO(3). Для исследования поведения кирхгофова стержня в целом
целесообразнее использовать метод Морса—Ботта [177].
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Равновесные конфигурации прямолинейного и продольно сжатого кирхгофова стержня длины
единица с жестким закреплением концов описываются краевой задачей{

Aω̇ + [Aω, ω] + λ[r3, f
−1r3] = 0,

f(0) = f(1) = I.
(6.1.1)

Здесь λ — параметр сжимающей нагрузки, A = diag (A1, A2, A3) — тензор упругости в поперечном
сечении (Aj > 0), для которого выполняется условие Е. Л. Николаи

A−1
3 >

1
2
(1 + ν)(A−1

1 + A−1
2 )

(ν — коэффициент Пуассона), ω(s) — угловая скорость движения нормального сечения стержня в
зависимости от параметра длины s средней линии стержня, записанная в координатах тройки
ортов f1(s), f2(s), f3(s), направленных по осям инерции нормального сечения, r3 = f3(0). Орт f3(s)
является касательным вектором к средней линии стержня, f(s) — матричная функция, столбцами
которой являются векторы f1(s), f2(s) и f3(s) (fj(s) = f(s)rj).

Уравнение (6.1.1) является уравнением Эйлера—Лагранжа экстремалей функционала полной
энергии

V (f, λ) :=
1
2
〈Aω, ω〉+ λ〈r3, fr3〉, (6.1.2)

где

〈ϕ,ψ〉 =

1∫

0

(ϕ(s), ψ(s))ds.

Вектор ω = ω1r1 + ω2r2 + ω3r3 канонически отождествляется [5] с матрицей

Ω =




0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


 , (6.1.3)

для которой имеет место представление

Ω = f−1(s)
df

ds
(s).

Пусть M— банахова группа Ли C2-петель на SO(3) в единице:

M = {f ∈ C2([0, 1], SO(3)) : f(0) = f(1) = I}.
Отображение p : f(s) 7−→ τ(s) := f(s)r3 задает гладкую субмерсию из M на гладкое банахово
многообразие M̃ петель класса C2 на двумерной сфере S2:

M̃ = {τ ∈ C2([0, 1], S2) : τ(0) = τ(1) = r3}.
Прообраз p−1(τ) любой петли τ ∈ M̃ является орбитой правого действия

G×M −→M, (g(s), f(s)) 7→ g(s)f(s),

банаховой группы Ли
G = {g : g(s) = exp(ϕ(s)R3)}.

Через R3 обозначается представление вида (6.1.3) для вектора r3. Функция ϕ(s) принадлежит
классу C2 и для нее выполнено условие

ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 2πk, k ∈ Z. (6.1.4)

Следовательно, p−1(τ) состоит из счетного набора компонент связности Nk(τ), определяемых вы-
бором k в (6.1.4).

Теорема 6.1.1. В случае симметричного стержня (A1 = A2) имеет место представление

V (fg, λ) =

1∫

0

(
A1
|τ̇ |2
2

+ A3
(ω3 + ϕ̇)2

2

)
ds + λ〈τ, r3〉, (6.1.5)

где g(s) = exp(ϕ(s)R3), ω3 — третья компонента угловой скорости, |τ̇(s)|— кривизна средней
линии стержня.
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Доказательство следует из соотношения

|τ̇(s)|2 = ω2
1(s) + ω2

2(s),

вытекающего из равенств

τ(s) = f(s)r3, |ḟ(s)r3| = |f−1(s)ḟ(s)r3| = |Ωr3| = |[ω, r3]|
и соотношения

(fg)−1 d

ds
(fg) = g−1f−1(ḟg + fġ) = g−1(Ω + ϕ̇R3)g.

Из представления (6.1.5) получаем, что V |p−1(τ) имеет ровно по одной точке минимума на каждой
компоненте Nk(τ). При этом f ∈ Nk(τ) является точкой минимума V |p−1(τ) тогда и только тогда,
когда выполнено равенство

1∫

0

ω2
3ds = c2

k, (6.1.6)

где

ck = 2πk +

1∫

0

ω3ds

(интеграл

1∫

0

ω3ds является инвариантом правого действия G на M). Нетрудно установить, что

ограничение V |p−1(τ) является геодезически выпуклым в бесконечномерной римановой метрике, в

которой расстояние между f(s) и f(s)g(s), g(s) = exp(ϕ(s)R3), измеряется интегралом

1∫

0

ϕ2(s)ds.

Следовательно, имеет место следующее утверждение.

Теорема 6.1.2. Пусть

O =



f ∈M :

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

ω3ds

∣∣∣∣∣∣
< π



 .

Тогда функционал
Ṽ (τ, λ) := inf

f :f∈O∩π−1(τ)
V (f, λ), τ ∈ p(O),

является гладким и для него имеет место представление
1∫

0

(
A1
|τ̇ |2
2

+ λ(τ, r3)
)

ds +
A3

2




1∫

0

ω3ds + 2πk




2

. (6.1.7)

Данная теорема означает возможность редукции (бесконечномерной), позволяющей сводить изу-
чение поведения V на области O к изучению Ṽ на области p(O) ⊂ M̃. Из геодезической выпук-
лости V на p−1(τ) следует, что критические точки V на O взаимно однозначно соответствуют
критическим точкам V на p(O). При этом невырожденные критические точки переходят в невы-
рожденные и только невырожденные с сохранением значений индекса Морса, а соответствующие
друг другу вырожденные критические точки имеют изоморфные локальные кольца особенностей.

Если λ < 4π2, то дальнейший анализ функционала (6.1.7) можно осуществить через конечно-
мерную редукцию Mорса—Ботта к ключевой функции W

W (ξ, λ) := inf
τ :τ(1/2)=ξ

Ṽ (τ, λ), ξ ∈ S2. (6.1.8)

Теорема 6.1.3. Если λ < 4π2, то функция (6.1.8) является гладкой на S2 \ {−r3} . При этом
ее критические точки взаимно однозначно соответствуют критическим точкам Ṽ на p(O) с
сохранением значений индексов Морса и типов локальных колец особенностей.
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Доказательство вытекает из теорем 2.1.6, 2.1.7 и 2.1.5.

Функцию (6.1.8) можно получить в явном виде [177,188]. Действительно, маргинальное отобра-
жение ξ 7−→ τξ здесь допускает представление в виде

τξ(s) = (cos ϕ(s))r3 + (sinϕ(s))r, r ⊥ r3,

где ϕ(s) получено склейкой решений ϕ1(s) и ϕ2(s) уравнения

ϕ̈ + λ sinϕ = 0, (6.1.9)

отвечающих краевым условиям

ϕ1(0) = 0, ϕ1(1/2) = ψ, ϕ2(1/2) = ψ, ϕ2(1) = 0 (ψ = arccos ξ).

Произведя в уравнении (6.1.9) стандартную подстановку [91, 111]

ϕ1 = 2 arcsin(k sinu), (6.1.10)

где k — константа, 0 < k < 1, получим, что u является решением уравнения

u̇ = λ1/2(1− k2 sin2 u)1/2.

Следовательно,
u(s) = am(

√
λs; k), (6.1.11)

где am(
√

λs; k) — так называемая амплитуда, полученная обращением эллиптического интеграла
первого рода (в нормальной тригонометрической форме Лежандра):

√
λs = F (u; k) :=

u∫

0

dy

(1− k2 sin2 y)1/2
.

Из (6.1.10) и (6.1.11) получаем явную формулу решения

ϕ1(s) = 2 arcsin
(
k sn(

√
λs; k)

)
,

где
sn(τ ; k) := sin am(τ ; k)

— эллиптический синус. Для производной функции ϕ1 получаем представление

ϕ̇1(s) = 2
√

λ cn(
√

λs; k),

где cn(τ ; k) := cos am(τ ; k) — эллиптический косинус.
Соответственно, для лагранжиана

L =
ϕ̇2

2
− λ(cosϕ− 1)

на решении ϕ1(s) имеем представление

L = 2λk2(cn2(
√

λs; k)− sn2(
√

λs; k)) = 2λk2(2 cn2(
√

λs; k)− 1).

Решение ϕ2 уравнения (6.1.10) получается продолжением ϕ1(s) с интервала [0, 1/2] на интервал
[1/2, 1] по симметрии: ϕ2(s) = ϕ1(1− s). Следовательно,

1∫

0

Lds = 2

1/2∫

0

Lds,

и для ключевой функции (6.1.8) получаем глобальное представление

W (ξ, λ) = 4λk2


2

1/2∫

0

cn2(
√

λs; k)ds− 1
2


 .
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6.2. БИФУРКАЦИИ РАВНОВЕСНЫХ ФОРМ УПРУГОЙ ПЛАСТИНЫ

6.2.1. Пластина без дополнительных ограничений. Равновесное состояние упругой прямоли-
нейной пластины, продольно сжатой и шарнирно закрепленной на крае, описывается уравнениями
Кармана (промасштабированными) [39,40]:

∆2w − [w, ϕ] + λwxx = ∆2ϕ +
1
2
[w, w] = 0 (6.2.1)

при краевых условиях
w = ∆w = ϕ = ∆ϕ = 0|∂Ωa . (6.2.2)

Через w и ϕ в этих уравнениях обозначены функции прогиба и напряжения пластины, ∆ — гар-
монический оператор Лапласа,

[w,ϕ] := wxxϕyy + wyyϕxx − 2wxyϕxy,

Ωa = [0, a]× [0, 1],

λ — параметр нагрузки.
Пусть H4 — пространство соболевских функций класса W 4

2 , удовлетворяющих (6.2.2). Уравнение
(6.2.1) является уравнением Эйлера—Лагранжа экстремалей функционала V

V (w,ϕ, λ) =
1
2

(|∆w|2 − λ|wx|2 − |∆ϕ|2 − 〈[w,w], ϕ〉) (6.2.3)

на пространстве H4 ×H4. Здесь

|ϕ|2 = 〈ϕ,ϕ〉 :=
∫

Ωa

ϕ2(x, y)dxdy.

Как правило, исследование функционала (6.2.3) проводится через редукцию к функционалу Ṽ :

Ṽ = sup
ϕ:ϕ∈H4

V (w,ϕ, λ). (6.2.4)

Маргинальное отображение H4 −→ H4×H4, отвечающее данной редукции, задается соответстви-
ем

w 7→
(

w,−1
2
∆−2[w, w]

)
.

Следовательно, для (6.2.4) имеет место представление

V̂ (w, λ) =
1
2

(|∆w|2 − λ|wx|2
)

+
1
8
|∆−1[w,w]|2. (6.2.5)

Через ∆−1 обозначается оператор Грина ψ 7−→ ϕ, где ϕ — решение уравнения Пуассона

∆ϕ = ψ, ϕ|∂Ωa = 0.

В [38] установлено, что оператор ∆ действует как изоморфизм из пространства функций гельдеров-
ского класса C2+α(Ωa), удовлетворяющих условию ϕ|∂Ωa = 0, на F0 — подпространство функций
ψ в пространстве F = C0+α(Ωa), удовлетворяющих условию согласования

ψ(0, 0) = ψ(a, 0) = ψ(0, 1) = ψ(a, 1).

Обозначим теперь через E банахово пространство {w ∈ H4 : ∆2w ∈ F} с нормой

‖w‖E = ‖∆2w‖C0+α(Ωa).

Через функционал (6.2.5) в теории упругих оболочек оценивается устойчивость равновесных
состояний: состояние устойчиво, если оно реализует точку локального минимума функционала
(6.2.5). Потеря устойчивости прямолинейной формы равновесия (w = 0) происходит при переходе
λ через критическое значение (верхнюю критическую нагрузку):

λ∗(a) = sup

{
λ̄ :

∂2V̂

∂w2
(0, λ)(h, h) > 0, ∀λ < λ̄, h 6= 0

}
.
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Верхняя критическая нагрузка непрерывно и кусочно гладко зависит от длины a пластины.
Разрыв производной λ∗(a) происходит в точках am =

√
m(m + 1), m = 1, 2, . . . . При a = am и

λ = λm := λ∗(am) в нуле теряется устойчивость по двум модам:

e1 = 2 sin
(mπx

a

)
sin(πy), e2 = 2 sin

(
(m + 1)πx

a

)
sin(πy).

Анализ соответствующих закритических равновесий сводится к изучению критических точек
ключевой функции

W (ξ, λ, a) := inf
v: v∈O∗

V (ξ1e1 + ξ2e2 + v, λ), ξ ∈ O2 (6.2.6)

(при (λ, a), достаточно близких к (λm, am)). Здесь O2 и O∗ — достаточно малые окрестности нулей
соответственно в R2 и E∗ = {v ∈ E : 〈v, e1〉 = 〈v, e2〉 = 0}. Локальный анализ (6.2.6) успешно
осуществляется благодаря тому, что имеет место представление

W (ξ, λ, a) =
1
2

(
α1(λ, a)ξ2

1 + α2(λ, a)ξ2
2

)
+

2∑

i,j=1

hi,jξ
2
1ξ

2
2 + . . . ,

где α1 и α2 — собственные значения оператора ∆2 + λ
∂2

∂x2
, отвечающие собственным векторам

e1 и e2,

hj,j =
1
8

∣∣∆−1[ej , ej ]
∣∣2 ,

h1,2 = h2,1 =
1
8

(〈∆−1[e1, e1], ∆−1[e2, e2]〉+ 2|∆−1[e1, e2]|2
)
.

Из результатов вычислений, опубликованных в [169], следует, что при нескольких начальных
значениях m выполнено неравенство

h1,2 > (h1,1h2,2)1/2, (6.2.7)

благодаря которому можно осуществить полный локальный анализ бифуркации равновесий (см.
[119, 120]).

Замечание 6.2.1. Неравенство (6.2.7) означает положительную определенность формы
2∑

i,j=1

hi,jξiξj

в положительной четверти плоскости R2. Вопрос о знакоопределенности этой формы при произ-
вольном m пока остается открытым.

Замечание 6.2.2. Вопрос о существовании нелокальной редукции (гладкого продолжения клю-
чевой функции (6.2.6) на конечную область при λ > λ1) для прямоугольной пластины также открыт
(в аналогичной ситуации для круглой пластины вопрос глобальной конечномерной редуцируемости
решен положительно [46,47]).

6.2.2. Равновесные формы упругой пластины при наличии интегрального полуограниче-
ния. Вновь рассмотрим функционал

V̂ (w, λ) =
1
2

(|∆w|2 − λ|wx|2
)

+
1
8
|∆−1[w,w]|2,

наложив на функцию прогиба w дополнительное условие в виде следующего интегрального огра-
ничения: ∫

Ωa

∫
ω(x, y)w(x, y)dxdy ≥ 0,

где ω(x, y) — гладкая функция, для которой ω(a− x, y) = ω(x, y), ω(x, 1− y) = ω(x, y).
Пусть m = 1, a = a1 =

√
2 и λ = λ1 = λ∗(a1). Тогда уравнение Кармана в нуле имеет двумерное

вырождение. Пластина в прямолинейном состоянии теряет устойчивость по тем же двум модам:
e1 и e2.
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Обозначим
ẽ1 = ω, ẽ2 = e2.

Затем сделаем редуцирующий переход от задачи V (w) −→ extr, w ∈ E, к задаче W̃ (ξ̃) −→
extr, ξ̃ ∈ R2, с ключевыми параметрами ξ̃1(w) = 〈ẽ1, w〉 и ξ̃2(w) = 〈ẽ2, w〉; получим (после приме-
нения масштабирующих преобразований) ключевую функцию W̃ в виде

W̃ (η1, η2) =
1
2
(β1η

2
1 + β2η

2
2) + η4

1 + aη2
1η

2
2 + η4

2 + · · · (6.2.8)

(при условии η1 ≥ 0). При этом здесь a > 2.
Анализ бифуркаций экстремалей такой функции был проведен в предыдущей главе. Здесь при

β 6∈ Σ bif-расклады в нуле решений задачи W̃ (η) −→ extr при условии η1 ≥ 0 описываются шестью
матрицами

(
1 0 0
0 0 0

)
,

(
0 1 0
1 0 0

)
,

(
2 1 0
0 0 0

)
,

(
0 2 1
1 0 0

)
,

(
2 0 1
0 1 0

)
,

(
2 0 1
1 2 0

)
.

Эти расклады дают полное описание «бифуркационной картины» для экстремалей функционала
V при рассмотренном полуограничении. Расхождение с количеством раскладов, полученных в
предыдущей главе, вызвано соотношением a > 2.

Далее, если задано неоднородное ограничение∫

Ωa

∫
ω(x, y)w(x, y)dxdy ≥ c

(c — малый параметр), то, действуя по аналогичной схеме, получим задачу W̃ (ξ̃) −→ extr, ξ̃ ∈
R2, ξ̃1 ≥ c. Ключевая функция W приводится к виду, эквивалентному (6.2.8). При β 6∈ Σ bif-
расклады (вблизи нуля) для задачи W (η) −→ extr при условии η1 ≥ c описываются следующими
18 матрицами (

1 0 0
0 0 0

)
,

(
0 1 0
1 0 0

)
,

(
2 1 0
0 0 0

)
,

(
1 0 0
1 1 0

)
,

(
0 1 0
2 1 0

)
,

(
2 0 1
0 1 0

)
,

(
0 2 1
1 0 0

)
,

(
1 0 0
1 2 1

)
,

(
0 2 1
2 1 0

)
,

(
0 1 0
2 2 1

)
,

(
2 0 1
1 2 0

)
,

(
0 3 0
2 1 1

)
,

(
2 1 0
1 2 1

)
,

(
0 2 1
2 2 1

)
,

(
1 0 0
3 4 1

)
,

(
0 3 0
3 2 1

)
,

(
0 1 0
4 4 1

)
,

(
2 1 0
3 4 1

)
.

Если условие симметрии функции ω снять, то получим задачу

W (ξ) −→ extr, ξ ∈ R2, aξ1 + bξ2 ≥ 0,

где
W (ξ1, ξ2) = inf

v: v⊥e1, v⊥e2

V (ξ1e1 + ξ2e2 + v),

ξ1 = 〈e1, x〉, ξ2 = 〈e2, x〉.
Ключевая функция приводится к виду

W (η1, η2, λ) =
1
2
(β1(λ)η2

1 + β2(λ)η2
2) + η4

1 + dη2
1η

2
2 + η4

2+

+o(|η|4) + O(|λ|)O(|η|4), d > 2.

с ограничением pη1 + qη2 ≥ 0.
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В этом случае bif-расклады в нуле для задачи W (η) −→ extr (при условии pη1 + qη2 ≥ 0)
описываются следующими шестью матрицами(

1 0 0
0 0 0

)
,

(
1 2 0
1 0 0

)
,

(
0 1 0
1 0 0

)
,

(
1 1 1
1 1 0

)
,

(
1 1 1
2 2 0

)
,

(
0 2 1
2 1 0

)
.

В исключительном случае 〈ω, e1〉 = 〈ω, e2〉 = 0 получим задачу W (ξ) −→ extr, ξ ∈ R3, ξ3 ≥ c.
Ключевая функция приводится к виду

W (η1, η2, η3) =
1
2

(
β1η

2
1 + β2η

2
2

)
+ η4

1 + η4
2 + aη2

1η
2
2 + η2

3 +
1
2
β3η3, η3 ≥ 0,

где a > 2.
Пользуясь переходом В. И. Арнольда, получим

W (η1, η2, η3) =
1
2

(
β1η

2
1 + β2η

2
2

)
+ η4

1 + η4
2 + aη2

1η
2
2 + η4

3 +
1
2
β3η

2
3. (6.2.9)

Для функции (6.2.9) имеются только следующие bif-расклады: (1,0,0,0), (2,1,0,0), (2,2,1,0),
(4,4,1,0), (4,6,4,1), (8,12,6,1).

6.3. ВАРИАЦИОННАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА

ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

Известно, что некоторые упругие системы и некоторые фазовые состояния сегнетоэлектрических
кристаллов моделируются решениями нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения
четвертого порядка [10, 133, 139, 173]

d4p

dx4
+ κ

d2p

dx2
+ αp + p3 = 0, (6.3.1)

рассмотренного на отрезке [0, π] числовой оси при краевых условиях

p(0) =
d2p

dx2
(0) = p(π) =

d2p

dx2
(π) = 0. (6.3.2)

Это уравнение является уравнением Эйлера—Лагранжа экстремалей функционала

V (p, κ, α) =

π∫

0

(
1
2

((
d2p

dx2

)2

− κ

(
dp

dx

)2

+ αp2

)
+

p4

4

)
dx, (6.3.3)

где α > 0.
Функционал (6.3.3) ниже рассматривается на пространстве E функций класса C4 на отрезке

[0, π], удовлетворяющих краевым условиям (6.3.2).
Анализ бифуркационных эффектов можно осуществить посредством редукции Ляпунова—

Шмидта к ключевой функции (от двух ключевых переменных)

W (ξ, δ) = inf
p: 〈p,e1〉=ξ1, 〈p,e2〉=ξ2

V (p, α1 + δ1, κ1 + δ2), (6.3.4)

ξ = (ξ1, ξ2), δ = (δ1, δ2),
где en — моды бифуркации

en =

√
2
π

sin(nx).

Функционал (6.3.3) инвариантен относительно инволюций J1 и J2:

J2(p)(x) = p(π − x), J1 = −J2.

Следовательно, функция (6.3.4) имеет симметрию прямоугольника:

W (−ξ1, ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1,−ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1, ξ2, δ1, δ2), (6.3.5)

из которой вытекает справедливость асимптотического представления

W (ξ, δ) = U(ξ, δ) + o(|ξ|4) + O(|ξ|4)O(δ), (6.3.6)
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где U(ξ, δ) = V (ξ1e1+ξ2e2, δ) — ритцевская аппроксимация функционала V по модам e1 и e2. Таким
образом, справедливо следующее утверждение.

Лемма 6.3.1. Для ключевой функции (6.3.4) имеет место асимптотическое представление

W (ξ, δ) =
λ1

2
ξ2
1 +

λ2

2
ξ2
2 +

1
4

(
Aξ4

1 + 2Bξ2
1ξ

2
2 + Cξ4

2

)
+

+o(|ξ|4) + O(|ξ|4)O(δ),
(6.3.7)

где
λ1 = δ1 − δ2, λ2 = δ1 − 4δ2,

A =

π∫

0

e4
1dx =

3
2π

, B =

π∫

0

e2
1e

2
2dx =

3
π

, C =

π∫

0

e4
2dx =

3
2π

.

Сократив функцию (6.3.7) на множитель 3/(2π), получим функцию с нормализованной главной
частью:

W̃ (ξ, δ) = Ũ(ξ, δ) + o(|ξ|4) + O(|ξ|4)O(δ),
где

Ũ(ξ, δ) =
λ̃1

2
ξ2
1 +

λ̃2

2
ξ2
2 +

1
4

(
ξ4
1 + 4ξ2

1ξ
2
2 + ξ4

2

)
.

«Геометрический сюжет» бифуркации критических точек и первые асимптотики ветвей бифурци-
рующих точек (по закритическим приращениям управляющих параметров) для функции W̃ (ξ, δ)
полностью определяются ее главной частью Ũ(ξ, δ).

Главная часть ключевой функции представляет собой возмущенную двумерную сборку, четную
по каждой переменной с коэффициентом двойного отношения a > 2. В этом случае появляются
только следующие bif-расклады: (1,0,0), (2,1,0), (2,2,1), (4,4,1).

При наличии ограничения

〈p, ω〉 =

π∫

0

p(x)ω(x)dx ≥ 0

анализ функционала сводится к анализу ключевой функции

Ũ(ξ, δ) =
λ̃1

2
ξ2
1 +

λ̃2

2
ξ2
2 + ξ4

1 + aξ2
1ξ

2
2 + ξ4

2 (6.3.8)

с коэффициентом a > 2 и при условии ξ1 ≥ 0. Следовательно, реализуются те же bif-расклады,
которые были ранее получены для уравнения Кармана.

В случае же ограничения

〈p, ω〉 =

π∫

0

p(x)ω(x)dx ≥ c

(c — малый параметр) bif-расклады решений рассматриваемой задачи описываются теми же 18
матрицами, которые были указаны для уравнения Кармана.

В исключительном случае, т. е. при 〈ω, e1〉 = 〈ω, e2〉 = 0 получаем расклады (1,0,0,0), (2,1,0,0),
(2,2,1,0), (4,4,1,0), (4,6,4,1), (8,12,6,1).

6.4. ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ В СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ КРИСТАЛЛАХ

6.4.1. Общие замечания. Как свидетельствуют эксперименты, большинство фазовых переходов
в сегнетоэлектриках происходят при уменьшении температуры образца и с разрушением или пони-
жением некоторых исходных симметрий [31,75,78,88,137]. Ведущим фактором при описании этих
переходов методами неравновесной термодинамики является температурная зависимость тензора
поляризации вещества. Учет этой зависимости позволяет получать существенные дополнительные
сведения о фазовых переходах и, следовательно, выявлять новые типы фазовых состояний.

В работе [58] поставлена задача исследования возможных фазовых переходов в кристаллах,
сингонии которых содержат оси высоких порядков и термодинамические потенциалы которых
представлены полиномами не выше четвертой степени. К этой совокупности относятся кристаллы
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кубической, тетрагональной, тригональной и гексагональной сингоний (всего 19 классов). Полный
список возможных фаз пока никем не получен, и его создание выглядит весьма сложной зада-
чей. Списки некоторых допустимых раскладов метастабильных состояний приведены в [58, 59] (в
случае особенностей типа двумерной и трехмерной сборки).

Сегнетоэлектрические фазы многих кристаллов определяются как экстремали функционала
энергии

V (x) =
∫

Ω

(| grad x|2 + Φ(x)) dV,

где x = (pj(r)) — поле векторов поляризации, Φ — термодинамический потенциал кристалла, рас-
сматриваемого при каких-либо краевых условиях, связанных с рассматриваемой задачей. Экстре-
мали данного функционала можно исследовать, применив одну из схем конечномерной редукции,
т. е. переходом к ключевой функции W (ξ), задаваемой формулой

W (ξ) := inf
x:q(x)=ξ

V (x), (6.4.1)

где q(x) = (q1, . . . , qn), {qj}n
j=1 — набор гладких функционалов (ключевых параметров).

Подбор ключевых параметров осуществляется как с учетом «удобств в вычислениях», так и с
учетом требований согласованности параметров с имеющейся симметрией.

Проведя точное или приближенное построение маргинального отображения ϕ(ξ), мы получим
ключевую функцию (точно или приближенно) W (ξ) = V (ϕ(ξ)), «отвечающую» за бифуркацию
фазовых состояний.

Все топологические и аналитические понятия, так или иначе характеризующие тип стационар-
ной точки (кратность, локальное кольцо особенности, версальная деформация, бифуркационная
диаграмма и т. п.) для функционалов действия удобно вводить через ключевые функции. Наи-
более типичными и часто встречаемыми в теории кристаллов особенностями ключевых функций,
вызванными пересечением управляющими параметрами границ устойчивости основных состояний,
являются многомерные сборки [58–61,65, 168].

6.4.2. Одномерная модель. Здесь мы рассмотрим лишь один пример, основанный на модельном
уравнении в виде обыкновенного дифференциального уравнения четвертого порядка. Итак, пусть
изучаемые фазовые состояния моделируются решениями нелинейного обыкновенного дифферен-
циального уравнения четвертого порядка

d4p

dx4
+ %

d2p

dx2
+ αp + p3 = 0 (6.4.2)

на отрезке [0, π] числовой оси при краевых условиях

p(0) =
d2p

dx2
(0) = p(π) =

d2p

dx2
(π) = 0. (6.4.3)

При этом отбор решений, соответствующих стабильным фазам, производится посредством правила
Максвелла с использованием функционала действия

V (p, %, α) =

π∫

0

(
1
2

((
d2p

dx2

)2

+ %

(
dp

dx

)2

+ αp2

)
+

p4

4

)
dx. (6.4.4)

Стабильным состояниям соответствуют те решения задачи (6.4.2), (6.4.3), которые реализуют
глобальный минимум этого функционала, а метастабильным состояниям соответствуют точки ло-
кальных минимумов.

Функционал (6.4.2) ниже рассматривается на пространстве E функций класса C4 на отрезке
[0, π], удовлетворяющих краевым условиям (6.4.3).

Бифуркации решений уравнения (6.4.2) при различных краевых условиях изучались многими
специалистами. Например, бифуркационный анализ этого уравнения проводился в работе [10] в
связи с описанием форм колебаний упругой балки на упругом основании. В работах [139, 173]
описаны простейшие одномодовые бифуркации решений (6.4.2) (при других краевых условиях) в
связи с некоторыми задачами теории фазовых переходов в кристаллических сегнетоэлектриках.
Во всех известных нам работах рассматривались лишь случаи одномодовых бифуркаций. Однако
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при некоторых значениях управляющих параметров в такого типа краевых задачах появляются
двумерные вырождения, приводящие к конкурентному взаимодействию двух бифуркационных мод,
что порождает интересные эффекты. Ниже указаны те локализации параметров в задаче (6.4.2),
(6.4.3), при которых возникают двухмодовые бифуркации, попадающие в рамки геометрических
сценариев, ранее описанных в [58–60, 121].

6.4.3. Точки двумерного вырождения. Стандартным (порождающим) решением задачи (6.4.2),
(6.4.3) является нулевая функция. После пересечения точкой (%, α) характеристической линии (в
плоскости управляющих параметров) нулевая функция теряет стабильность и рождается ненулевое
стабильное состояние. Характеристические линии задаются через линеаризованное уравнение

d4h

dx4
+ %

d2h

dx2
+ αh = 0 (6.4.5)

(при краевых условиях вида (6.4.3)). Характеристические линии состоят из тех и только тех точек
(%, α), для которых уравнение (6.4.5) имеет ненулевое решение. Поиск нетривиальных решений
линеаризованного уравнения приводит к характеристическому уравнению

λ4 + %λ2 + α = 0. (6.4.6)

Учет краевых условий (6.4.3) с необходимостью приводит к соотношениям λ2 = −n2, n = 1, 2, . . . ,
из которых получаем в силу (6.4.6) набор уравнений

% =
α

n2
+ n2, (6.4.7)

задающих характеристические прямые l1, l2, . . . ln, . . . . Огибающая кривая L семейства характе-
ристических прямых ограничивает ту область значений вектора управляющих параметров, для
которых функционал действия имеет единственную точку минимума (в нуле). При пересечении
точкой в плоскости управляющих параметров кривой L происходит бифуркация рождения нетри-
виального стабильного состояния. Кривая L является ломаной, звеньями которой служат отрезки
Ln, соединяющие точки dn и dn+1, где dn = (%n, αn), αn = n2(n+1)2, %n = n2 +(n+1)2 (при этом
полагаем d0 = (0, 1)). В точке dn пересекается пара прямых ln и ln+1 (n ≥ 1). В этой же точке
происходит обмен ведущих мод бифуркаций. Пересечение в плоскости управляющих параметров
отрезка Ln по внутренней точке приводит к одномерной бифуркации с модой

en =

√
2
π

sin(nx).

Пересечение же L по точке излома dn приводит к двумерной бифуркации с модами en и en+1.
Ниже рассмотрена лишь точка d1 (при n ≥ 2 результаты аналогичны).

6.4.4. Главная часть ключевой функции. Анализ бифуркационных эффектов, происходящих
при локализации (управляющих параметров) α = α1 + δ1 и % = %1 + δ2 можно осуществить
посредством редукции Ляпунова—Шмидта к ключевой функции (от двух ключевых переменных)

W (ξ, δ) = inf
p: 〈p,e1〉=ξ1, 〈p,e2〉=ξ2

V (p, α1 + δ1, α1 + δ2), (6.4.8)

ξ = (ξ1, ξ2), δ = (δ1, δ2).
Хорошо известно, что при рассматриваемых в статье условиях функция W (ξ, δ) является глад-

кой. Более того, эта функция наследует все аналитические и топологические свойства V на E. В
частности, при достаточно малых δ существует взаимно однозначное соответствие между крити-
ческими точками V и W , сохраняющее их типы (кратности, значения индекса Морса и т. п.).

Так как функционал V четен: V (−p, %, α) ≡ V (p, %, α) и симметричен относительно инволюции
I1 : p(x) 7−→ p(π − x), то V инвариантен относительно действия группы Z2

2, заданного парой
инволюций I1 и I2, где I2 = −I1. Для этой пары инволюций выполняются соотношения

I1(e1) = e1, I2(e2) = e2, I1(e2) = −e2, I2(e1) = −e1.

Следовательно, функция (6.4.8) имеет симметрию прямоугольника:

W (−ξ1, ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1,−ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1, ξ2, δ1, δ2), (6.4.9)
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из которой вытекает справедливость асимптотического представления

W (ξ, δ) = U(ξ, δ) + o(|ξ|4) + O(|ξ|4)O(δ), (6.4.10)

где U(ξ, δ) = V (ξ1e1+ξ2e2, δ) — ритцевская аппроксимация функционала V по модам e1 и e2. Таким
образом, установлено следующее утверждение.

Теорема 6.4.1. Для ключевой функции (6.4.8) имеет место асимптотическое представление

W (ξ, δ) =
λ1

2
ξ2
1 +

λ2

2
ξ2
2 + Aξ4

1 + 2Bξ2
1ξ

2
2 + Cξ4

2+ (6.4.11)

+o(|ξ|4) + O(|ξ|4)O(δ),
где

λ1 = δ1 − δ2, λ2 = δ1 − 4δ2,

A =

π∫

0

e4
1dx =

3
2π

, B =

π∫

0

e2
1e

2
2dx =

3
π

, C =

π∫

0

e4
2dx =

3
2π

.

Сократив функцию W на множитель 6/π, получим функцию с нормализованной главной частью:

W̃ (ξ, δ) = Ũ(ξ, δ) + o(|ξ|4) + O(|ξ|4)O(δ),

где

Ũ(ξ, δ) =
λ̃1

2
ξ2
1 +

λ̃2

2
ξ2
2 +

1
4

(
ξ4
1 + 4ξ2

1ξ
2
2 + ξ4

2

)
.

«Геометрический сюжет бифуркации» критических точек и первые асимптотики ветвей бифурци-
рующих точек (по закритическим приращениям управляющих параметров) для функции W̃ (ξ, δ)
полностью определяются ее главной частью Ũ(ξ, δ). Критические точки Ũ(ξ, δ) определяются си-
стемой уравнений

∂Ũ

∂ξ1
= λ̃1ξ1 + ξ3

1 + 2ξ1ξ
2
2 = 0,

∂Ũ

∂ξ2
= λ̃2ξ2 + 2ξ2

1ξ2 + ξ3
2 = 0,





все решения которой делятся на три типа:
1) 0-решение

ξ1 = ξ2 = 0,

2) одномодовые решения

ξ1 = ±
√
−λ̃1 (λ1 < 0), ξ2 = 0, ξ1 = 0, ξ2 = ±

√
−λ̃2 (λ2 < 0),

3) двухмодовые решения

ξ1 = ±
√

λ̃1 − 2λ̃2

3
, ξ2 = ±

√
λ̃2 − 2λ̃1

3
(λ̃1 − 2λ̃2 > 0, λ̃2 − 2λ̃1 > 0).

Пусть θ1 = λ̃1 − 2λ̃2, θ2 = λ̃2 − 2λ̃1. Так как матрица Гессе функции Ũ представима в виде
(

λ̃1 + 3ξ2
1 + 2ξ2

2 4ξ1ξ2

4ξ1ξ2 λ̃2 + 2ξ2
1 + 3ξ2

2

)
,

то, как нетрудно проверить, при θ1 > 0 и θ2 > 0 существуют четыре двухмодовые критические
точки индекса 1. Все одномодовые точки при этом являются точками локальных минимумов, а
нуль — критической точкой индекса 2. Рождение одномодовых критических точек происходит при
переходах параметров λ̃1 и λ̃2 в области отрицательных значений.

Бифуркационная диаграмма (каустика) ΣŨ функции Ũ разбивает плоскость управляющих па-
раметров на шесть зон

ω0 = {λ̃1 > 0, λ̃2 > 0},
ω1 = {λ̃1 < 0, λ̃2 > 0},
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ω2 = {λ̃1 > 0, λ̃2 < 0},

ω3 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 < 0, θ2 > 0},

ω4 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 > 0, θ2 < 0},

ω5 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 > 0, θ2 > 0}.
Каждой зоне соответствует свой расклад (bif-расклад) бифурцирующих критических точек: пара-
метрам из зоны ω0 отвечает случай единственной критической точки (точка минимума в нуле);
для ω1, ω2 — пара симметрично расположенных (относительно нуля) одномодовых точек миниму-
ма и седло в нуле, для ω3, ω4 — пара симметрично расположенных одномодовых точек минимума,
пара одномодовых седел и точка локального максимума в нуле, для ω5 — четверка симметрично
расположенных одномодовых точек минимума, четверка двухмодовых седел и точка локального
максимума в нуле.

При обходе плоскости управляющих параметров против часовой стрелки вокруг нуля, начиная
с зоны ω0, получаем метаморфозы линий уровней, изображенные на рис. 6.4.1.

РИС. 6.4.1.

Описанные выше постбифуркационные метаморфозы можно представить в виде последователь-
ности графов (одномерных остовов изображающих комплексов), изображенных на рис. 6.4.2.

РИС. 6.4.2.

Основное удобство, доставляемое изображающими комплексами, состоит в том, что они не
зависят от количества ключевых параметров (от размерности аппроксимации). Следовательно, эти
комплексы характеризуют и бифуркационные расклады критических точек исходного функционала.
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6.4.5. Бифуркационный анализ. На основании проведенного в предыдущем разделе иссле-
дования главной части ключевой функции можно сделать выводы о локальном топологическом
строении исходного функционала и о бифуркациях его экстремалей.

Предварительно заметим, что для ключевой функции W можно подобрать такие параметры

θ̃1 = λ̃1 − 2λ̃2 + o(λ̃1, λ̃2), θ̃2 = λ̃2 − 2λ̃1 + o(λ̃1, λ̃2),

в которых разбиение плоскости параметров каустикой ΣW функции W на шесть зон ω̃0, ω̃1, . . . , ω̃5

аналогично разбиению на зоны ωk для U пространства параметров для главной части ключевой
функции (в предыдущем пункте). При этом ω̃0 = ω0, ω̃1 = ω1 и ω̃2 = ω2, а ω̃3, ω̃4 и ω̃5 описываются
теми же соотношениями, которыми описаны множества ω3, ω4 и ω5, но с заменой в них функций
θ1 и θ2 на θ̃1 и θ̃2. Каждой зоне ω̃k также соответствует свой bif-расклад критических точек,
изображаемый тем же графом, которым ранее был изображен соответствующий bif-расклад для
функции U . Факт существования таких параметров θ̃1 и θ̃2 — следствие теорем об изоморфности
миниверсальных деформаций особенности [7,27].

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 6.4.2. При локализации управляющих параметров в точке (4, 5) (α = 4 + δ1, % =
5 + δ2) достаточно малая окрестность этой точки разбивается на шесть перечисленных
выше зон ω̃0, ω̃1, . . . ω̃5, которым отвечают bif-расклады критических точек функционала V ,
изображенные последовательностью комплексов на рис. 6.4.2.

При переходе точки плоскости управляющих параметров через линию

m = {λ̃1 = λ̃2 > 0}
происходит фазовый переход первого рода. Во всех зонах стабильные фазовые состояния

являются одномодовыми и представляются в виде

±
√

δ1 − δ2

3
sin(x) + o(δ1, δ2)

или

±
√

δ1 − 4δ2

3
sin(2x) + o(δ1, δ2).

6.5. ДВУХМОДОВЫЕ БИФУРКАЦИИ ВОЛНОВЫХ ДВИЖЕНИЙ УПРУГОЙ БАЛКИ

НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ С РЕЗОНАНСОМ 1 : 2

Колебания и волновые движения упругой балки на упругом основании изучали Ю. А. Митро-
польский, Б. И. Мосеенков [97], Дж. M. T. Томпсон, Х. Б. Стюарт [191], Б. С. Бардин, С. Д. Фур-
та [10] и др. Простейшая нелинейная модель движений балки описывается уравнением

∂2w

∂t2
+

∂4w

∂x4
+ α

∂2w

∂x2
+ βw + w3 = ψ,

где w — прогиб балки (поле смещений точек средней линии упругой балки, заданное на оси x),
ψ — малый функциональный параметр несовершенства.

Как известно, первый шаг в изучении такой задачи — отыскание равновесных (стационарных)
состояний, определяемых уравнением

d4w

dx4
+ α

d2w

dx2
+ βw + w3 = 0. (6.5.1)

Если рассмотреть стандартные краевые условия

w(0) = w(T ) = w′′(0) = w′′(T ) = 0, (6.5.2)

то полученная граничная задача может допускать двумерные вырождения, порождающие двухмо-
довые бифуркации с интересными геометрическими и физическими эффектами [63,64]. Ее полное
решение сводится (конечномерной редукцией) к описанию экстремалей трехпараметрического се-
мейства полиномов от двух переменных [58].

Здесь мы опишем зарождение периодических волновых движений упругой балки на упругом
основании в условиях взаимодействия пары волновых мод с резонансом 1 : 2 и, в частности, укажем
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случаи устойчивости бифурцирующих волн (на основе принципа наименьшего значения интеграла
энергии).

6.5.1. Редукция функционала энергии к функции четырех переменных. Итак, пусть задана
упругая балка, для которой потенциальная энергия деформации определяется интегралом

U =
1
T

T∫

0

(
κ2

2

(
d2w

dx2

)2

− κ1

2

(
dw

dx

)2

+
κ0

2
w2 + u(w)

)
dx, (6.5.3)

где u — некоторая гладкая функция, u(w) = o(w2).
Заметим, что аналогичный интеграл энергии используется в теории сенгнетоэлектрических кри-

сталлов, испытывающих (в соответствующих условиях) фазовый переход из высокотемператур-
ной парафазы в несоразмерную фазу, характеризуемую стационарной периодической зависимостью
w = w(x) (см. [133, 173]).

Уравнение равновесия, полученное из условия равенства нулю первой вариации функционала
(6.5.3), имеет следующий вид:

κ2
∂4w

∂x4
+ κ1

∂2w

∂x2
+ κ0w + u′(w) = 0. (6.5.4)

Очевидно, что данное уравнение имеет тривиальное решение w(x) ≡ 0 при всех значениях па-
раметров. При больших значениях κ0 это решение является устойчивым. Потеря устойчивости
происходит при переходе κ0 через наименьшее собственное значение дифференциального операто-
ра

κ2
∂4

∂x4
+ κ1

∂2

∂x2
,

входящего в линейную часть уравнения (6.5.4). Следовательно, волновое число k определяется
соотношением

κ2k
4 − κ1k

2 + κ0 = 0. (6.5.5)

Рассмотрим интеграл действия

S =
1
T

T∫

0

[m

2
‖ẇ‖2 − U(w)

]
dt, (6.5.6)

где U — функционал энергии (6.5.3) и

‖ẇ‖2 = 〈ẇ, ẇ〉 =
1
T

T∫

0

ẇ2dx.

Уравнение Лагранжа движения балки имеет следующий вид:

mẅ + gradU(w), (6.5.7)

где

gradU(w) = κ2
∂4w

∂x4
+ κ1

∂2w

∂x2
+ κ0w + u′(w).

Рассмотривая периодические волны в виде

w = w̃(kx− ωt) (6.5.8)

(v = ω/k — скорость распространения волны) и подставляя (6.5.8) в (6.5.7), получим уравнение
(6.5.4), в котором вместо κ1 участвует (эффективный) коэффициент

κ̃1 = k2κ1 + mω2. (6.5.9)

Соотношение (6.5.9) показывает, что с увеличением частоты увеличивается коэффициент κ̃1 — это
приводит к бифуркации бегущих периодических волн.
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Таким образом, поиск бифурцирующих волн приводит к построению периодического решения
уравнения

κ2
∂4w̃

∂x4
+ κ̃1

∂2w̃

∂x2
+ κ0w̃ + u′(w̃) = 0,

определяющего экстремали функционала (энергии)

Ũ =
1
T

T∫

0

(
κ2

2

(
d2w̃

dx2

)2

− κ̃1

2

(
dw̃

dx

)2

+
κ0

2
w̃2 + u (w̃)

)
dx.

Такие волны допускают представление

w(x, t) = r1 sin(py + ϕ1) + r2 sin(qy + ϕ2) + o(r1, r2),

y = kx−ωt, p, q ∈ Z, НОД (p, q) = 1, в пределах которого реализуется значительное разнообразие
профилей и «скоростных» свойств бифурцирующих волн.

Поиск таких волн сводится к изучению экстремалей функционала (6.5.6) на пространстве пери-
одических функций некоторого фиксированного периода. Очевидно, что этот функционал инвари-
антен относительно действия группы SO(2), порожденного оператором сдвига аргумента функции.

6.5.2. Критические орбиты функционала энергии. Обратимся к абстрактной схеме изучения
рассмотренной выше задачи в рамках анализа гладких фредгольмовых функционалов с круговой
симметрией. Вначале заметим, что отображение f : E −→ F, где

f(w) = κ2
∂4w

∂x4
+ κ1

∂2w

∂x2
+ κ0w + gradu(w),

E = Π4
T — пространство T -периодических функций класса C4, а F — пространство непрерывных

периодических функций, является гладким фредгольмовым нулевого индекса отображением бана-
ховых пространств.

В дальнейшем будем предполагать, не ограничивая общности рассмотрения, что T = 2π.
Изучение (вблизи нуля) экстремалей U можно осуществить на основе редукции Ляпунова—

Шмидта, перейдя к ключевой функции, заданной формулой

W (ξ) := inf
x:p(w)=ξ

U(w), ξ = (ξ1, . . . , ξn)>, ξk = 〈w, ek〉,

где {ek}— набор мод бифуркации. Ниже рассмотрен случай n = 4. Редуцирующая субмерсия
p : w 7→ ξ, ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)> ∈ R4, является при этом «снятием» четырех коэффициентов Фурье:
ξk = 〈w, ek〉, e1 =

√
2 cos x, e2 =

√
2 sinx, e3 =

√
2 cos 2x, e4 =

√
2 sin 2x.

Функция W является гладкой, и она наследует свойства исходного функционала U (при соот-
ветствующей локализации параметров).

Рассмотрим гладкий гомоморфизм T : G −→ O(H) компактной группы Ли G = SO(2) в группу
ортогональных линейных преобразований гильбертова пространства H, заданный соотношением

Tg(w)(x) = w(x + ϕ)

(ϕ — каноническая координата элемента g ∈ SO(2), g = (gij), g11 = g22 = cosϕ, g21 = −g12 =
sinϕ) и определяющий гладкое ортогональное действие

G×H −→ H, (g, w) 7−→ y = Tg(w) ∀(g, w) ∈ G×H.

На линейной оболочке N мод бифуркации, изоморфной R4, действие группы G = SO(2) описыва-
ется следующим образом: отождествив вектор ξ ∈ R4 с комплексным вектором z = (z1, z2)> ∈ C2,
z1 = ξ1 + iξ2, z2 = ξ3 + iξ4, получим описание действия группы SO(2) в виде соответствия

{exp(is), z} 7→ (exp(iϕ)z1, exp(2iϕ)z2)>. (6.5.10)

Очевидно, что пространства E и F и функционал энергии U инвариантны относительно данного
действия:

Tg(E) ⊂ E, Tg(F ) ⊂ F, Tg(M) ⊂ M, U(Tg(·)) = U(·),
что имеет место наряду с эквивариантностью редуцирующей субмерсии p. Очевидна также инвари-
антность ключевой функции W . Заметим, что индуцированное действие SO(2) на R4 полусвободно
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(начало координат — единственная неподвижная точка). Условие инвариантности W относительно
действия группы SO(2) можно записать в виде соотношения

W (ξ̃) = W (ξ), z̃ = (exp(iϕ)z1, exp(2iϕ)z2)>

(z̃ — комплексное изображение вектора ξ̃).
Множество ненулевых критических точек представляют собой набор одномерных подмногооб-

разий (критических орбит действия (6.5.10), диффеоморфных окружностям).

Теорема 6.5.1. Ключевая функция W допускает (в случае четырехмерного вырождения)
представление в виде

−1
2

(α1I1 + α2I2) +
C

3
I3 +

1
4

(
A1I

2
1 + A2I

2
2 + 2BI1I2

)
+ o(‖ξ‖4), (6.5.11)

где
I1 = ξ2

1 + ξ2
2 , I2 = ξ2

3 + ξ2
4 ,

I3 = (ξ2
1 − ξ2

2)ξ3 + 2ξ1ξ2ξ4, I4 = 2ξ1ξ2ξ3 − (ξ2
1 − ξ2

2)ξ4

(полная система инвариантов действия группы SO(2)),

α1 = κ1 − κ0 − κ2, α2 = 4κ1 − κ0 − 16κ2,

A1, A2, B, C — вычисляемые константы (их точные значения в данный момент не важны).

Доказательство основано на асимптотическом представлении

W = U(ξ) + o(I2
1 , I2

2 , I2
3 , I3I4), (6.5.12)

где

U(ξ) = U


ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3 + ξ4e4 +

3∑

|j|=2

ajξ
j




— нелинейная ритцевская аппроксимация U по модам e1, e2, e3 и e4, aj — вычислимые функции,
〈aj , ek〉 = 0 ∀j, k.

Сократив W на подходящий множитель, получим функцию

W̃ = Ũ(ξ) + o(I2
1 , I2

2 , I2
3 , I3I4),

где

Ũ(ξ) = −1
2

(β1I1 + β2I2) +
C̃

3
I3 +

1
4

(
I2
1 + I2

2 + 2aI1I2

)
.

Нечетные степени инварианта I4 не входят в тейлоровское разложение ключевой функции в
силу того, что ключевая функция симметрична относительно инволюции

J : (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)> 7−→ (−ξ1, ξ2,−ξ3, ξ4)>

(это вытекает из симметрии потенциала U относительно симметрии отражения w(x) 7−→ w(2π−x)),
а четвертый инвариант антисимметричен: I4(Jw) = −I4(w).

Таким образом, получаем следующее утверждение.

Теорема 6.5.2. В случае четырехмерного вырождения с резонансом 1 : 2 ключевая функция
W допускает в полярных координатах

ξ1 = r1 cosϕ1, ξ2 = r1 sinϕ1, ξ3 = r2 cosϕ2, ξ4 = r2 sinϕ2,

представление (после деления на нормирующую константу) в виде

W̃ = −1
2
(β1r

2
1 + β2r

2
2) + cr2

1r2 cos(ψ) +
1
4
(r4

1 + r4
2 + 4r2

1r
2
2)+

+ϑ(r2
1, r

2
2) + r2

1r2%(r2
1, r2, ψ),

(6.5.13)

где c — вычислимая константа, ψ = ϕ2 − 2ϕ1, ϑ и % — некоторые гладкие функции соответ-
ственно двух и трех переменных, для которых

ϑ(r2
1, r

2
2) = O(|ξ|6), %(r2

1, r2, ψ) = O(|ξ|2).
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6.5.3. Анализ главной части ключевой функции. Итак, множество ненулевых критических
точек функции W представляет собой набор одномерных подмногообразий, диффеоморфных
окружности.

Условие стационарности орбиты по фазе ψ = 2ϕ1 − ϕ2 приводит к следующим критическим
значениям фазы:

ψ = 0 + O(|ξ|2), π + O(|ξ|2).
Дальнейшее изучение условий стационарности по амплитудам r1 и r2 приводит к задаче о бифур-
кации критических точек из критической точки с особенностью параболической омбилики [110].
В этом случаe нормальной формой особенности ключевой функции (при нулевых значения возму-
щающих параметров) является полином

W̃0 = r4
2 ± r2

1r2.

Из теории особенностей гладких функций известно [7, 110], что параболическая омбилика имеет
в нуле кратность µ = 5.

Заметим, что функция r4
2 ± r2

1r2 симметрична относительно следующей пары преобразований:

I1 : (r1, r2) −→ (−r1, r2), I2 : (0, r2) −→ (0,−r2).

Так как и функция W̃ (см. (6.5.13)) инвариантна относительно преобразований I1 и I2 (вследствие
SO(2)-эквивариантности ключевой функции), то она эквивалентна (в классе деформаций особен-
ностей с симметрией относительно преобразований I1 и I2) следующей миниверсальной развертке
ростка функции W̃0 в нуле [185]:

W (r1, r2) = r4
2 ± r2

1r2 + δ1r
2
1 + δ2r

2
2.

Стандартная замена r2
1 = u, u ≥ 0, приводит к эквивалентной задаче о бифуркациях экстремалей

из краевой особой точки для следующей развертки (ниже введено обозначение v = r2):

Ŵ (u, v) = v4 ± uv + δ1u + δ2v
2, u ≥ 0.

Полином v4 ± uv можно заменить полиномом v4 + uv, отбросив ограничение v ≥ 0 (критиче-
ские точки с отрицательными значениями v переходят в критические точки с положительными
значениями v после смены знака во втором слагаемом полинома v4 + uv).

Переход от функции W̃ к краевой особенности функции v4 + uv, u ≥ 0, и ее деформации
не отражается на каустике1, которая представляет собой росток в нуле следующего объединения
множеств:

Σ = Σint
1 ∪ Σext

1 ∪ Σ0,

где Σint
1 и Σext

1 — подмножества (компоненты) каустики, отвечающие за вырождение краевых осо-
бенностей вдоль края и соответственно по нормали, а Σ0 — компонента, отвечающая за вырождение
внутренних (некраевых) критических точек.

Нетрудно проверить, что в рассмотренной задаче компонента Σ0 является пустой. Следователь-
но, построение параметризации каустики сводится к параметризации лишь ее «краевых» компо-
нент.

6.5.4. Вырождение вдоль края (внутреннее вырождение). Для функции

Ŵ (u, v) = v4 + uv + δ1u + δ2v
2

рассмотрим ее краевые критические точки, в которых вторая частная производная по v обращается
в нуль, т. е. выполнены следующие соотношения:

∂Ŵ

∂v
(0, v) =

∂2Ŵ

∂v2
(0, v) = 0

или
4v3 + 2δ2v = 12v2 + 2δ2 = 0.

На основе этих соотношений легко увидеть, что множество Σint
1 задается уравнением δ2 = 0. Пере-

ход параметра δ2 сверху вниз через нуль приводит к рождению пары симметрично расположенных

1Каустикой в нулевой особой точке называется росток множества таких точек (δ1, δ2)
> ∈ R2, при которых функция

cW имеет вырожденную критическую точку, ответвленную от нуля.
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точек минимума (относительно края). Нуль становится при этом точкой максимума. Индекс Морса
всех краевых критических точек изменяется на единицу при смене знака производной W в нуле
по нормали к краю (по переменной u).

6.5.5. Вырождение вдоль нормали (внешнее вырождение). Рассмотрим краевые критические
точки функции Ŵ , в которых частная производная по u обращается в нуль (внешнее вырождение):

∂Ŵ

∂u
(0, v) = 4v3 + 2δ2v = 0.

После сопоставления последнего соотношения с уравнением критических краевых точек нетрудно
заметить, что множество Σext

1 задается уравнением

(δ2 + 2δ2
1)δ1 = 0.

Таким образом, каустика функции Ŵ (u, v) получается объединением координатного креста
δ1δ2 = 0 с параболой δ2 + 2δ2

1 = 0.
Расклады бифурцирующих из нуля экстремалей, соответствующие регулярным ячейкам базы

деформации (компонентам связности дополнения к каустике), указаны на рисунках 6.5.1 и 6.5.2.

РИС. 6.5.1.

Ячейке Ω1 соответствует единственная критическая точка (краевое седло), ячейке Ω2 — пара
критических точек: краевой минимум и внутреннее (вне края) седло, ячейке Ω3 — тройка точек:
одна точка минимума и два седла (все точки краевые), а ячейке Ω4 соответствует четверка крити-
ческих точек: три краевые (одно седло и два минимума) и внутреннее седло (близкие результаты
имеются в [146, 147]).

6.6. ДВУХМОДОВЫЕ БИФУРКАЦИИ ВОЛНОВЫХ ДВИЖЕНИЙ УПРУГОЙ БАЛКИ

С РЕЗОНАНСОМ 1 : 2 В СЛУЧАЕ СИММЕТРИИ ЧЕТНОСТИ

6.6.1. Случай четного функционала энергии. Вновь рассмотрим интеграл действия

S =
1
T

T∫

0

[m

2
|ẇ|2 − U(w)

]
dt,

где U — четный функционал энергии (6.5.3): U(−w) = U(w).
Таким образом, поиск бифурцирующих волн приводит к уравнению

κ2
∂4w

∂x4
+ κ1

∂2w

∂x2
+ κ0w + gradu(w) = 0.

являющемуся уравнением экстремалей эффективного функционала энергии.
Изучение взаимодействия бифурцирующих волн с резонансом 1 : 2 при условии симметрии чет-

ности требует учета входящих в ключевую функцию мономов шестого порядка. В этом случае
нужна более точная модель потенциала, включающая моном шестой степени.
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РИС. 6.5.2.

Итак, рассмотрим эффективный функционал энергии

U =
1
T

T∫

0

(
κ2

2

(
d2w

dx2

)2

− κ1

2

(
dw

dx

)2

+
κ0

2
w2 + u(w)

)
dx,

где u — четная гладкая функция, u(w) = γ1w
4 + γ2w

6 + o(w6).
Ключевая функция в данном случае допускает представление в виде

−1
2

(α1I1 + α2I2) +
1
4

(
A1I

2
1 + A2I

2
2 + 2BI1I2

)
+

+C1I
2
3 + C2I3I4 + o(I2

1 , I2
2 , I2

3 , I3I4).

Сократив W на множитель 3/2, получим

W̃ (ξ, δ) = Ũ(ξ, δ) + o(I2
1 , I2

2 , I2
3 , I3I4),

где

−1
2

(β1I1 + β2I2) +
1
4

(
I2
1 + I2

2 + 2aI1I2

)
+ c1I

2
3 + c2I3I4.

Отсюда вытекает следующее утверждение.
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Теорема 6.6.1. В случае четырехмерного вырождения с резонансом 1 : 2 при условии сим-
метрии четности ключевая функция, рассмотренная в полярных координатах

ξ1 = r1 cosϕ1, ξ2 = r1 sinϕ1, ξ3 = r2 cosϕ2, ξ4 = r2 sinϕ2,

допускает представление (после деления на нормирующую константу) в следующей форме:

−1
2
(β1r

2
1 + β2r

2
2) +

1
4
(r4

1 + r4
2 + 4r2

1r
2
2) + cr4

1r
2
2 cos(ψ + θ)+

+ϑ(r2
1, r

2
2) + r2

1r2%(r2
1, r2, ψ),

где c и θ — вычислимые константы, ψ = ϕ2 − 2ϕ1, ϑ и % — некоторые гладкие функции соот-
ветственно двух и трех переменных, для которых

ϑ(r2
1, r

2
2) = O(|ξ|6), %(r2

1, r2, ψ) = O(|ξ|2).
Предположим для определенности, что c > 0, и заменим ψ + θ на ψ.

6.6.2. Анализ главной части ключевой функции. Условие стационарности орбит по фазе ψ =
2ϕ1 − ϕ2 в случае симметрии четности также дает критические значения фазы:

ψ = 0 + O(|ξ|2), π

2
+ O(|ξ|2), π + O(|ξ|2), 3π

2
+ O(|ξ|2).

Условие стационарности по амплитудам r1 и r2 (r1 =
√

I1 и r2 =
√

I2) приводит к системе
уравнений

∂Ũ

∂r1
= −β1r1 + r3

1 + 2r1r
2
2 + o(|r|4) = 0,

∂Ũ

∂ξ2
= −β2r2 + 2r2

1r2 + r3
2 + o(|r|4) = 0,





дающей следующие типы критических орбит:
1) нулевая орбита: r1 = r2 = 0,
2) одномодовые орбиты

r1 = ±
√

β1 + o(β) (β1 > 0), r2 = 0

и

r1 = 0, r2 = ±
√

β2 + o(β) (β2 > 0),

3) двухмодовые орбиты

r1 =

√
2β2 − β1

3
+ o(β), r2 =

√
2β1 − β2

3
+ o(β)

(θ1 := 2β2 − β1 > 0, θ2 := 2β1 − β2 > 0).

Каустика ΣŨ функции Ũ разбивает плоскость управляющих параметров на шесть зон, анало-
гичных тем, которые появлялись выше при описании фазовых переходов в сегнетоэлектриках.

Каждой зоне соответствует свой расклад (bif-расклад) бифурцирующих критических орбит.
При обходе плоскости управляющих параметров против часовой стрелки вокруг нуля, начиная

с зоны ω0, соответствующие метаморфозы линий уровней функции

−1
2
(β1r

2
1 + β2r

2
2) +

1
4
(r4

1 + r4
2 + 4r2

1r
2
2)

изображены на рис. 6.4.1.
Постбифуркационные метаморфозы можно представить в виде последовательности графов —

одномерных остовов клеточных диаграмм, изображенных на рис. 6.4.2.
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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

E — линейное банахово пространство;
V — гладкий фредгольмов функционал на E;
F — линейное банахово пространство (пространство значений градиента);
H — линейное гильбертово пространство, определяющее риманову структуру на E и на гладких
подмногообразиях в E (пространство E линейно и непрерывно вложено в F , а F линейно и
непрерывно вложено в H, E плотно в H).
f : E −→ F — градиент V (f = grad V ), т. е.

∂V

∂x
(x)h = 〈f(x), h〉 ∀x ∈ E ∀h ∈ T (E)

(〈·, ·〉— скалярное произведение в H);

∇2V (a) :=
∂f

∂x
(a) (второй кодифференциал функционала V );

Ind(V, a) — индекс Морса (морсовской) точки a относительно функционала V (максимальная раз-
мерность подпространства в E, на котором отрицательно определен второй дифференциал);
V (x, λ) — параметрическое семейство фредгольмовых функционалов;
f(x, λ) — параметрическое семейство фредгольмовых отображений (градиентов V (x, λ));
Σ — дискриминантное множество параметрического уравнения f(x, λ) = 0 (каустика параметриче-
ского семейства функционалов V (x, λ));
arg V — множество решений задачи V −→ extr;
p : E −→ Rn — редуцирующая субмерсия (на пространство ключевых параметров ξ =
(ξ1, . . . , ξn)>);
ϕ(ξ) — маргинальное отображение функционала V (сечение редуцирующей субмерсии p, заданное
формулой ϕ(ξ) := arg V

∣∣
p−1(ξ)

);
E(E, a) — кольцо ростков в точке a ∈ E гладких функционалов U , определенных вблизи a (каждый
функционал определен в своей окрестности точки a);
U(V, a) — якобиев идеал функционала V в точке а (идеал в E(E, a), порожденный функционалами
вида R ·f , f = grad V , где R — произвольный гладкий функционал, определенный в произвольной
окрестности нуля пространства F ).
µ(V, a) — кратность критической точки a функционала V (размерность локального кольца Q(V, a)
особенности V в критической точке a, Q(V, a) := E(E, a)

/
U(V,a)

).
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