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Рассмотрение полученного класса функций/показывает, что не всякая г|э(Д*)\ 
удовлетворяющая условию (8), одновременно удовлетворяет и условию (9). Так у 

например, г|? (Ai) = —In At, -ф(Дг) = У—In At, удовлетворяют условию (9), a ty{At) =• 
= In In (1 / At) и 1|>(Дг) = yin In (1 / Дг)( уже ему не удовлетворяют, 

Но легко проверить, что 
г[?(Д0 = bAt-f , (21 > 

удовлетворяет (8) и (9) при любом а > 0 и Ъ S 0. 
Отсюда и из (7) следует, что порядок ширины 

ЗОК К Atxh. ~ 
Все известные явные разностные схемы д^я 

условие устойчивости вида 

Ах ^ BAt% В 

Сравнивая (7) и (21) с условием (20), u%i 
с одной стороны, свойством разностной схемы, 
распространения тепла, которые описываются 

зоны влияния сколько угодно бли-

уравнения теплопроводности имеют 

> 0. (22) 

видим, что условие (22), являясь, 
также соответствует закономерностям 

точным решением задачи (1), (2). 
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(Ленинград) 

движения. 

ди ди 
и-—+ v—- = 

dl дц 

ди dv 
_ + _ = = 0 , 
dl дц 

д*и дР 

с граничными условиями 

и = 0 , и = 0 при t] = 0 и т] = 1 

и 

В системе (1). введены обозначения 
ц = у I h, Р = р I pV 2 , Be = Vh I v, V = const 

У Д К 517.9 : 532 

Ж И Д К О С Т И В П Л О С К О Й Т Р У Б Е 

В работах по исследованию развития проф: 
используются приближенные уравнения 
Рейнольдса (см. [1] — [4]). Представляет 
уравнений и решения полных уравнений 
движения имеют вид 

иля скорости в плоской трубе обычно 
, справедливые для больших чисел 

интерес сравнение решения приближенных 
ш Нав|ье — Стокса. Приближенные уравнения 

дц* dl 

1 при 5 = 0 (0 < п < 1). 

и = vxj V, и. = vy Re / У , I = x / h Re r 

h — ширина канала. Для решения 
уравнения (1) воспользуемся методом конечных разностей (см. [3] — [4]), причем 
используем условие, определяющее расход жидкости: 

1 

^ и dr\ == 1. (2) 
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Заменяя производные конечноразностными отношениями, получим разностную 
систему / ; , ' 

г т,к(&ц)21 , 
»<•+!, ft+i— 2 + - — — к + k-i = 

Ag ' 2 \<* | / г + 1 

AY] W-i + i, о + Ui+l, l + • • ' . . + к - i + — к ^ = 1, 

An 
17,- + ! , + i = V i + i t ft — + ft + i + K t + l , f t ~ " ^ , ft + i ~ ~ И г , ft) 

2A£ 
с нулевыми краевыми условиями. Расположение ; 

точек показано на фиг. 1. Второе уравнение систе- - . •*^ 
мы (3) получено заменой интеграла в формуле (2) 
суммой по квадратурной формуле. Аналогичная 
разностная схема использовалась в работе [3]. Ищем 
решение в виде, 

(3) 

7 д Р \ 
u i + i , ft = Zi+if ft + ( — ) , L 4 u>i+it ft, (4) 

причем величины Zi+i, k и Wi+i, к удовлетворяют , 
уравнениям . .' •, i,0 

Фиг. 1 

zi + i, ft + 1 — 
_ Vi, h(Ar\)2l 

Ag J 2 ^ + i , ft + ^ f + i , ft_! = (5) 
, 2 • . " . . . . . . . . . . . .,- . 

u i , л ( Д т ) ) 2 , : ^ ft+i — Vi, k-i)AY\ •? л: + ft • 
Ag ' 2 

Г о 'в*,л(Дл)2'1 
^г + l, ft + 1 — 2 + - ^ i + i f f t + W i + 1 > ft_i = ( А Т ] ) 2 

L A S J 

(6) 

с нулевыми граничными условиями. Если т, ft, v^k известны, то, решая уравнения 
(5) и (6), находим z i + i t h и w.i+i, ft. Подставляя (4) во второе уравнение 1(3), находим, 
что " • 

дР\ 1 — ДГ] ^ — - 2 г + 1, о + Zi + i t 1 + . . . + Z j + i, к - l + — 2 f + l , К j 

W i + i , 0 , + Ы>г + 1, 1 + . . . + И ? г + 1, K _ i + ~ . M > i + i , К j Дг] 
Л 

Таким образом определяются (dP/dl)i+i и (по формуле (4)) величины в,- + 1 > k . 
После этого по третьему уравнению (3) определяем 14+1, л. 

Разностные уравнения (5) и (6) решались методом прогонки. 
Развитие профиля скорости в плоской трубе также исследовалось при помощи 

численного решения полных уравнений Навье — Стокса методом установления. Вве­
дением функции тока система уравнений Навье — Стокса приводится к виду 

/ d)b dV 2xb дф dV 2 ib \ 

.: R e U ^ - ^ - ^ r ) = v 2 ( V 2 ^ ' (7 ) 

Функция г|з связана с безразмерной скоростью соотношениями и = д$ / dt)y 

v = — д^ I дх, x — x/h, V 2 — оператор Лапласа. Решаем уравнение (7) так же, 
как это сделано в [5] для некоторых других задач движения вязкой жидкости. Заме--
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няем уравнение (7) системой 
д ф / дф д(р дф 

дх \ дц дх дх 

Систему (8) решаем при краевых условиях 

= v2<p, 
дц / 

ф ={1 — е~ 

яр = О, 

ф = 1 — e~hx, 

, Величина 1 — e~hx введена в краевое 
1 — фиктивное время. В расчетах принималось 

Заменяя производные конечноразностными отношениями, получим систему 

п п 
п + 1 п • • ( ф'г, fc + 1 + фг, ft_l , фг + 1 

Ф*\ * = Фг, h + AX-l (ДП) 2 

п п п п 
' ф г , ft + i — ф г , ft_l фг + 1, ft ~ ф г - 1 , ft 

• Re I ¥ 2Ац Ах 

п + 1 п + 1 / А _ Ч 9 , / , n + 1 , , n + 1 > 
(Фг , ft + 1 + ф г , fell) {Ах)2 + (фг + 1, ft ft) 

— 2![:(Д.г) 2+1(Дт1) 2]ф 

( t n = яАт, Я » = 

Примем, что при х - > оо устанавливается 
т. е. что при х оо система (8) принимает 

# ф с о д 2 ф о о 

дт #Г]2 

с теми же, что и для системы (8)„ 
системы (Ю) имеет вид 

n + 1 п ф о о , 

ф о о , ft = ф о о , ft + AT 

п + 1 п + 1 

ф о о , ft + 1 + ф о о , ft_l — 

n+i п + 1 

фг, ft . При определении1 фг-, ft краевым 
п + 1 

ченным в [6], которые для границы ц = 
ф г , о = 0) о Число / .выбирается так, чтобы| его увеличение с заданной точностью не 
сказывалось на результатах. 

1 МО 

у 2 ф = , ф . (8) 

дф 

дх 

д^ 

дц 

# Ф 

дц 

0 при х =•• 0; 

= 0 при ц = 0; 
"Ч 

= ;0 при г) = 1. 

условие для смягчения установления, 
к = 1. 

k + q>i-i,k 2![(A^)2-l-(Ari)2] п 

— 1 1 фг , ft — 
(Дя) 2 - (Ах)2(Ац)2 

п п п п 
ф г + 1 , ft — ф!г,_1, й. фг , ft + 1 ~ фг , ft_i 

2Ах 2Ац 
(9) 

( Д т | ) 2 -
п + 1 п + 1 _ 
г, ft = фг, ft (До;)2(АГ})2 

iAx, Цк = кАц). 

не зависящий от х профиль скорости, 
вид 

£ 2 ф о 

дц2 
(10) 

краев]лми условиями по ц. Разностный аналог 

7* 

ft + 1 + ф о о , ft_i 2|ф'оо, ft 

(АП) 2 

(11) 

п п Если ов\ некоторый момент времени хп величины фг, А, ф г , k известны,4 ш первого 

п + 1 

уравнения (9) находим ф г Д , а из решения второго уравнения (9) — величины 

условием при некотором i = I служат значе­

ния фоо , ' f t , найденные из системы (11). Второе уравнение (9) решалось итерациями 
по Зейделю. Значения величин фг, k на зранице определялись по формулам, полу-

п + 1 п + 1 

имеют вид ф г ,о = 2фг,1 /(Ац)2 (принято 



При выходе на стационарный режим давление определялось численно, исходя из 
формулы 

дР дер / дф дф дхр 

дх дц \ дц дх дх дц 
На фиг. 2 показаны некоторые результаты, из которых видно, что при малых 

числах Рейнольдса в начальном участке существуют значительные осевые перепады 
давления. Этот результат совпадает с выводом работы [7]. В таблице приведены зна­
чения величины / = х / Re /г, начиная с которой скорость на оси отличается от своего 
предельного по х значения меньше чем на 2%. Из расчетов, проведенных для си­
стемы (1), следует, что I «0.031 , 

R e 1 10 . 50 100 200 300 
I 0.6 0.07 0.04 0.03 0.03 0.03 

Видно, что приближенные уравнения движения справедливы начиная с Re « 100. 
При расчетах в системе (3) принималось Ац = 0.05, А | = 0.002. Дальнейшее 

дробление шагов в трех значащих 
цифрах результата не меняло. ч

 Л, 
Расчеты для системы (9) прово­

дились при Ал = 0.1 и 0.05 для 
Ах I Re = 0,005. и 0.003, причем при­
нималось / = (20 и 25. Три таком из­
менении числа / результаты сколь­
ко-нибудь заметно не менялись; при 
изменении величин Ац и Ах значе­
ния функции тока менялись на 
4—6%, но величина начального 
участка практически не менялась. 
Для сохранения устойчивости счета 
принимал ось, Ах = А (Ах) 2,? гдр А 
подбиралось экспериментально (от 

XU до Vie, в зависимости от числа Re) . 
В качестве .«начальных» значе­

ний при Re = 1 и Re = 10 принима­
лись нулевые значения функции 
тока,, а при остальных числах Рей­
нольдса — значения функции тока 
для ближайшего числа Рейнольдса. 

Все расчеты выполнены на машине БЭОМ-2 Вычислительного центра Ленин­
градского отделения Математического института А Н СССР. 
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10, решение 
у I h = 0.5, -

уравнения 
— — для 

= 0.2; 2 — Re = 100, решение урав­
нения (7); 3 — из решения системы (1) 
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