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В статье изучаются слоения на гладких компактных многообразиях, 
определяемые замкнутой 1-формой с морсовскими особенностями. Задача 
о б изучении топологической структуры поверхностей уровня таких форм 
была поставлена С П . Новиковым в работе [1]. Этот вопрос изучался в 
работах [2]-[5]. В данной статье исследуется проблема компактности по­
верхностей уровня, вводится понятие степени компактности слоения и в 
этих терминах доказывается признак компактности. 

В пункте 1 приводятся необходимые далее определения и вводится поня­
тие степени компактности слоения. Основной результат работы - признак 
компактности слоения морсовской формы - доказывается в пункте 2. В 
пункте 3 рассматриваются некоторые следствия: связь степени компакт­
ности слоения и степени иррациональности формы, а также, более подроб­
но, двумерный случай. 

Настоящая работа является естественным продолжением [б]. 

1 . Предварительные определения . Рассмотрим гладкое компакт­
ное n-мерное многообразие М и определенную на нем замкнутую 1-форму 
и, обладающую невырожденными изолированными особенностями. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 1 [7]. Точка р е М называется регулярной особеннос­
тью и, если в некоторой окрестности 0(р) и — df, где / - функция Мор­
са, имеющая особенность в р. Следовательно, существуют координаты 
х 1 , . . . , х п такие, что в этой окрестности 

Число min (/с, п — к) называется индексом особой точки. 

Форма си определяет на множестве М — Sing и слоение & ш коразмернос­
ти 1. Если индекс особой точки Р равен нулю, то некоторая окрестность 
Р слоится на сферы. Если ind Р — 1, то существует слой, который может 

к 

i=l i=k+l 
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быть сделан локально лршейно связанным добавлением к нему особеннос­
ти Р. Он называется коническим слоем. Если ind Р > 1, тогда все слои в 
окрестности Р локально линейно связаны. 

Слоение ^ ш состоит из трех типов слоев [7]: 

, 1) компактные слои, допускающие окрестность, состоящую из диф-
феоморфных слоев; 

2) конические слои, т.е. слои, которые могут быть сделаны локаль­
но линейно связанными около особенности индекса 1 добавлением 
этой особенности к слою; 

3) оставшиеся некомпактные слои. 

В дальнейшем мы будем считать, что особая точка Р принадлежит слою 
и канонические слои являются, таким образом, линейно связными. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 2. Рассмотрим 7 - компактный слой # ш и отображе­
ние 7 —> [7] G Нп-г(М). Тогда образ множества компактных слоев при 
этом отображении порождает подгруппу в Нп-\(М). Обозначим ее Ни и 
назовем rk Нш степенью компактности слоения . 

Поскольку Ни С ffn_i(Af), то 0 ^ г к Я ^ ^ / ? п - ъ г л - е Рп-1 = 
r k H n - i ( M ) . Если все слои некомпактны, то ikH^ = 0. Об­
ратное неверно: могут существовать компактные слои, гомологичные 
нулю. Более того, существуют компактные слоения с ткН^ = 0. Для 
этого достаточно рассмотреть многообразие с условием Hn-i(M) = 0. 
Очевидно, слоение всякой замкнутой формы компактно и все слои 
гомологичны нулю. 

Рассмотрим группу Нп _ 1 ( М ) и операцию пересечения гомологических 
классов # n _ i ( M ) х # n _ i ( M ) -> # П _ 2 ( М ) , определенную следующим 
образом [8]. 

Пусть х, у G # n _ i ( M ) , D - оператор двойственности Пуанкаре, тогда 
х о у — Dx П у. Если гомологические классы хну реализуются подмно­
гообразиями X и Y, то х о у представляет собой гомологический класс 
X П Y. Эта операция обладает свойством косой симметрии: хоу — —у ох. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 3. Рассмотрим подгруппу Н с # n _ i ( M ) такую, что 
Ух, у G Н х о у = 0. Назовем Н изотропной подгруппой относительно 
операции пересечения циклов. Изотропная подгруппа Н называется мак­
симальной, если V х G НиУу (fc Н х о у ф0. 

Очевидно, подгруппа компактных слоев является изотропной под­
группой в Нп_ 1 ( М ) . 

Обозначим через Мш множество, полученное выбрасыванием всех мак­
симальных окрестностей, состоящих из диффеоморфных компактных сло­
ев и всех слоев, которые могут быть компактифицированы добавлением 
особых точек. 
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2. Основная теорема. Докажем следующий признак. 

Т Е О Р Е М А . Если подгруппа Ни, порожденная компактными слоя­
ми, является максимальной изотропной подгруппой в Нп-\(М), то 
Мш = 0 . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть подгруппа Нш имеет максимальный ранг, 
и Нш = ( [ 7 1 ] , . . . , [7лг]), где 7̂  - слои Разрезая М по слоям 
7 i , . . . , 7п, получим М' - многообразие с краем. 

Пусть tp: М1 -> М - отображение склейки, г: дМ' -> М1 отображение 
вложения края. 

Л Е М М А 1. Если Ни - максимальная изотропная подгруппа, то 
отображение г*: # n _ i ( < 9 M ' ) -> # n _ i ( M ' ) сюръективно. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Отображение склейки (р: М' М индуцирует 
отображение пар tp: (М',дМ') —>> (М, \Jji)- Обозначим (р\эм' — Ч>1 и 

рассмотрим коммутативную диаграмму: 

Hn-iidM') — ^ я п _ 1 ( м / ) 

<pi* jv?* 

# N - l ( L M — Я П _ ! ( М ) . 

Покажем, что: 1) отображение j инъективно, 2) <pi* сюръективно, 
3) ker^* С йпг*. 

1) Поскольку слои 7г не пересекаются: л П jj = 0 , то из последова­
тельности Майера-Виеториса получим: 

Нп-1({]Ъ) = ®Нп-1(ъ)-

По предположению никлы [л] независимы в М, следовательно, 

0 f f n - i ( 7 i ) = < [7 i ] , - . - , [ 7 Jv ]>=f f w 

и отображение j : Ни -> Hn-i(M) является вложением. 

2) Поскольку <p(dMf) — (J л , то <^i* сюръективно. 
3) Если ip*z' = 0, то < (̂>г/) = dS, где S С М. При разрезании 5 ограни­

чивают г ' и те 7^, для которых S П 7г / 0 . Таким образом, 2 / Е im г*. 
Рассмотрим z ' G # n _ i ( M ' ) , тогда z' Г) дМ' = 0 , следовательно, 

у>(я') П 7г = 0 , г = 1, . . . ,N, и значит, (p*z' о j { = 0, г = 1,... , i V . 
По условию Я ш максимальна, следовательно, (p*zf € Ни. Поскольку 
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j : Ни -> Hn-i(M) вложение, то существует z G j - 1 ^ * 2 ' ) - Отображе­
ние Lpi* сюръективно, значит, элемент z имеет прообраз в Hn-i(dM')\ 
ZQ = cp~1(z). Тогда в силу коммутативности диаграммы: 

(p*i*z0 = j(fi*z0 = j(z) = 

Следовательно, z ' — i*zo G kery>*. В силу доказанного выше, ker<^* С 
imi* , значит, z1 — i*ZQ G imi* и г ' G йпг*. Следовательно, отображение 
г* сюръективно. Лемма доказана. 

Рассмотрим короткую точную последовательность: 

О -+Z -ьНп-гфМ') ^ Я П - 1 ( М ; ) - > 0 , 

где Z = ker г*, и применим к ней функтор <8>Е, который является ковари-
антным и точным справа [8]. Получим точную последовательность: 

Z ® Е - > Я п _ 1 ( а М , > J J n _ i ( A f ' } 0 к - > 0 , 

где отображение г я также сюръективно. 
Согласно теореме о б универсальных коэффициентах Я & ( М , Е) = 

Hk(M) <g> Е. Таким образом, из леммы 1 следует, что для гомологии с 
коэффициентами в Е отображение 

г * : Я п _ 1 ( З М ' , Е ) - » t f n _ i ( M ' , R ) 

тоже сюръективно. 

Л Е М М А 2 . Пусть г: дМ' - > М отображение вложения. Если ото­
бражение г*: Я п - х ^ М ^ Е ) —>• Я П _ 1 ( М ' , Е ) сюръективно, то ото­
бражение j : Н\(дМ',Ж) - » # i ( A f ' , R ) также сюръективно. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим коммутативную диаграмму (гомоло­
гии с коэффициентами в Е) : 

Н^М'^дМ') Я о ( д М ' ) 

D [ D (1) 

Я ^ ^ М ' Д ) — Я ^ ^ д М ' Д ) . 

Здесь D - оператор двойственности Пуанкаре для многообразия с кра­
ем. По условию, отображение г*: Я п _ х ( 9 М / , Е ) -> Hn-i(M', Е) сюръек­
тивно. 
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Рассмотрим короткую точную последовательность: 

- + t f n _ i ( 0 A f ' , R ) А Я п ч С М ' Д ) - » 0 , 

rmZ = кет и. Поскольку Я ^ ^ а М ' , » ) = H o m ^ - i ^ M ' , R ) , R) и, 
аналогично, Я П " " 1 ( М / , R) = H o m ( f f n _ i ( M / , Е ) , R ) , то применим к этой 
последовательности функтор H o m ( , Е) , который является контрвариант­
ным и точным справа [8]. Получим точную последовательность: 

H o m ( Z , E ) ^ - Н о ш ( Я п . _ 1 ( 5 М / , Е ) , Е ) А - Н о т ( Я П _ 1 ( М ' , Е ) , Е ) * - 0 , 

из которой следует, что отображение г* инъективно. Тогда в диаграмме 

( 1 ) к е г З = 0. 
Рассмотрим точную гомологическую последовательность пары 

-^H1{dMf) A ffi(Af') Л я Ц М ' ^ М ' ) А Н0(дМ') - к 

Так как ker<9 = imZ = 0, то кег/ = Н\{М'). Поскольку i m j = 
kerZ = Н\{МГ), то отображение j сюръективно. Лемма 2 доказана. 

Рассмотрим отображение ip\ М' М VLUJ' — (р*и - ограничение си на 
М'. Для всякого z' G Hi(M') имеем: 

id' = (p*LJ — I LO. 

По лемме 2 z' G Н\{дМ'), следовательно, ^ ( z ' ) E (J7i- Тогда J ^ / ) uj = 0. 
Итак, Vz ' G Ях ( M ' ) LU' — 0, и, поскольку и - морсовская форма, на М' 
слоение компактно, а значит, компактно и слоение на М. Теорема доказа­
на. 

З А М Е Ч А Н И Е . В обратную сторону утверждение теоремы в размернос­
ти выше второй неверно. Так, на многообразии § 2 х S 1 существует ком­
пактное слоение, все слои которого гомологичны нулю, т.е. подгруппа Ни 

не является максимальной. 

3. Некоторые следствия. Ранг максимальной изотропной подгруп­
пы в Я п _ 1 ( М ) является характеристикой многообразия и не зависит от 
слоения. Обозначим его ho. В двумерном случае ранг максимальной изо­
тропной подгруппы равен числу ручек многообразия: ho(Mg) = g. В ра­
боте [6] был доказан следующий критерий: слоение ^ ш на М2 компакт­
но, если и только если гk Я ш = g. Степень компактности слоения мор-
совской формы связана со степенью иррациональности формы ал Скажем, 
на М2 справедливо неравенство: dirr со + rk Ни; ^ 2g — 1. 
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С Л Е Д С Т В И Е 1. Пусть со - замкнутая 1-форма с морсовскими 
особенностями, определяющая на компактном многообразии Мп 

слоение Если Ни - максимальная изотропная подгруппа, то 
dirr и < г к Нш. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Действительно, если Ни - максимальная изо­
тропная подгруппа, ткНш = ho(M), то, как следует из доказательства 
теоремы, 1-форма со может иметь нетривиальные интегралы только 
по тем циклам, которые трансверсальны слоям 7 & . Следовательно, 
dirrcj ^ г к Н и — 1 = ho(M) - 1. Следствие доказано. 

С Л Е Д С Т В И Е 2. На М2

д слоение морсовской формы со имеет неком­
пактный слой, если dirr о; ^ д. 

Действительно, в силу критерия компактности слоения на Мд, если & j j 
компактно, то Нш максимальна. Тогда из предыдущего утверждения вы­
текает, что dirr со ^ ho(Mg) — 1. Следствие доказано. 
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