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Ï�Õ8Î�Ü8Á�Â#¼�À	Ô	ßwà2Ï�Î�Â�Ü8Á�à8¼�×8¼�Ó�Á�Õ2Ô	á2Î�Ï�½	Ô'ÛG¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	âwÂ�Á�¿�À	Ô	½'¼�Î�É¢Â!É�Î�Á�×	Ô	ÔãØ^Ô'Õ2Ý�É�×8¼�ä	Ô	ÔãÌrÔ'Ü2½�Á�Ï�É�Ô
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pgÜ�¼�À	À2Á�â Ï�É�¼�É�Ý�Î·Ë,Î�É�Á�Ü2Ô	½'¼ Ä ��Ç1à	×	Ô2Ë,Î�À	ß	Î�É�Ï�ßîÜ	Õ2ßì¾�Ï�É�¼�À2Á�Â�Õ8Î�À	Ô	ßíÜ8Á�Ï�É�¼�É�Á�á	À	æ6Ûí¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	â
LNX�a�[l¿�¼�Ü�¼�á	Ôéak¾�×2Ï�¼ÃÜ	Õ2ß�à2Á�Õ2¾�Õ2Ô	À2Î�â	À2Á�Ö�ÁG¾�à	×8¼�Â�Õ2ß	Î�Ë,Á�Ö�Áê¼�À8¼�Õ8Á�Ö�¼wÕ2Ô	À2Î�â	À2Á�Ö�ÁG¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ßÅÔ	¿
×8¼�Ó�Á�É�æbÄ Æ�Ç�ÈIÜ2×	¾�Ö�Ô2Î^à	×	Ô2Ë,Î�×	æMÏ�Ë1Ð,Â·Ä ��ÇðÙ�Ð

@8C��G|	��
��	{q|8}	������#º����q»

[ë¼�Ï�Ï�Ë,Á�É�×	Ô2Ë ¾�à	×8¼�Â�Õ2ß	Î�Ëëæ1âçà2Á�Õ2¾�Õ2Ô	À2Î�â	À	æ1âM¼�À8¼�Õ8Á�Ö�Õ2Ô	À2Î�â	À2Á�Ö�Áîà2Ï�Î�Â�Ü8Á�à8¼�×8¼�Ó�Á�Õ2Ô	á2Î�Ï�½�Á�Ö�Á
¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ß³Ä Æ�Ç��

L [y] ≡
3∑

i=0

1∑

j=0

ai,j(t)D
i
1D

j
2y(t) = f

(
t, y(t), u(t)

)
, t = (t1; t2) ∈ Π,

È���Ù

à	×	Ô·É�Î�ÛãÌ!Î^À8¼�á8¼�Õ2Ý�À2Á�Þå½	×8¼�Î�Â�æ6Û�¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	ß�Û��





y(0, 0) = ϕ0,0 ∈ R; D1y(0, 0) = ϕ1,0 ∈ R; D2
1y(0, 0) = ϕ2,0 ∈ R;

D3
1y(t1, 0) = ϕ3,0(t1), ϕ3,0 ∈ Lp(Π1);

D2y(0, t2) = ϕ0,1(t2), ϕ0,1 ∈ Lp(Π2);

D1D2y(0, t2) = ϕ1,1(t2), ϕ1,1 ∈ Lp(Π2);

D2
1D2y(0, t2) = ϕ2,1(t2), ϕ2,1 ∈ Lp(Π2).

È£Æ�Ù

e8Ü8Î�Ï�Ý
p ∈ (1;∞)

Ú
Dk = ∂

∂tk

È
k = 1, 2

Ù�� Á�à2Î�×8¼�É�Á�×lÁ�Ó�Á�Ó�Ò¢Î�À	À2Á�Ö�ÁìÜ2Ô2ØTØTÎ�×2Î�À	ä	Ô	×2Á�Â#¼�À	Ô	ß
Â!Ï�ËëæsÏ�Õ8Î\XOÐ�R=Ð'X�Á�Ó�Á�Õ8Î�Â#¼��

Π = Π1×Π2
Ú
Πk = (0;Tk)

È
k = 1, 2

Ù��
ai,j

� Ô	¿�Ë,Î�×	Ô2ËëæsÎ\Ø^¾�À	½	ä	Ô	Ô
À8¼

Π
Ú8¾�Ü8Á�Â�Õ8Î�É�Â�Á�×#ß'ÑOÒ!Ô2Î!¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	ß	Ë��

ai,0 ∈ Lp
Ú
ai,1 ∈ Lp,∞

Ú
i = 0, 1, 2

Ú
a3,0 ∈ L∞,p

Ú
a3,1 ≡ 1

�

u ∈ D ⊂ Lr(Π)
È
r > 1

Ù��ï¾�à	×8¼�Â�Õ8Î�À	Ô2Î��qËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â�Á
D
Ï�á	Ô	É�¼�Î�Ëçà2Á�É�Á�á2Î�á	À2Á·Á�Ö�×8¼�À	Ô	á2Î�À	À	æsË��

Ô	À	æsËëÔ Ï�Õ8Á�Â#¼�ËëÔ�Ú\à	×2Î�Ü2à2Á�Õ�¼�Ö�¼�Î�Ë1Ú^á	É�ÁíÏ�¾�Ò¢Î�Ï�É�Â�¾�ÑOÉ Ø^¾�À	½	ä	Ô	Ô
u, û ∈ Lr(Π)

ÚOà	×	Ôç½�Á�É�Á�×	æ6Û
u 6 u 6 û

Ü	Õ2ßîÂ�Ï�Î�Û
u ∈ D

�6Ø^¾�À	½	ä	Ô	ß
f(t, x, v) : Π × R × R → R

Ô	¿�Ë,Î�×	Ô2Ë_¼Åà2Á
t ∈ Π

Ú
À2Î�à	×2Î�×	æ1Â�À8¼ãà2Á

(x; v) ∈ R × R
ÔÅÉ�¼�½�Á�Â#¼'Ú�á	É�Áãà	×	ÔÅÀ2Î�½�Á�É�Á�×2Á�Ë

q ∈ (p;∞)
Ú
1/2 > 1/p − 1/q

Ú
Â�æ1à2Á�Õ2À2Î�À2Á=¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô2Î

F1)
Ï�¾�à2Î�×	à2Á�¿�Ô	ä	Ô	ß

f(·, y, u) ∈ Lp(Π)
Ü	Õ2ßãÂ�Ï�Î�Û

y ∈ Lq(Π)
Ú
u ∈ Lr(Π).i\É�Á�Ó�æ Ü�¼�É�Ý¢Á�à	×2Î�Ü8Î�Õ8Î�À	Ô2ÎO×2Î�ñ¢Î�À	Ô	ß=¿�¼�Ü�¼�á	Ô�È���Ù�Ú�È£Æ�Ù,ÔwÁ�Ó�Á�Ï�À2Á�Â#¼�É�Ý¢Î�Ö�ÁT½�Á�×	×2Î�½	É�À2Á�Ï�É�Ý2Ú	×8¼�Ï�Þ

Ï�Ë,Á�É�×	Ô2Ë ¿�¼�Ü�¼�á	¾éÈ£Æ�Ù�Ü	Õ2ßGÂ�Ï�à2Á�Ë,Á�Ö�¼�É�Î�Õ2Ý�À2Á�Ö�ÁÃ¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ß��

L [y] = z(t), t = (t1; t2) ∈ Π,
È���Ù

à	×	ÔT¿�¼�Ü�¼�À	À2Á�Ë
z ∈ Lp(Π)

Ðëek¼�Ü�¼�á8¼!È���Ù�Ú'È£Æ�Ù�Ô	¿�¾�á8¼�Õ�¼�Ï�ÝNÂTÄ Æ�Ç���×2Î�ñ¢Î�À	Ô2Î_Î�ÎNÈÊà2Á�À	Ô2Ë_¼�Î�Ë,Á�Î�ÂsÏ�ËëæsÏ�Õ8Î
Ï�Õ8Î�Ü8Á�Â�Ù6Ô2Ï�½'¼�Õ8Á�Ï�ÝÃÂrà	×2Á�Ï�É�×8¼�À2Ï�É�Â�ÎrX�Á�Ó�Á�Õ8Î�Â#¼

W
(3,1)
p (Π)

Ð_p Ä Æ�Ç�Ú'Â=á8¼�Ï�É�À2Á�Ï�É�Ô�Ú8Ó�æ6Õ�¼!Ü8Á�½'¼�¿�¼�À8¼
 êy"!#!$� @8Cð@8C�;r�&%ã�&'�(�/*)

z ∈ Lp(Π)
*

ϕ = {ϕ0,0;ϕ1,0;ϕ2,0;ϕ3,0;ϕ0,1;ϕ1,1;ϕ2,1} ∈ E(Π) = R
3 × Lp(Π1)× L3

p(Π2)

�� &+Ã������
� 2���������	$A����
'��$	$ - �V"Q�-,Ã��$	�A�
y ∈ W

(3,1)
p (Π)

���������� È���Ù * È£Æ�Ù � ��0#"���
'�����	�	
�� -/. ��$	�	��0
‖y‖

W
(3,1)
p (Π)

6 C
{
‖ϕ‖E(Π) + ‖z‖Lp(Π)

} *21 �Q�N� - $A������$A���
C
$A�O���
��A���A� - �

y
*
ϕ
*
z
5

o\¾�Ï�É�Ý
1/p+ 1/p′ = 1

Ð�X_Õ8Î�Ü2¾�ß
[
Æ
],
Á�à	×2Î�Ü8Î�Õ2Ô2Ë Ø^¾�À	½	ä	Ô	Ñ

R0(τ1, τ2; t1, t2) =
(t1 − τ1)

2

2
θ(t1 − τ1)θ(t2 − τ2), θ(ξ) =

{
1, ξ > 0,

0, ξ 6 0,



� � - ��������$ - �l� - )�"���$A��$	�	� 1 � - (�������$ - �G"����"Q�-,!�2� - ������������������� #"Q��� � �

Ôêõ2þ2÷8ý��2÷��-�êó�ÿ£ü�ô�÷2þ��'ý�÷2÷��-��ó	�8ý�ü�ô�ò¢ó�üíÈÊR!K^K^Ù
N∗ : Lp′(Π) → Lp′(Π)

Ú

N∗[ω](τ) = ω(τ) +

T1∫

τ1

dt1

T2∫

τ2

(t1 − τ1)
2

2
a0,0(t)ω(t) dt2

+

T1∫

τ1

dt1

T2∫

τ2

(t1 − τ1) a1,0(t)ω(t) dt2 +

T1∫

τ1

dt1

T2∫

τ2

a2,0(t)ω(t) dt2

+

T2∫

τ2

a3,0(τ1, t2)ω(τ1, t2) dt2 +

T1∫

τ1

(t1 − τ1)
2

2
a0,1(t1, τ2)ω(t1, τ2) dt1

+

T1∫

τ1

(t1 − τ1) a1,1(t1, τ2)ω(t1, τ2) dt1 +

T1∫

τ1

a2,1(t1, τ2)ω(t1, τ2) dt1.

È�
�Ù

pnÄ Æ�Ç
N∗ � ��É�ÁÃÏ�Á�à	×#ß'Ì!Î�À	À	æ1â�½·À2Î�½�Á�É�Á�×2Á�Ëë¾GR!K^K

N : Lp(Π) → Lp(Π)
ÈðØTÁ�×2Ëë¾�Õ2¾w¿�Ü8Î�Ï�Ý

À2ÎÃà	×	Ô	Â�Á�Ü2Ô2Ë1Ú�à2Á�Ï�½�Á�Õ2Ý�½	¾îÁ�À8¼êÖ�×2Á�Ë,Á�¿�Ü2½'¼�ßkÚ_À2Î�à2Á�Ï�×2Î�Ü8Ï�É�Â�Î�À	À2Á³À8¼�Ë À2ÎwÉ�×2Î�Ó�¾�Î�É�Ï�ßîÔîÔ2Ë,Î�Î�É�Ï�ß
Â¢Ä Æ�ÇðÙ�ÐkhTÕ2ß!½'¼�Ì¢Ü8Á�ârÉ�Á�á	½	Ô

t = (t1; t2) ∈ Π
Ø^¾�À	½	ä	Ô	ß

R(·; t) ∈ Lp′(Π)
Ú�ß'Â�Õ2ß'ÑOÒr¼�ß	Ï�ß!×2Î�ñ¢Î�À	Ô2Î�Ë

¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ß

N∗[ω](τ) = R0(τ ; t), ω ∈ Lp′(Π), τ ∈ Π,

À8¼�¿�Â#¼�À8¼!ÂGÄ Æ�Ç,ó���ó��	�rý�÷2÷2ó������÷����2þ8ý�����þ�ø^ô�÷2ô¢Ü	Õ2ßã¿�¼�Ü�¼�á	ÔéÈ���Ù�ÚkÈ£Æ�Ù�Ð,tT¼�½G¾�½'¼�¿�¼�À2Á¢ÂGÄ Æ�Ç�Ú'Ï�à	×8¼�Þ
Â�Î�Ü	Õ2Ô	Â�Á=Ï�Õ8Î�Ü2¾�ÑOÒ¢Î�Î^¾�É�Â�Î�×#Ì¢Ü8Î�À	Ô2Î�Ð

 êy"!#!$� @8C��AC����������#� È���Ù * È£Æ�Ù �2�������é�����	$A����
'��$	$� &' - ( - (/+Ã��$	$� &'��1 	$	� . �&'��,�2����$�� 4 5
�_�-,Ã��$	�A�\���������� È���Ù * È£Æ�Ù - 0#"Q���Q���&%������ %�� - "A�Q �� - � 0

y(t) = g0[ϕ](t) +

∫∫

Π

(
z(τ) − L

[
g0[ϕ]

]
(τ), R(τ ; t)

)
dτ1 dτ2, t ∈ Π,

È � Ù

�1 	$	� . �&%
g0[ϕ] ≡ 0

0#"��
ϕ = 05

5
U^Î�à2Á�Ï�×2Î�Ü8Ï�É�Â�Î�À	À2ÁwÔ	¿VØTÁ�×2Ëë¾�Õ2æ?È � Ù6Â�Ô'Ü2À2Á	Ú	á	É�Á=×2Î�ñ¢Î�À	Ô2Î^¿�¼�Ü�¼�á	ÔíÈ���Ù�ÚQÈ£Æ�Ù�à	×2Î�Ü8Ï�É�¼�Â�Õ2ß	Î�É�Ï�ß

ÂVÂ�Ô'Ü8Î��
y(t) = θ(t)+A[z](t)

Ú
t ∈ Π

Ú#Ö�Ü8Î
θ ∈W

(3,1)
p (Π)

�g×2Î�ñ¢Î�À	Ô2ÎO¿�¼�Ü�¼�á	Ô³È���Ù�ÚAÈ£Æ�Ù,à	×	Ô
z = 0

�

A[z]
� ×2Î�ñ¢Î�À	Ô2ÎV¿�¼�Ü�¼�á	Ô È���Ù�ÚëÈ£Æ�Ù1à	×	Ô

ϕ = 0
ÐNo\×	Ô ��É�Á�Ë1Ú�Ï�Á�Ö�Õ�¼�Ï�À2ÁwÕ8Î�Ë,Ë_¼�Ë ��Ð �VÔ ��Ð Æ'Ú�Ë,Á�Ì!Î�Ë

à2Á�À	Ô2Ë_¼�É�Ý
A
½'¼�½·R!K^K

A : Lp(Π) →W
(3,1)
p (Π)

Ú2Á�à	×2Î�Ü8Î�Õ2ß	Î�Ëëæ1â�ØTÁ�×2Ëë¾�Õ8Á�â

A[z](t) =

∫∫

Π

R(τ ; t) z(τ) dτ1 dτ2, z ∈ Lp(Π), t = (t1; t2) ∈ Π.

X�Á�Ö�Õ�¼�Ï�À2ÁéÉ�Î�Á�×2Î�Ë,Î·Â�Õ8Á�Ì!Î�À	Ô	ßlX�Á�Ó�Á�Õ8Î�Â#¼ ÈðÏ�Ë1Ð Ú6À8¼�à	×	Ô2Ë,Î�×�ÚTÄ � Ú6Ï�Ð�
 �"!�ÇðÙ�Ú6à	×	Ô ¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	Ô
1/2 >

1/p − 1/q
Ú
q > p

ÈðÁ�À2ÁÃÂ�æ1à2Á�Õ2À	ß	Î�É�Ï�ß�ÂãÏ�Ô'Õ2¾·Ô2Ï�Û#Á�Ü2À	æ6Û�à	×2Î�Ü2à2Á�Õ8Á�Ì!Î�À	Ô	â�Ù�Ú�Ô2Ë,Î�Î�ÉGË,Î�Ï�É�ÁwÁ�Ö�×8¼�Þ
À	Ô	á2Î�À	À2Á�ÎVÂ�Õ8Á�Ì!Î�À	Ô2Î

W
(1)
p (Π) ⊂ Lq(Π)

Ú8Ô�Á�á2Î�Â�Ô'Ü2À2Á	Ú
W

(3,1)
p (Π) ⊂ W

(1)
p (Π)

Ðso^Á���É�Á�Ëë¾·Á�à2Î�×8¼�Þ
É�Á�×

A
Ë,Á�ÌrÀ2ÁG×8¼�Ï�Ï�Ë_¼�É�×	Ô	Â#¼�É�Ýê½'¼�½³R!K^K

Lp(Π) → Lq(Π)
ÐÃX�É�¼�Õ8Á·Ó�æ1É�Ý2Ú�×2Î�ñ¢Î�À	Ô2ÎrÔ2Ï�Û#Á�Ü2À2Á�â

4 3����������N�������������#�������������1������������������¥�������� 0��������\¸ë�������1� 5 ��7 ������������������������#�������������������������¥����s��������©���������_�����,�����������������_�������� Q¡,����������¥����N�����Ã���������������������s���_������¥����6����� 0������s¸ë�����������1�������_�,�V¸q�����	�������
���������������������q�����s���������_���������³¸Q������¹���� � ���8�����������������,�	�·�����-0����6�����������������������k�������%$ì���k 2�����2�	� �   �  

5 2'���������ê¸q�����	�����1�����
g0[ϕ]

���k 	�,5 ��7 #������Ã���������������������������������������ë������������������ 



� 
 � ��"�$ - 
�� 5 � 5

¿�¼�Ü�¼�á	ÔÃË,Á�Ì!Î�Ë�à2Á�À	Ô2Ë_¼�É�ÝT½'¼�½r×2Î�ñ¢Î�À	Ô2Î1Ø^¾�À	½	ä	Ô2Á�À8¼�Õ2Ý�À2Á�Þ�Á�à2Î�×8¼�É�Á�×	À2Á�Ö�ÁT¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ß¢É�Ô	à8¼\a'¼�ËqÞ
Ë,Î�×	ñ!É�Î�â	À8¼��

y = θ +A
[
f(·, y, u)

]
, y ∈ Lq(Π).

È � Ù
Lq¼�½�Á�Î Á�à	×2Î�Ü8Î�Õ8Î�À	Ô2Î ×2Î�ñ¢Î�À	Ô	ß ½�Á�×	×2Î�½	É�À2Á	Ú=à2Á�Ï�½�Á�Õ2Ý�½	¾ ÂlÏ�Ô'Õ2¾MÔ2Ï�Û#Á�Ü2À	æ6Ûgà	×2Î�Ü2à2Á�Õ8Á�Ì!Î�À	Ô	â�Ú
f(·, y, u) ∈ Lp(Π)

Ü	Õ2ß¢Â�Ï�Î�Û
y ∈ Lq(Π)

Ú
u ∈ D

Ú#Ï�Õ8Î�Ü8Á�Â#¼�É�Î�Õ2Ý�À2Á	Ú#¿�À8¼�á2Î�À	Ô2Î
A
[
f(·, y, u)

] Á�à	×2Î�Ü8Î�Þ
Õ8Î�À2ÁwÔÅà	×	Ô	À8¼�Ü	Õ8Î�ÌrÔ	ÉGà	×2Á�Ï�É�×8¼�À2Ï�É�Â�¾³X�Á�Ó�Á�Õ8Î�Â#¼

W
(3,1)
p (Π) ⊂ Lq(Π)

�
θ ∈ W

(3,1)
p (Π) ⊂ Lq(Π)

Ð
jO×8¼�Â�À2Î�À	Ô2ÎwÈ � Ù�� ��É�Árá8¼�Ï�É�À	æ1â�Ï�Õ2¾�á8¼�â·¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ßkÚ	Ô	¿�¾�á8¼�Â�ñ¢Î�Ö�Á�Ï�ß·Â·Ä ��Ç�Ð

�AC��Å|8z !����,»qzq|8}	��Å|	��{q|8}8{����îzqy��	����
�
��&
'|8}
X_Ü8Î�Õ�¼�Î�Ë Î�Ò¢ÎOÜ2Â#¼¢à	×2Î�Ü2à2Á�Õ8Á�Ì!Î�À	Ô	ßÅÁ�É�À2Á�Ï�Ô	É�Î�Õ2Ý�À2ÁÃØ^¾�À	½	ä	Ô	Ô

f
Ð

F2) � ¾�À	½	ä	Ô	ß f(t, x, v) Ü2Ô2ØTØTÎ�×2Î�À	ä	Ô	×	¾�Î�Ë_¼�à2Á x ∈ R
Ú�à	×	Ô	á2Î�Ëgà	×2Á�Ô	¿�Â�Á�Ü2À8¼�ß

f ′x(t, x, v)Ô	¿�Ë,Î�×	Ô2Ë_¼íà2Á
t ∈ Π

ÚOÀ2Î�à	×2Î�×	æ1Â�À8¼íà2Á
(x; v) ∈ R × R

ÔçÉ�¼�½�Á�Â#¼'Ú^á	É�Á
f ′x(·, y, u) ∈ Lσ(Π)

∀ y ∈ Lq(Π)
Ú
u ∈ Lr(Π)

�
1/q + 1/σ = 1/p

Ð
F3)

X�¾�Ò¢Î�Ï�É�Â�¾�Î�É=Ø^¾�À	½	ä	Ô	ß
ψ(t, x) : Π×R → R

Ú�Ô	¿�Ë,Î�×	Ô2Ë_¼�ßGà2Á
t ∈ Π

Ú'À2Î�à	×2Î�×	æ1Â�À8¼�ßGÔãÀ2Î
¾'Ó�æ1Â#¼�ÑOÒr¼�ßGà2Á

x ∈ R+
Ú
ψ(·, y) ∈ Lp(Π)

Ü	Õ2ßãÂ�Ï�Î�Û
y ∈ Lq(Π)

Ú2ÔGÉ�¼�½'¼�ßkÚ2á	É�Á
∣∣∣f
(
t, θ(t) + x, u(t)

)∣∣∣ 6 ψ(t, |x|) Ü	Õ2ßGà�Ð Â2Ð
t ∈ Π, ∀x ∈ R, u ∈ D .

KNà	×2Î�Ü8Î�Õ2Ô2Ë Á�à2Î�×8¼�É�Á�×
B : Lp(Π) → Lq(Π)

½'¼�½�Ë_¼�Ì!Á�×8¼�À	É�¾ãÜ	Õ2ßãR!K^K
A
�

B[z](t) =

∫∫

Π

|R(τ ; t)| z(τ) dτ1 dτ2, z ∈ Lp(Π), t = (t1; t2) ∈ Π.

 ô��çó�ü�ô�÷2ò¢÷��Qø ��ü�ô���÷8ý�÷2þ8ý�ø Ü	Õ2ßG¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ßéÈ � Ù�À8¼�¿�Á�Â�Î�Ëí¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô2ÎTÂ�Ô'Ü�¼

y = B
[
ψ(·, y)

]
, y ∈ Lq(Π).

È ��Ù

�������������������! #"$ p Ï�Õ2¾�á8¼�Î�ÚO½�Á�Ö�Ü�¼ Á�Ó�Á�Ó�Ò¢Î�À	À8¼�ßlØ^¾�À	½	ä	Ô	ßç[,Ô2Ë_¼�À8¼íÀ2Î�Á�É�×	Ô	ä8¼�É�Î�Õ2Ý�À8¼'Ú
ß	Ï�À2Á	ÚNá	É�Á

B = A
Ðgp ��É�Á�Ë Ï�Õ2¾�á8¼�ÎÅ¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô2Î È ��Ù=×8¼�Â�À2Á�Ï�Ô'Õ2Ý�À2Áí¿�¼�Ü�¼�á2Î È£Æ�ÙÃÏ�À	¾�Õ8Î�Â�æsËëÔ

¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	ß	ËëÔ
ϕ = 0

Ü	Õ2ßí¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ß
L [y](t) = ψ(t, y)

Ð&%�É�¾î¿�¼�Ü�¼�á	¾íÎ�Ï�É�Î�Ï�É�Â�Î�À	À2ÁéÀ8¼�¿�æ1Â#¼�É�Ý
ø^ô��çó�ü�ô�÷2ò¢÷2ó���à2Á=Á�É�À2Á�ñ¢Î�À	Ô	Ñn½GÔ2Ï�Û#Á�Ü2À2Á�â�¿�¼�Ü�¼�á2ÎwÈ���Ù�ÚQÈ£Æ�Ù�Ð

X�ØTÁ�×2Ëë¾�Õ2Ô	×	¾�Î�Ë Á�Ï�À2Á�Â�À2Á�â·×2Î�¿�¾�Õ2Ý�É�¼�ÉãÏ�É�¼�É�Ý�Ô�Ð
'�y#|8zqy"!$� �ACð@8C�(N 2��� �w����� - "���$A��$ - �N #"���
�$A��$	�A�O�2������� 1 � - (�������$ - �\$A� - ��"�� . ����������$ - �s"Q�*)

,Ã��$	�A�
y = y ∈ W

(3,1)
p (Π)

5\+�-/1 ���r�A��) - ��$�� %���������#� È���Ù * È£Æ�Ù �2�������Ã�����	$A����
'��$	$ - � 1 � - (�������$ - �
"Q�-,Ã��$	�A�

y = y[u]
���&%ã�	���V� -/1�-  	0#"���
��A��$	�&%

u ∈ D
* ��( - �A���T� -/1�-�* |y[u]− θ| 6 y (∀u ∈ D)

5
pèÏ�Â�ß'¿�Ô·Ï\É�Î�Á�×2Î�Ë,Á�âÅÆ'Ð �\ÔG¿�¼�Ë,Î�á8¼�À	Ô2Î�Ë Æ'Ð �^à	×2Î�Ü8Ï�É�¼�Â�Õ2ß'ÑOÉ=Ô	À	É�Î�×2Î�Ï^¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	ßkÚ8Á�Ó�Î�Ï�à2Î�á	Ô	Â#¼�Þ

ÑOÒ!Ô2Î\À2Î�Á�É�×	Ô	ä8¼�É�Î�Õ2Ý�À2Á�Ï�É�ÝGÁ�Ó�Á�Ó�Ò¢Î�À	À2Á�â�Ø^¾�À	½	ä	Ô	Ô·[,Ô2Ë_¼�À8¼'Ð
'�y#|8zqy"!$� �AC��AC�(s"Q����0 - � - �r�2� * ��� - � -�+ � �N� . �A��$A��/

ai,j
 �� - 
��A����
 - "&%�'V�T 2��� - 
��&%	� 0

K) ai,0 6 0
*
i = 0, 1, 2, 3 , ai,1 6 0

*
i = 0, 1, 2

5
+�-/1 ���

R(·; t) > 0
���&%G
'��� )

t ∈ Π
5

LQÎ�Á�×2Î�ËëæbÆ'Ð �!Ô³Æ'Ð ÆwÓ�¾�Ü2¾�ÉÃÜ8Á�½'¼�¿�¼�À	ægÀ	Ô	Ì!Î¢Â.- � ÐOhTÕ2ßêÜ8Á�½'¼�¿�¼�É�Î�Õ2Ý�Ï�É�Â#¼GÉ�Î�Á�×2Î�Ëëæ?Æ'Ð �!Â�Á�Ï�Þ
à2Á�Õ2Ý�¿�¾�Î�Ë,Ï�ß Ë,Î�É�Á�Ü2Ô	½�Á�âMÄ ��Ç�Ð�hTÕ2ßî¾�Ü8Á�Ó�Ï�É�Â#¼Åá	Ô	É�¼�É�Î�Õ2ß Á�Ï�À2Á�Â�À2Á�â ×2Î�¿�¾�Õ2Ý�É�¼�Éé×8¼�Ó�Á�É�æ Ä ��ÇVÈÊ½�Á�Þ
É�Á�×	æ1âÅØTÁ�×2Ëë¾�Õ2Ô	×2Á�Â#¼�Õ8Ï�ß·Ü	Õ2ß·Ï�Õ2¾�á8¼�ßêÓ�¼�À8¼�Û#Á�Â�æ6ÛêÔ'Ü8Î�¼�Õ2Ý�À	æ6Ûêà	×2Á�Ï�É�×8¼�À2Ï�É�ÂwÔ�Ë_¼�Ì!Á�×8¼�À	É�À2Á�Ö�Á
¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ßîÓ�Á�Õ8Î�ÎGÁ�Ó�Ò¢Î�Ö�ÁêÂ�Ô'Ü�¼�ÙVà2Î�×2Î�ØTÁ�×2Ëë¾�Õ2Ô	×	¾�Î�Ë Ü	Õ2ßîÏ�Õ2¾�á8¼�ßéÕ8Î�Ó�Î�Ö�Á�Â�æ6Ûìà	×2Á�Ï�É�×8¼�À2Ï�É�Â�Ô
Ë_¼�Ì!Á�×8¼�À	É�À2Á�Ö�ÁÃ¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ß·½�Á�À	½	×2Î�É�À2Á�Ö�Á=Â�Ô'Ü�¼'Ð
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� C�� '������ ��z �	}8{qy#{q»	� 
'»�
 ���	�2!#!Oy#z��
'y��q{ �

o\¾�Ï�É�Ý
1 6 p 6 q

Ú
1 6 r 6 +∞ Ú

`
Ú
m
Ú
n
Ú
s ∈ N

�?¿�¼�Ü�¼�À	À	æsÎ\á	Ô2Ï�Õ�¼��
Π ⊂ R

n �bÁ�Ö�×8¼�À	Ô	á2Î�À'Þ
À2Á�Î�ÚqÔ	¿�Ë,Î�×	Ô2Ë,Á�Îwà2Á·RTÎ�Ó�Î�Ö�¾éËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â�Á&�

D ⊂ Ls
r(Π)

� ¿�¼�Ü�¼�À	À2Á�ÎÃà2Á�É�Á�á2Î�á	À2ÁÅÁ�Ö�×8¼�À	Ô	á2Î�À	À2Á�Î
ËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â�Á&�

A : Lm
p (Π) → L`

q(Π)
�YR!K^K �

g(t, x, v) : Π × R
` × R

s → R
m �Y¿�¼�Ü�¼�À	À8¼�ß

Ø^¾�À	½	ä	Ô	ßkÚ'¾�Ü8Á�Â�Õ8Î�É�Â�Á�×#ß'ÑOÒr¼�ß·¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	ß	Ë��
G1) g(t, x, v)

Ô	¿�Ë,Î�×	Ô2Ë_¼rà2Á
t ∈ Π

Ú	À2Î�à	×2Î�×	æ1Â�À8¼=à2Á
(x; v) ∈ R

` × R
s Ô·É�¼�½�Á�Â#¼'Ú8á	É�ÁÃÏ�¾�à2Î�×'Þ

à2Á�¿�Ô	ä	Ô	ß
g(·, y, u) ∈ Lm

p (Π)
Ü	Õ2ßGÂ�Ï�Î�Û

y ∈ L`
q(Π)

Ú
u ∈ Ls

r(Π)
Ð

G2) � ¾�À	½	ä	Ô	ß g(t, x, v) Ü2Ô2ØTØTÎ�×2Î�À	ä	Ô	×	¾�Î�Ë_¼�à2Á x ∈ R
Ú_à	×	Ô	á2Î�Ëgà	×2Á�Ô	¿�Â�Á�Ü2À8¼�ß

g′x(t, x, v)Ô	¿�Ë,Î�×	Ô2Ë_¼Oà2Á
t ∈ Π

Ú�À2Î�à	×2Î�×	æ1Â�À8¼\à2Á
(x; v) ∈ R

`×R
s Ô¢É�¼�½�Á�Â#¼'Ú#á	É�Á\Ï�¾�à2Î�×	à2Á�¿�Ô	ä	Ô	ß g′x(·, y, u) ∈

Lm×`
σ (Π)

Ü	Õ2ßGÂ�Ï�Î�Û
y ∈ L`

q(Π)
Ú
u ∈ Ls

r(Π)
�
1/q + 1/σ = 1/p

Ð
G3)

X�¾�Ò¢Î�Ï�É�Â�¾�Î�ÉrØ^¾�À	½	ä	Ô	ß
ψ(t, x) : Π×R → R

Ú#Ô	¿�Ë,Î�×	Ô2Ë_¼�ßwà2Á
t ∈ Π

Ú�À2Î�à	×2Î�×	æ1Â�À8¼�ßãÔwÀ2Î
¾'Ó�æ1Â#¼�ÑOÒr¼�ßGà2Á

x ∈ R+
Ú	½�Á�É�Á�×8¼�ßGÜ�¼�Î�ÉÃÏ�¾�à2Î�×	à2Á�¿�Ô	ä	Ô	Ñ

ψ(·, y) ∈ Lp(Π)
Ü	Õ2ßGÂ�Ï�Î�Û

y ∈ Lq(Π)
Ô

Á�Ó�Î�Ï�à2Î�á	Ô	Â#¼�Î�ÉwÁ�ä2Î�À	½	¾ �
∣∣∣g
(
t, x, u(t)

)∣∣∣ 6 ψ(t, |x|) Ü	Õ2ßãà�Ð Â2Ð
t ∈ Π, ∀x ∈ R

`, u ∈ D .

[ë¼�Ï�Ï�Ë,Á�É�×	Ô2Ëè¾�à	×8¼�Â�Õ2ß	Î�Ë,Á�Î!Ø^¾�À	½	ä	Ô2Á�À8¼�Õ2Ý�À2Á�Þ�Á�à2Î�×8¼�É�Á�×	À2Á�Îr¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô2ÎVÉ�Ô	à8¼Ãa'¼�Ë,Ë,Î�×	ñ!É�Î�â'Þ
À8¼��

x = A
[
g(·, x, u)

]
, x ∈ L`

q(Π), u ∈ D .
È 
�Ù

X_Ü8Î�Õ�¼�Î�Ë Î�Ò¢Î^Á�Ü2À2Árà	×2Î�Ü2à2Á�Õ8Á�Ì!Î�À	Ô2Î�Ð
�

1
Ù�R!K^K

A
Á�Ó�Õ�¼�Ü�¼�Î�Éwà2Á�Õ8Á�ÌrÔ	É�Î�Õ2Ý�À2Á�â³Ë_¼�Ì!Á�×8¼�À	É�Á�â�ÚAÉ�Ð8Î�Ð6Ï�¾�Ò¢Î�Ï�É�Â�¾�Î�Éwà2Á�Õ8Á�ÌrÔ	É�Î�Õ2Ý�À	æ1â

R!K^K
B : Lp(Π) → Lq(Π)

É�¼�½�Á�â�Ú�á	É�Á ∣∣A[z]
∣∣ 6 B

[
|z|
] Ü	Õ2ßìÂ�Ï�Î�Û

z ∈ Lm
p (Π)

Ú_à	×	Ô	á2Î�ËMÜ	Õ2ß
Â�Ï�ß'½�Á�Ö�Á

y ∈ Lσ(Π)
Ú
y > 0

ÚkÔ³Á�à2Î�×8¼�É�Á�×8¼
B(y) : Lq(Π) → Lq(Π)

ÚQÁ�à	×2Î�Ü8Î�Õ2ß	Î�Ë,Á�Ö�ÁêØTÁ�×2Ëë¾�Õ8Á�â
B(y)[x] = B[yx]

Ú	Ï�à2Î�½	É�×8¼�Õ2Ý�À	æ1â�×8¼�Ü2Ô	¾�Ï
ρ(B(y)) < 1

Ð
jO×8¼�Â�À2Î�À	Ô2Î

x = B
[
ψ(·, x)

]
, x ∈ Lq(Π),

È !�Ù
Â·Ï�Á�Á�É�Â�Î�É�Ï�É�Â�Ô	ÔîÏ¢É�Î�×2ËëÔ	À2Á�Õ8Á�Ö�Ô2Î�âèÄ ��Ç�À8¼�¿�Á�Â�Î�Ë ø^ô��çó�ü�ô�÷2ò¢÷��Qø Ü	Õ2ß�¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ß È 
�Ù�Ðr`\¿=×2Î�Þ
¿�¾�Õ2Ý�É�¼�É�Á�Â�Ä ��Ç�Â�æ1É�Î�½'¼�Î�ÉwÏ�à	×8¼�Â�Î�Ü	Õ2Ô	Â�Á�Ï�É�ÝãÏ�Õ8Î�Ü2¾�ÑOÒ¢Î�Ö�Ár¾�É�Â�Î�×#Ì¢Ü8Î�À	Ô	ßkÐ

'�y#|8zqy"!$� � Cð@8C�(N 2��� �³����� - "���$A��$ - �r #"���
�$A��$	�A� È !�Ù �2�������Ã"Q�-,Ã��$	�A�
x̂ ∈ Lq(Π)

*
x̂ > 0

5
+�-/1 ���r�	���V� - �Q G 	0#"���
��A��$	�&'

u ∈ D
- ��
'���#�����w�����	$A����
'��$	$ - �s"Q�-,Ã��$	�A�

x[u] ∈ L`
q(Π)

 #"���
�$A�*)
$	�&% È 
�Ù *  �� - 
��A����
 - "&%�'$+Ã��� -/. ��$	�2� 0 |x[u]| 6 x̂

5
KNÉ�Ë,Î�É�Ô2Ë1Ú�á	É�ÁTÎ�Ü2Ô	À2Ï�É�Â�Î�À	À2Á�Ï�É�Ý¢×2Î�ñ¢Î�À	Ô	ß=Â�Á^Â�Ï�Î�Ë³à	×2Á�Ï�É�×8¼�À2Ï�É�Â�Î

L`
q(Π)

Ô	¿NÉ�Î�Á�×2Î�Ëëæ �'Ð �sÀ2Î
Ï�Õ8Î�Ü2¾�Î�É�Ð·KsÜ2À8¼�½�ÁêÂéÄ ��Ç�Á�É�Ü8Î�Õ2Ý�À2Á·Ü8Á�½'¼�¿�¼�À8¼·É�¼�½	Ì!ÎÃÔ³É�Î�Á�×2Î�Ë_¼êÎ�Ü2Ô	À2Ï�É�Â�Î�À	À2Á�Ï�É�ÔéÜ	Õ2ß�¾�×8¼�Â�À2Î�Þ
À	Ô	ß³È 
�Ù�ÐQhTÕ2ßGÉ�Á�Ö�Á	Ú	á	É�Á�Ó�æ Ï�ØTÁ�×2Ëë¾�Õ2Ô	×2Á�Â#¼�É�ÝwÎ�Î�Ú'à2Á�À8¼�Ü8Á�Ó�Ô	É�Ï�ßêÂ�Â�Î�Ï�É�Ô·À2Î�½�Á�É�Á�×	æsÎVà2Á�À	ß'É�Ô	ßkÐ

��������� ��� ���������  #"$ ,o\¾�Ï�É�Ý
Σ = Σ(Π)

�
σ
Þ�¼�Õ2Ö�Î�Ó�×8¼TÂ�Ï�Î�Û=Ô	¿�Ë,Î�×	Ô2Ëëæ6ÛÃà2ÁTRTÎ�Ó�Î�Ö�¾rà2Á�Ü8ËëÀ2Á�Þ

Ì!Î�Ï�É�Â³ËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â#¼
Π
Ú
PH

� Á�à2Î�×8¼�É�Á�×í¾'ËëÀ2Á�Ì!Î�À	Ô	ßíÀ8¼·Û�¼�×8¼�½	É�Î�×	Ô2Ï�É�Ô	á2Î�Ï�½	¾�Ñ Ø^¾�À	½	ä	Ô	Ñ
χHËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â#¼

H ∈ Σ
ÐrLQÁ�Ö�Ü�¼êÏ�Ô2Ï�É�Î�Ëë¾

B(A) =
{
H ∈ Σ : PHAPH = PHA

} Ó�¾�Ü8Î�ËçÀ8¼�¿�æ1Â#¼�É�Ý
ù�þ2ù�òrý�ø^ó�� ��ó�õ2ö�òrý�ü�ü�ó �	�qû!ø^÷2ó �lý�ù�ò �\R!K^K

A : Lm
p (Π) → L`

q(Π)
Ðëo\×	Ô1��É�Á�Ë�Ü	Õ2ß!á	Ô2Ï�Õ�¼

δ > 0à2Á�Ü8Ï�Ô2Ï�É�Î�Ëë¾
T =

{
∅ = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hk = Π

}
⊂ B(A)

Ó�¾�Ü8Î�ËíÀ8¼�¿�æ1Â#¼�É�Ý
��Ù ��ó�õ2ö�òrý�ü�ü�ó ��ó��

δ �
�8ý �2ó	� ��ó��lR!K^K

A
ÚsÎ�Ï�Õ2Ô ∥∥PhAPh

∥∥ < δ
Ü	Õ2ß Â�Ï�Î�Û

h = Hi \ Hi−1
Ú

i = 1, . . . , k
�

Æ�Ù���ó�õ2ö�òrý�ü�ü�ó ��ó��
δ �
ø^ô�õ2ó����2óTøTý�üAý �8ý �2ó	� ��ó��Gø^÷2ó �lý�ù�ò �¢R!K^K

A
Ú	Î�Ï�Õ2Ô

mes (h) < δ
Ü	Õ2ß

Â�Ï�Î�Û
h = Hi \Hi−1

Ú
i = 1, . . . , k

Ð
X_Ü8Î�Õ�¼�Î�Ë Î�Ò¢Î^Á�Ü2À2Árà	×2Î�Ü2à2Á�Õ8Á�Ì!Î�À	Ô2Î�Ð
A2
Ùq`^Ë,Î�Î�ÉTË,Î�Ï�É�Á\À2Î�×8¼�Â�Î�À2Ï�É�Â�Á

p < q
��R!K^K

A : Lm
p (Π) → L`

q(Π)
Á�Ó�Õ�¼�Ü�¼�Î�É^Ü	Õ2ß!Â�Ï�Î�Û

δ > 0Â�Á�Õ2Ý�É�Î�×	×2Á�Â�Á�â
δ
Þ�Ë_¼�Õ8Á�âêà2Á=Ë,Î�×2Î^ä2Î�à2Á�á	½�Á�â�ËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â2Ð



� � � ��"�$ - 
�� 5 � 5

tT¼�½·à2Á�½'¼�¿�¼�À2Á=ÂêÄ ��Ú'É�Î�Á�×2Î�Ë_¼ÃÆ'Ð ��Ç�Ú	Ô	¿^Â�æ1à2Á�Õ2À2Î�À	Ô	ßêÁ�Ü2À2Á�Ö�Á=É�Á�Õ2Ý�½�Á=¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	ß
A2
Ù�Â�æ1É�Î�½'¼�Î�É

Ï�à	×8¼�Â�Î�Ü	Õ2Ô	Â�Á�Ï�É�ÝãÏ�Õ8Î�Ü2¾�ÑOÒ¢Î�Ö�Ár¾�É�Â�Î�×#Ì¢Ü8Î�À	Ô	ßkÐ
'�y#|8zqy"!$� � C�� ÈÊà	×	Ô	¿�À8¼�½î½	Â#¼�¿�Ô	À	Ô'Õ2Ý�à2Á�É�Î�À	É�À2Á�Ï�É�Ô�Ù Cs;r�&%ì
'� %'� - � �1 	$	� . �	�

y ∈ Lm×`
σ (Π)- 0A��"���� - "�/

A(y) : L
`
q(Π) → L`

q(Π)
�
A[y] : L

m
p (Π) → Lm

p (Π)
*ë- 0#"Q���Q���&%����ë/\�¢� -�- ��
'��������
'��$	$ -

� - "A�Q ������ë� 0

A(y)[x] = A[yx], x ∈ L`
q(Π); A[y][z] = yA[z], z ∈ Lm

p (Π),

%'
��&%�'V��� %Ã�	
�����	$	�	����0 - ����$A��$	/s�ë� * � ( - �A���N� -/1�-�*�- (�������� 'V�s���&%=�&'�( -/1�-
δ > 0


 - ��������"	" - 
 - �
δ
) . ��0 - ��� - � 5
o^Î�×	Â�Á�Îã¾�É�Â�Î�×#Ì¢Ü8Î�À	Ô2ÎãÉ�Î�Á�×2Î�Ëëæ �'Ð Æ·Â�æ1É�Î�½'¼�Î�É�Ô	¿ãÂ�É�Á�×2Á�Ö�ÁÅÎ�Îw¾�É�Â�Î�×#Ì¢Ü8Î�À	Ô	ßkÚ�¼·É�¼�½	Ì!ÎãÔ	¿

Ï�Õ8Î�Ü2¾�ÑOÒ¢Î�Ö�Á=ØV¼�½	É�¼'Ú	¾�Ï�É�¼�À2Á�Â�Õ8Î�À	À2Á�Ö�ÁÃÂêÄ � Ç�ÈIÜ�¼�Õ8Î�ÎTÁ�À·à2Á�À8¼�Ü8Á�Ó�Ô	É�Ï�ßêÀ8¼�ËíÏ�¼�Ëíà2Á=Ï�Î�Ó�Î�Ù�Ð
'�y#|8zqy"!$� � C � C (N 2��� ��� � �

F : L`
q(Π) → L`

q(Π)
- (������������·���&% �&'�( -/1�- ���A�����

δ > 0
 - ��������"	" - 
 - �
δ
) . ��0 - ��� - � 5³+�-/1 ������0A���A��"�������$	/1��"������� 2�

ρ(F ) = 0
È � 5 � 5w- 0A��"���� - "í�	
����� )

$	�	����0 - ����$A����$ Ù 5
X_Õ8Î�Ü2¾�ÑOÒ¢Î�Î^¾�É�Â�Î�×#Ì¢Ü8Î�À	Ô2ÎTß'Â�Õ2ß	Î�É�Ï�ß·½�Á�À	½	×2Î�É�Ô	¿�¼�ä	Ô2Î�â�É�Î�Á�×2Î�ËëænÆ'Ð Æ¢Ô	¿=Ä ��Ç�Ð
'�y#|8zqy"!$� � C���C$(s"��!
�/10 - �	$A��$	�	�¢0#"Q����0 - � - �=��$	�	�

G1)
*
G2)

*
A2)

 #"���
�$A��$	�A� È 
�Ù $A�,� - �=���
�2����� � ( - �A��� - ��$ -/1�- "Q�-,Ã��$	�&%G$	�·0#"��·�	��� - �î 	0#"���
��A��$	�	�

u ∈ Ls
r(Π)

5

��CTv � 
q| !O|�� �&
'y���
8{��ry � 
'}8y#z��³º_y#{q»	�
o\×2Î�Ì¢Ü8Î!Â�Ï�Î�Ö�Á	Ú�Á�à	×2Î�Ü8Î�Õ2Ô2ËÍR!K^K

G = I −N∗ : Lp′(Π) → Lp′(Π)
ÈÊ¿�Ü8Î�Ï�Ý

I
� ��É�ÁÃÉ�Á�Ì¢Ü8Î�Þ

Ï�É�Â�Î�À	À	æ1â�Á�à2Î�×8¼�É�Á�×�Ù�Ð
 êy"!#!$����Cð@8C	� � �

G
�	
�����	$	�	����0 - ����$A����$ * � 5 � 5

ρ(G) = 0
5

C
X�Á�Ö�Õ�¼�Ï�À2ÁGÉ�Î�Á�×2Î�Ë,Î��'Ð �'Ú�Ü8Á�Ï�É�¼�É�Á�á	À2ÁwÜ8Á�½'¼�¿�¼�É�Ý2Úká	É�ÁãÁ�à2Î�×8¼�É�Á�×

G
Á�Ó�Õ�¼�Ü�¼�Î�ÉwÜ	Õ2ßêÕ2Ñ\Ó�Á�Ö�Á

δ > 0
Â�Á�Õ2Ý�É�Î�×	×2Á�Â�Á�â

δ
Þåä2Î�à2Á�á	½�Á�â�ÐGp Ï�Ô'Õ2¾ È�
�Ù�ÚkÜ	Õ2ß�R!K^K

G
Â�Ï�ß'½�Á�ÎÃËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â�Á�Â�Ô'Ü�¼

Hν ={
t ∈ Π : t1 + t2 > ν

} Ú
ν ∈ [0;T ]

Ú
T = T1 + T2

Ú	ß'Â�Õ2ß	Î�É�Ï�ß·Â�Á�Õ2Ý�É�Î�×	×2Á�Â�æsË1Ðso^Á���É�Á�Ëë¾·Á�Ï�É�¼�Î�É�Ï�ß
Õ2Ô	ñ!ÝÃ¾'Ó�Î�Ü2Ô	É�Ý�Ï�ß·ÂÃÉ�Á�Ë1Ú2á	É�ÁrÜ	Õ2ßGÂ�Ï�ß'½�Á�Ö�ÁwËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â#¼

h = Hν′ \Hν
Ú
0 6 ν ′ < ν ′ 6 T

Ú2À2Á�×2Ë_¼
‖PhGPh‖ → 0

à	×	Ô |ν ′ − ν| → 0
×8¼�Â�À2Á�Ë,Î�×	À2Áìà2Á

ν
Ú
ν ′
Ðçek¼�Ë,Î�É�Ô2Ë1Ú1á	É�Á³Â�æ1×8¼�Ì!Î�À	Ô2Î

G[ω]
Ú

ω ∈ Lp′(Π)
Ú	à	×2Î�Ü8Ï�É�¼�Â�Õ2ß	Î�ÉãÏ�Á�Ó�Á�âêÏ�¾'Ë,Ëë¾ãÏ�Õ�¼�Ö�¼�Î�Ëëæ6ÛêÏ�Õ8Î�Ü2¾�ÑOÒ!Ô'ÛGÉ�×2Î�ÛãÉ�Ô	à2Á�Â2�

G1[ω](τ) =

T1∫

τ1

dt1

T2∫

τ2

a1(t)ω(t) dt2, G2[ω](τ) =

T2∫

τ2

a2(τ1, t2)ω(τ1, t2) dt2,

G3[ω](τ) =

T1∫

τ1

a3(t1, τ2)ω(t1, τ2) dt1,

Ö�Ü8Î
a1 ∈ Lp(Π)

Ú
a2 ∈ L∞,p(Π)

Ú
a3 ∈ Lp,∞(Π)

Ð�o^Á¢¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	Ñ
p > 16

Ð
p�æsÓ�Î�×2Î�Ëgà	×2Á�Ô	¿�Â�Á�Õ2Ý�À2Á

ω ∈ Lp′(Π)
Ú ‖ω‖ 6 1

Ð [ë¼�Ï�Ï�Ë,Á�É�×	Ô2Ëbà2Á³Á�É�Ü8Î�Õ2Ý�À2Á�Ï�É�ÔèÁ�à2Î�×8¼�É�Á�Þ
×	æ

Gi
Ú
i = 1, 2, 3

Ð
��Ð_U^Î�à2Á�Ï�×2Î�Ü8Ï�É�Â�Î�À	À2ÁÃÔ	¿TÀ2Î�×8¼�Â�Î�À2Ï�É�Â#¼=a	
Î�Õ2Ý�Ü8Î�×8¼=à2Á�Õ2¾�á8¼�Î�Ë��

∣∣G1Ph[ω]
∣∣ 6

∫∫

Π

|χh(t)a1(t)| |ω(t)| dt 6 ‖χha1‖Lp ‖ω‖Lp′
6 ‖χha1‖Lp .

6 �ã����������� p = 1
���^�����������������������������

p′ = ∞ �������s����������������������������������¥������������������������q��������������������������¥�©�����ë�����������������_�������N������������������¥��������"0�¸ë¸Q��¹������������
a2
�
a3
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KNÉ�Ï�Ñ6Ü�¼¢ß	Ï�À2Á	Ú	á	É�Á
‖PhG1Ph‖ 6 (mesΠ)1/p

′‖χha1‖Lp(Π),à2Á�Ï�Õ8Î^á2Î�Ö�Á=Á�Ï�É�¼�Î�É�Ï�ß·Â�Á�Ï�à2Á�Õ2Ý�¿�Á�Â#¼�É�Ý�Ï�ß�¼�Ó�Ï�Á�Õ2ÑOÉ�À2Á�â·À2Î�à	×2Î�×	æ1Â�À2Á�Ï�É�Ý�ÑgÔ	À	É�Î�Ö�×8¼�Õ�¼rRTÎ�Ó�Î�Ö�¼'Ð
Æ'Ð_p�À2Á�Â�Ýrà	×	Ô2Ë,Î�À	ß'ß·À2Î�×8¼�Â�Î�À2Ï�É�Â�ÁÃa	
Î�Õ2Ý�Ü8Î�×8¼'Ú�Ë,Á�Ì!Î�ËÍÁ�ä2Î�À	Ô	É�Ý2�

∫∫

Π

∣∣PhG2Ph[ω]
∣∣p′ dτ 6

∫∫

Π

χh(τ)

( T2∫

τ2

|a2(τ1, t2)| · |ω(τ1, t2)| dt2
)p′

dτ

6

∫∫

Π

χh(τ) · ‖a2(τ1, .)‖p
′

Lp(Π2)
·

T2∫

τ2

|ω(τ1, t2)|p
′
dt2 dτ

6 ‖a2‖p
′

L∞,p(Π)

∫∫

Π

τ2∫

0

χh(τ1, t2) dt2 · |ω(τ)|p
′
dτ 6 ‖a2‖p

′

L∞,p(Π) · |ν
′ − ν| · ‖ω‖p′Lp′

.

KNÉ�Ï�Ñ6Ü�¼ ‖PhG2Ph‖ 6 ‖a2‖L∞,p(Π) ·
(
|ν ′ − ν| · T2

)1/p′ Ð
�'Ð_PNÀ8¼�Õ8Á�Ö�Ô	á	À2Árà	¾�À	½	É�¾·Æ'Ú ‖PhG3Ph‖ 6 ‖a3‖Lp,∞(Π) ·

(
|ν ′ − ν| · T1

)1/p′ Ð
B
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Gk
� k

) %�������0A��$�� - 0A��"���� - "��
G)

0

R(·; t) = (I −G)−1
[
R0(·; t)

]
=

∞∑

k=0

Gk[R0(·; t)], t ∈ Π.
È�� ��Ù

C
o^ÁrÁ�à	×2Î�Ü8Î�Õ8Î�À	Ô	Ñ¢Ú�Á�Ó�Á�Ó�Ò¢Î�À	À8¼�ß·Ø^¾�À	½	ä	Ô	ßG[,Ô2Ë_¼�À8¼ � ��É�Á¢×2Î�ñ¢Î�À	Ô2Î^¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ß��

N∗[ω] = R0(·; t), ω ∈ Lp′(Π),
½�Á�É�Á�×2Á�Î�Ú8Ï�Á�Ö�Õ�¼�Ï�À2Á=À8¼�ñ!Ô2Ë Á�Ó�Á�¿�À8¼�á2Î�À	Ô	ß	Ë1Ú8×8¼�Â�À2Á�Ï�Ô'Õ2Ý�À2ÁÃÏ�Õ8Î�Ü2¾�ÑOÒ¢Î�Ëë¾ �

(I −G)[ω] = R0(·; t), ω ∈ Lp′(Π).
X�Á�Ö�Õ�¼�Ï�À2ÁOÕ8Î�Ë,Ë,Î 
2Ð ��Ú

ρ(G) = 0 < 1
Ðqo^Á���É�Á�Ëë¾¢Ï�¾�Ò¢Î�Ï�É�Â�¾�Î�É\R!K^K

(I−G)−1 : Lp′(Π) → Lp′(Π)
Ú

½�Á�É�Á�×	æ1âêÂ�æ1×8¼�Ì¢¼�Î�É�Ï�ß�ØTÁ�×2Ëë¾�Õ8Á�â �
(I −G)−1 =

∑∞
k=0G

k Ð B
 êy"!#!$� ��C � CA;r�&%ã0 5 
 5

τ ∈ Π \ Πt
*
Πt = [0; t1]× [0; t2]

* �2������� 0
R(τ ; t) = 0

5

C
KOÓ�Á�¿�À8¼�á	Ô2Ë

Π̃t = Π \ Πt
Ð `^Ï�Û#Á�Ü2ßçÔ	¿�ØTÁ�×2Ëë¾�Õ2æ È�
�Ù=ÔçÁ�à	×2Î�Ü8Î�Õ8Î�À	Ô	ßçÁ�à2Î�×8¼�É�Á�×8¼

G
Ú

À2Î�É�×	¾�Ü2À2ÁÅà2Á�À	ß'É�Ý2Ú_á	É�Á�ËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â�Á
Π̃t

ß'Â�Õ2ß	Î�É�Ï�ßîÂ�Á�Õ2Ý�É�Î�×	×2Á�Â�æsË Ü	Õ2ßîÁ�à2Î�×8¼�É�Á�×8¼
G
ÐìLq¼�½	Ô2Ë

Á�Ó�×8¼�¿�Á�Ë1Ú�Ü	Õ2ßêÕ2Ñ\Ó�Á�Ö�ÁwÀ8¼�É�¾�×8¼�Õ2Ý�À2Á�Ö�Á
k
Á�À2ÁãÁ�½'¼�¿�æ1Â#¼�Î�É�Ï�ß�Â�Á�Õ2Ý�É�Î�×	×2Á�Â�æsËçÔêÜ	Õ2ßÅÏ�É�Î�à2Î�À	Ô

Gk Ð
h!Î�â2Ï�É�Â�Ô	É�Î�Õ2Ý�À2Á	Ú

P
Π̃t
Gk = P

Π̃t
GP

Π̃t
Gk−1 = . . . =

(
P
Π̃t
GP

Π̃t

)k
= P

Π̃t
GkP

Π̃t
.

KNÉ�Ï�Ñ6Ü�¼ ß	Ï�À2Á	Ú!á	É�ÁÍËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â�Á
Π̃t

Ó�¾�Ü8Î�ÉèÂ�Á�Õ2Ý�É�Î�×	×2Á�Â�æsË Ô Ü	Õ2ßnÁ�à2Î�×8¼�É�Á�×8¼
(I − G)−1 =∑∞

k=0G
k Ð,LQÁ�Ö�Ü�¼'Ú8à2Á�Õ2Ý�¿�¾�ß	Ï�ÝÃØTÁ�×2Ëë¾�Õ8Á�âìÈ�� ��Ù�Ú	à2Á�Õ2¾�á8¼�Î�Ë��

P
Π̃t
R(·; t) = P

Π̃t
(I −G)−1P

Π̃t
R0(·; t).

KOÏ�É�¼�Î�É�Ï�ß·¿�¼�Ë,Î�É�Ô	É�Ý2Ú2á	É�Á
P
Π̃t
R0(·; t) ≡ 0

Ï�Á�Ö�Õ�¼�Ï�À2ÁÃÁ�à	×2Î�Ü8Î�Õ8Î�À	Ô	ÑgØ^¾�À	½	ä	Ô	Ô
R0(·; t)

Ð
B
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C
h!Á�½'¼�¿�¼�É�Î�Õ2Ý�Ï�É�Â�ÁwÁ�á2Î�Â�Ô'Ü2À2Á=Ô	¿VÁ�à	×2Î�Ü8Î�Õ8Î�À	Ô	ß·R!K^K

G
ÔêØTÁ�×2Ëë¾�Õ2æ?È�
�Ù�Ð
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o\×2Î�Ì¢Ü8ÎTÂ�Ï�Î�Ö�Á	Ú'Ü8Î�Õ�¼�ßG¿�¼�Ë,Î�À	¾

y − θ = x
Ú'à	×2Î�Á�Ó�×8¼�¿�¾�Î�Ë ¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô2ÎÃÈ � Ù�½GÂ�Ô'Ü2¾

x = A
[
g(·, x, u)

]
, x ∈ Lq(Π), u ∈ D ,

È�����Ù
Ö�Ü8Î

g(t, x, u) = f
(
t, θ(t)+x, u

) ÐqjO×8¼�Â�À2Î�À	Ô2Î!È�����Ù � ��É�Á^á8¼�Ï�É�À	æ1âãÏ�Õ2¾�á8¼�â=¾�×8¼�Â�À2Î�À	Ô	ß�È 
�Ù�Ð�hTÕ2ß
Ü8Á�½'¼�¿�¼�É�Î�Õ2Ý�Ï�É�Â#¼rÉ�Î�Á�×2Î�Ëëæ Æ'Ð �NÜ8Á�Ï�É�¼�É�Á�á	À2Á=à	×2Á�Â�Î�×	Ô	É�ÝrÂ�æ1à2Á�Õ2À2Î�À	Ô2Î^¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	âGÉ�Î�Á�×2Î�Ë �'Ð �OÔ �'Ð 
2Ð

p�æ1à2Á�Õ2À2Î�À	Ô2Î6¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	â
G1)

Ú
G2)

Ú
G3)

Ï�Õ8Î�Ü2¾�Î�É�Ú�Á�á2Î�Â�Ô'Ü2À2Á	Ú�Ô	¿6¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	â
F1)

Ú
F2)

Ú
F3)

Ú�¼sÉ�¼�½'Þ
Ì!Î^à	×2Î�Ü2à2Á�Õ8Á�Ì!Î�À	Ô	ß -�ÆrÁrÏ�¾�Ò¢Î�Ï�É�Â�Á�Â#¼�À	Ô	Ô�Ø^¾�À	½	ä	Ô	Ô

ψ
Ð

o^ÁÅÕ8Î�Ë,Ë,Î 
2Ð �'Ú�Â�Ï�ß'½�Á�ÎêËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â�ÁéÂ�Ô'Ü�¼
H ′

ν =
{
t ∈ Π : t1 + t2 6 ν

} Ú
0 6 ν 6 T =

T1 + T2
ÚqÓ�¾�Ü8Î�ÉêÂ�Á�Õ2Ý�É�Î�×	×2Á�Â�æsË Ü	Õ2ßéÁ�à2Î�×8¼�É�Á�×2Á�Â

A
Ô
B
ÚqÏ�Õ8Î�Ü8Á�Â#¼�É�Î�Õ2Ý�À2Á	Ú,Á�Ó�¼·Á�À	ÔéÁ�Ó�Õ�¼�Ü�¼�ÑOÉ

Ü	Õ2ßì½'¼�Ì¢Ü8Á�Ö�Á
δ > 0

Â�Á�Õ2Ý�É�Î�×	×2Á�Â�Á�â
δ
Þ�Ë_¼�Õ8Á�â à2ÁÅË,Î�×2Îãä2Î�à2Á�á	½�Á�â ËëÀ2Á�Ì!Î�Ï�É�Â2Ð KNÉ�Ï�Ñ6Ü�¼ÅÏ�×8¼�¿�¾

Ì!ÎwÏ�Õ8Î�Ü2¾�Î�ÉêÂ�æ1à2Á�Õ2À2Î�À	Ô2Îw¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	ß
A2)

Ú,¼ãÂ�Ï�Á�Á�É�Â�Î�É�Ï�É�Â�Ô	ÔíÏrÉ�Î�Á�×2Î�Ë,Á�â �'Ð Æ � ÔéÂ�æ1à2Á�Õ2À2Î�À	Ô2Î
¾�Ï�Õ8Á�Â�Ô	ß

A1)
Ð

Lq¼�½	Ô2Ë Á�Ó�×8¼�¿�Á�Ë1Ú\Â�æ1à2Á�Õ2À	ß'ÑOÉ�Ï�ßlÂ�Ï�Î�à	×2Î�Ü2à2Á�Õ8Á�Ì!Î�À	Ô	ßMÉ�Î�Á�×2Î�Ë �'Ð ��Ô �'Ð 
2Ú^¼îÉ�Î�Ë Ï�¼�ËëæsË1Ú
Ï�à	×8¼�Â�Î�Ü	Õ2Ô	Â�ÁÃ¾�É�Â�Î�×#Ì¢Ü8Î�À	Ô2ÎTÉ�Î�Á�×2Î�ËëænÆ'Ð ��Ð

hTÕ2ßÃÜ8Á�½'¼�¿�¼�É�Î�Õ2Ý�Ï�É�Â#¼¢É�Î�Á�×2Î�Ëëæ Æ'Ð ÆTÜ8Á�Ï�É�¼�É�Á�á	À2Ár¿�¼�Ë,Î�É�Ô	É�Ý2Ú'á	É�Á
R0(·; t) > 0

Ü	Õ2ßwÂ�Ï�Î�Û
t ∈ ΠÔ·Â�Á�Ï�à2Á�Õ2Ý�¿�Á�Â#¼�É�Ý�Ï�ß·Õ8Î�Ë,Ë,Á�â 
2Ð 
=Ô·ØTÁ�×2Ëë¾�Õ8Á�âìÈ�� ��Ù�Ð
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