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О Б О Д Н О М К Р И Т Е Р И И В Ы Д Е Л Е Н И Я 
С И С Т Е М Ы Л И Н Е Й Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 
С И С К А Ж Е Н Н О Й П Р А В О Й Ч А С Т Ь Ю 

Г. В. БАЛАКИН 

На основе статистики отношения правдоподобия строится кри­
терий выделения системы линейных уравнений с искаженной 
правой частью. 

§1 . ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим заведомо совместную систему линейных уравнений над 
полем GF(2) 

Li(x) = Li(xi,...,xn) = Ci = Li(x°), г = 1, . . . , t. (1) 

Правые части уравнений из (1) неизвестны, но известны наблюдения 
над ними 

&{ = Сj © £ j , I — 1, . . . , t. 

Здесь Ei = Ci $ аг- есть реализация случайной величины £г-, г = . 1 , . . . 
... ,t, х° — истинное решение системы (1), случайные величины &, ••• > & 
независимы в совокупности и 

Р{& = 1} = Р, i = l,...,t. (2) 

Для удобства полагаем, что все линейные формы в системе (1) различ­
ны и отличны от нуля. Заметим, что сг- = ог- ®ег', * = 1> •••, t, и каждому 
вектору х соответствует вектор 

e(x) = (ei{x),...,et{x)), (3) 

6i(x) = ai@Li(x), i = l,...,t. 
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Рассмотрим систему уравнений 

Li(x) = Li(x1,...,xn) = ai, i-l,...,t. (4) 

Если в формуле (2) р = 1/2, то считаем верной гипотезу Н\{р = 1/2), 
а при р < 1/2 полагаем верной гипотезу #о(р < 1/2). В первом случае 
система (4) является случайной, а во втором случае система (4) является 
системой уравнений с искаженной правой частью. 

Задача состоит в том, чтобы на основе известных наблюдений «ц,... 
..., at построить критерий, разделяющий эти гипотезы. При этом жела­
тельно, с одной стороны, чтобы трудоемкость критерия была сущест­
венно меньше трудоемкости метода максимума правдоподобия [1], а с 
другой стороны, чтобы в случае принятия гипотезы Но проделанная 
работа могла быть использована для нахождения истинного решения. 
Дополнительно следует следить за тем, чтобы объем требуемой памяти 
для реализации критерия не был слишком большим. В работе продол­
жаются исследования, начатые автором в работах [2] и [3]. 

§2 . ПОСТРОЕНИЕ s-ЧЛЕННЫХ СООТНОШЕНИЙ 
I И II РОДОВ Д Л Я ОШИБОК 

Обычно (см. [1]) число наблюдений t существенно больше числа не­
известных п в системе (4) и ранг матрицы системы равен п. Поэтому 
величины ei, . . . ,£t (ошибки) удовлетворяют t — n линейно независимым 
уравнениям. Из этих уравнений составляем такие линейные комбинации, 
в которых присутствует ровно s ^ 3 ошибок. Будем называть эти соот­
ношения соотношениями I рода. 

Введем обозначения: 
Ai — множество s-членных соотношений, содержащих ej, |Д$| = 6*; 
6} — число соотношений из А{ с правой частью, равной 1. 
Помимо соотношений I рода будем рассматривать и соотношения 

II рода, имеющие следующую структуру. Сложим s — 1 уравнений из 
системы (4). Если в правой части появится линейная комбинация L(x) из 
левой части системы (4), то ее можно заменить на правую часть и, таким 
образом, мы придем к соотношению I рода. В ином случае присоединим 
к системе (4) новое уравнение 

Lt+i (ж) = L(x) = a t + i © £<+i, 

в котором величине at+i можно приписать любое значение, а e<+i есть 
реализация случайной величины &+i, 
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Р { 6 + 1 = 1 } = Р { 6 + 1 = О } = Л . 

Заменив Lt+i(x) на правую часть at+i (В et+i, получим s-членное со­
отношение II рода. Отличие этого соотношения от соотношения I рода 
заключается только в том, что в нем обязательно присутствует одна 
ошибка из присоединенных уравнений. 

Очевидно, что для расширенной системы, состоящей из системы (4) 
и нового уравнения, полученное соотношение II рода будет принадлежать 
множеству At+i. 

Присоединенные уравнения с одинаковой левой частью будем объ­
единять в блоки. Число таких блоков не превосходит 2п — t — 1. Справед­
ливо следующее утверждение. 

ЛЕММА 1. Из одного s-членного соотношения I рода можно полу­
чить V — 2s — 2 соотношений I и II родов, содержащих не более s — 2 и 
не менее двух членов, при этом общее число различных присоединенных 
уравнений (блоков) не будет превосходить величины 2 S _ 1 — s — 1. 

П р и м е р 1. Пусть 

Li(x) © L2(x) ф L3(x) ® L4(x) = 0. 

Тогда имеет место соотношение для ошибок 

£i © е2 Ф ез Ф £4 = аг ф а2 © о3 © а4. (5) 
Очевидно, что 

L i©L 2 = L3@L4, L i©L 3 = L 2 ©L 4 , Li®L4 = L2®L3. 

Отсюда находим три блока из шести присоединенных уравнений 

^12 = Ol2©£l2) bi3 = a i3®£l3 , Li4 = ai4®£l4> 
(6) 

L12 = L34 = Оз4®£з4, Li3 = L24 = a24®£24, L\4 = L23 = G23©£23-

Здесь для удобства приняты обозначения Lij = Li ф Lj, aij = Oj © o,j, 
£«j ~~ £«* ® £ j • 

Из каждого блока (6) путем суммирования двух уравнений получаем 
соотношение (5) для четырех ошибок. Следовательно, в (6) содержится 
больше информации об ошибках и неизвестных, чем в (5). 

П р и м е р 2. Пусть в исходной системе (4) t = 2т и 

L2i-i,2i{x) = L2i-i{x)®L2i(x) = L(x), г' = 1, . . . ,m . 

Тогда мы имеем m независимых косвенных наблюдений над линей­
ной формой L(x): 
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L(x) = ai2®ei@e2, 
L(x) = а34©£з©£4, 

L(x) = at-itt®et-i@et. 

Складывая попарно эти уравнения, придем к т(т —1)/2 четырехчленным 
соотношениям относительно ошибок. Но эти соотношения не содержат 
явно информацию о значении L(x). Еще заметим, что все эти соотно­
шения линейно выражаются через (т — 1) линейно независимых соот­
ношений. Поэтому остальные (т — 1){т — 2)/2 соотношений бесполезно 
использовать в статистических критериях. 

Если Д2дД величина большая, то с высокой надежностью опреде­
лится значение L(x°). Одно неизвестное из линейной формы L выража­
ем через остальные неизвестные и подставляем в исходную систему (4). 
В итоге получим т различных подсистем (блоков), внутри каждого бло­
ка два уравнения с одинаковой левой частью, в правых частях прямые 
наблюдения над левой частью. 

К похожей ситуации можно прийти после опробования части неиз­
вестных. Тогда в случае принятия гипотезы Но на этом этапе возможно 
опробование на втором этапе еще некоторого числа неизвестных, и так 
далее. В итоге получим последовательный критерий опробования, кото­
рый отличается от обычного последовательного критерия Вальда тем, 
что статистический материал, используемый на каждом этапе, один и тот 
же, а линейные формы в левой части системы (4) упрощаются с каждым 
этапом. Пример такого критерия приведен в [3]. 

§3. КРИТЕРИЙ ОТНОШЕНИЯ ПРАВДОПОДОБИЯ 
Д Л Я ОДНОЙ ОШИБКИ 

Предположим, что i ^ f и в соотношениях из А{ за исключением £j 
нет других повторяющихся ошибок. Тогда для гипотезы Но вероятность 
появления b\ единиц на фиксированных местах в правых частях 6, соот­
ношений из А{ есть 

/ 1 - Д , - 1 \ Ь ' / ' 1 + Д'"1\6'~Ь*1 

Po{6bM = (i-p)(L-f—) ( i ± |—J + 

+ Р{——) (—2—J ' А = 1-2Р-

Для гипотезы Н\ P i{6j , 6,-} = О 
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Следовательно, 

Pofti.M^ Га-Д^М-Д2-2)*!1 '2 /1 + Д ^ у ' /1 + Д ^ у » ' 
Pi{ftJ,4 u д j J и-Д-V 4I -A-V 

где 

Vi 2 
1 , 1 + Д 1 + А . 1 . 1 , 1 + Д / 1 + 

- ^ • + 2 1 П 1 3 д / 1 п -
s - l 

и является реализацией некоторой случайной величины Q. 
В качестве достаточной статистики здесь можно взять либо величину 

|?/j | , либо ЛЮбуЮ МОНОТОННУЮ фуНКЦИЮ ОТ \lji\. Д л я 1 > t ф о р м у л ы упро-
щаются, так как -\ц = ftj/2 — b\. В лемме 1 работы [2] и в теореме 1 ра­
боты [3] приведены условия, при которых гипотезы Но и Hi разделяются 
с вероятностью, стремящейся к единице при 6, -> оо. При этом становится 
известным значение линейной формы Li, что будет использовано при 
нахождении истинного решения. 

§4. О Б Щ И Й С Л У Ч А Й 

Пусть нашлись такие индексы i\,..., im из множества { 1 , . . . , £}, для 
которых 

ИйП/Щ = 0, кфц, k,q = l,...,m. 
Не теряя общности, можно заменить эти индексы на 1, ...,т. В этом 
случае 

Р0{Ь\, 6 t, А; = 1,..., т } А Ро{Ь\, Ък) 
1>i{b\,bk,k = l,...,m} . ^ P i ^ i . f t * } 

и справедливо следующее утверждение для соотношений I рода. 

ЛЕММА 2. Если известны b\,bk, к = 1, ... ,т, то при сравнении 
гипотез Но и Hi величина 

,1 + А*-1^Ук 
Y(m) = £ In 

ft=i 

где 
chz = 

1-Д 

ez + e~ 

s - l + 
/ 1 + А8"1 

U - A s _ 1 

•Ук 

7 
2Д s - l 

= £ > 2 с Ь Ы п (1 + 7)1, 

bi 
1-Д»-1 ' "* 2 

1 + Д /, 1 + Д 8 - 1 

Уг = Т-Ь}+Р, 

а 1 , 1 + Д / , 1 + Д" * 

^ = 2 1 п 1 3 д / 1 п 1 Г д - Т ' 

является достаточной статистикой. 
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Утверждение леммы верно и для случая, когда ik > t, к = 1, . . . , m, 
если положить /3 = 0. Заметим, что при п —>• со обязательно t —> со, а 
из m —̂  со следует, что п —̂  со. В промежуточных выкладках будем 
опускать индексы у рассматриваемых величин. Вначале изучим! асимп­
тотическое поведение этой статистики при использовании соотношений 
II рода. 

ЛЕММА 3. Если при п -> со величины 7 = о(1), у ^ С, где С — 
некоторая постоянная, то 

- i lnch[ 2 / ln ( l + 7)] = ^ 2 - | y 2 + 0 ( 7
2 ) . (7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидны следующие асимптотические фор­
мулы: 

ch[yln(l + 7)] = l + ^y 2 In 2 ( l + 7) + 0 (7 4 ) , 

1п2(1 + 7 ) = ( 7 - ^ + ^ - - ) 2 = 7 2 - 7 3 + 0(7 4 ) , 

Inch [j/In (I + 7)] = In l + ^ V - ^ 2 7 3 + 0(7
4) 

= ̂ V - ^ V + o(7
4). 

Поделив обе части последнего равенства на 72; придем к формуле (7). 
СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть fej ^ С, где С — постоянная, i = 1, ... ,т. 

Тогда m 
- 5 - ^ — 5 > с Ь Ы п ( 1 + 7)] = 1 > 2 + С>(т72). (8) 
7 I1 7.) J-! i = 1 

ТЕОРЕМА 1. Если Съ---)Ст> Li(x),..., Lm(x) — независимые в 
совокупности случайные величины, Y(m) есть реализация случайной ве­
личины г)(т), 7 = °(1)> bi < С, где С — постоянная, г = 1, . . . , т, то 
разность случайных величин 

т / , ч 2 2(т?(го)-т1п2) 
7П72(1 — 7) 8=1 

при п —> со стремится к нулю. 
Пусть 6i = ... = bm = ft, b — фиксированное целое число, т —» 00. 

Найдем математическое ожидание и дисперсию случайной величины 
(С — Ь/2)2 для гипотез Но и Н\. Известно (см. [4]), что экспоненциаль­
ная производящая функция для центральных моментов биномиального 
распределения с параметрами (6, р) 
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£ 1 5 ( С - Ь р ) * £ т = 
fe=o л- 3=0 J' 

q = l-p. 

Последовательно находим 

E(t-bp)2 = bpq, E(C -bp)3 = bpq(q-p), 

Е(С - bpf = Zb2p2q2 + bpq(l - 6pg). 

Следовательно, 

16 8 ' 

6(6-1) 
8 ' 

b , 6(6-l)Ag 
4 + 4 

Po = 
1 - Д s - l 

До = А - 1 ; 

Eo (C -Ьро-b^fj = E0(C -6po) 4 -2b2p0q0A2
0 +1 63p0<7o A2 + *>4 f f 

= 3 6 2 p 2 o 2 - i & m o + ^ o ? o A 2 [ 3 6 2 - 4 f c + 3] + i & 4 A 4 , 

B0(^-bp0-b^j =2b2p2q2-±bpoqo + \bp0qoA2
0(2b2-U + 3) = 

= ^ ^ ( 1 + 2 Д 2 ( 6 - 2 ) - Д 4 ( 2 6 - 3 ) ) . 

ТЕОРЕМА 2. Если &i = ... = bm = 6, m -»• oo, A2(s~VJmC2 -»• a, 
где a — фиксированное число, mo случайная величина 

"™=/S^§((<<-!)2-i) 
имеет в качестве предельного нормальный закон распределения с парамет­
рами (0,1) для гипотезы Hi и с параметрами (а, 1) — для гипотезы HQ. 

С Л Е Д С Т В И Е 2. Если а ->• 0 при m —»• оо, т о гипотезы Но и Hi в 
пределе неразличимы. При а -> оо гипотезы Но и Hi различаются с ошиб­
ками, стремящимися к нулю. 
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З а м е ч а н и я . Теорема верна и для случая, когда 6 -> со при 
т -¥ со, 6Д2(а_1) = о(1). Далее, если первое условие теоремы не вы­
полняется, то можно доказать аналогичное утверждение, но при этом 
появятся более сложные формулы. Еще отметим случай фиксированно­
го т при 6 —¥ со. Здесь дисперсия у предельного закона распределения 
для гипотезы #о будет равна значению 1 + 2ал/2/л/гп. 

Рассмотрим статистику критерия отношения правдоподобия, пост­
роенную на соотношениях I рода. Здесь следует ожидать, что слу­
чайная величина {С, — 6/2)2 заменится на другую случайную величину 
(£ — 6/2 — /З)2. Действительно, пусть при п —> со величина А —> 0, 6i = 
= 62 = ... = bm = 6, 6 = о(/3). Тогда 

у~/3~А2~\ 7 ~ 2 A S _ 1 , 7/5 ~ 2 Д , 

и следуя доказательству леммы 3, получаем: 

у1п(1 + 7 ) = у ( 7 - у + - ) = 0 ( Д ) , 

ch[yln(l + 7)] = l + ^ 2 l n 2 ( l + 7) + 0(A 4 ) = H - i y 2
7

2 + 0(A 4 ) , 

lnch[yln(l + 7)] = ^ 2 7 2 + 0(A 4 ) . 

Следовательно, 

1 т / h \ 2 

У(т) = т1п2 + ± 7 2 £ 6 f - | - / 3 + 0 ( т Д 4 ) , 
fe=i ^ ' 

т 7 /Г т / Г ^ \ 2 ) 

Аналогично предыдущему случаю находим, что 

E o ( c - ^ - ^ ) 2 - E i ( c - ^ - ^ ) 2 = 6 ^ o ( l + o(A0)), 

D 1 ( c - ^ - ^ ) 2 = ^ + 6/32 = 6 ^ ( l + o ( A - 2 ) ) , 
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B0({-b--/3j = bp(l + lbAo + 0(b2Al)^=bf32[l + o(A)}, 

и расстояние между гипотезами Но и Hi при использовании соотноше­
ний I рода есть: 

i ы и \ mbfi&o ля-1 I—г p{H0,Hi)~—=f= = As Vmb. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть bi = ... = bm = 6, т -> оо, А ->• 0, b = о(/3), 
As~1y/mb ~ с, тогда при использовании соотношений I рода случайная 
величина 

з 2 ' ^ T S F I N ^ ) 2 - ^ 
имеет в качестве предельного нормальный закон распределения с пара­
метрами (0,1) для гипотезы Н\ и с параметрами (с, 1) для гипотезы Но-

В теоремах 1, 2 и 3 рассмотрены случаи, когда Д8-1|уА;| = о(1). Если 
же величина Дя_1|г/й| большая, то 

\n2ch[ykln(l + 1)]*2As-1\yk\, 

и потребуется изучить распределение случайных величин 

Е 
г = 1 

Qi 2 г=1 
< < - ! - " 

для гипотез #о и #1 • 
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