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из г р а ф а G у д а л е н и е м всех г р а н и ч н ы х р е б е р (при э т о м н и к а к и е в е р ш и н ы из г р а ф а G не у д а л я ю т с я ) . 
Р а з м е р н о с т ь Г р а в н а ц и к л о м а т и ч е с к о м у числу г р а ф а G. Т а к и м о б р а з о м , д о к а з а н о следующее у т в е р ж ­
дение . 

Т е о р е м а 3 . Пусть Г : G -> 5 2 — локально минимальная сеть на S2, длина каждого ребра 
которой меньше п. Тогда ограничение индексной формы на пространство, натянутое на сжима­
ния простых подвижных циклов сети, является отрицательно определенной формой и индекс Г не 
меньше, чем цикломатическое число графа G, полученного из G удалением граничных ребер. 

Следствие . Индекс замкнутой локально минимальной сети на S2, длина каждого ребра кото­
рой меньше п, не меньше, чем цикломатическое число сети. 

О т м е т и м , ч т о у в о с ь м и из д е с я т и з а м к н у т ы х л о к а л ь н о м и н и м а л ь н ы х с е т е й н а с ф е р е д л и н ы всех 
р е б е р м е н ь ш е п. 

И м е е т м е с т о следующая лемма , несложная , но г р о м о з д к о е д о к а з а т е л ь с т в о к о т о р о й м ы о п у с к а е м . 
Л е м м а 3 . Пусть а — вариация регулярной критической сети Го из fi(G, дТ), причем а(и) — 

регулярная критическая сеть при и > 0. Тогда набор ортогональных компонент векторного поля 
вариации а лежит в ядре индексной формы сети. 

Т е о р е м а 4. Пусть Г — замкнутая локально минимальная сеть на S2, отличная от замкну­
той геодезической. Тогда ядро индексной формы сети Г порождено ортогональными компонентами 
полей вариаций, соответствующих изометриям S2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Т а к к а к и з о м е т р и и с ф е р ы с о х р а н я ю т с в о й с т в о с е т и б ы т ь р е г у л я р н о й к р и ­
т и ч е с к о й , т о п о л е м м е 3 нуль -индекс с е т и Г не м е н ь ш е , ч е м р а з м е р н о с т ь г р у п п ы и з о м е т р и и с ф е р ы . 
И з в е с т н о , ч т о э т о число р а в н о т р е м . С д р у г о й с т о р о н ы , нуль-индекс Г по т е о р е м е 1 т а к ж е р а в е н т р е м . 
З н а ч и т , о р т о г о н а л ь н ы е к о м п о н е н т ы полей в а р и а ц и й , с о о т в е т с т в у ю щ и х и з о м е т р и я м S2, п о р о ж д а ю т 
все я д р о . • 

Т е о р е м ы 3 и 4 д а ю т г е о м е т р и ч е с к у ю и н т е р п р е т а ц и ю т е о р е м ы 1. 
А в т о р б л а г о д а р и т а к а д е м и к а Р А Н А. Т . Ф о м е н к о , д .ф . -м .н . А. О. И в а н о в а и д .ф . -м .н . А. А. Ту-

ж и л и н а з а п о м о щ ь и в н и м а н и е к р а б о т е . 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Гэри М.} Джонсон Д. Вычислительные машины и труднорешаемые задачи. М.: Мир, 1982. 
2. Иванов А.О., Тужилин А.А. Геометрия минимальных сетей и одномерная проблема Плато / / Успехи матем. 

наук. 1992. 47 , №2(284). 53-115. 
3. Ivanov А.О., Tuzhilin A.A. Minimal networks. Steiner problem and its generalizatons. CRC, 1994. 
4. Heppes A. Isogonale spherishe Netze / / Ann. Univ. sci. budapest . Sec. Math. 1964. N 7. 41-48. 
5. Дао Чонг Тхи, Фоменко А.Т. Минимальные поверхности и проблема Плато. М.: Наука, 1987. 
6. Милнор Дж. Теория Морса. М.: Мир, 1965. 
7. Громол Д., Мейер В., Клитенберг В. Риманова геометрия в целом. М.: Мир, 1975. 

П о с т у п и л а в р е д а к ц и ю 
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У Д К 519.21 

У С И Л Е Н Н Ы Й З А К О Н Б О Л Ь Ш И Х Ч И С Е Л Д Л Я П О Л О Ж И Т Е Л Ь Н О 
И О Т Р И Ц А Т Е Л Ь Н О З А В И С И М Ы Х С Л У Ч А Й Н Ы Х П О Л Е Й , 

И Н Д Е К С И Р О В А Н Н Ы Х М Н О Ж Е С Т В А М И 

Е. Д . З о л ь д и н 

У с и л е н н ы й з а к о н б о л ь ш и х чисел ( У З Б Ч ) я в л я е т с я о д н о й из о с н о в н ы х п р е д е л ь н ы х т е о р е м т е о ­
р и и в е р о я т н о с т е й . К л а с с и ч е с к а я схема с у м м и р о в а н и я н е з а в и с и м ы х с л а г а е м ы х (см. , н а п р и м е р , [1]) 
о б о б щ а л а с ь в р а з л и ч н ы х н а п р а в л е н и я х . О д н о и з н и х — и з у ч е н и е м у л ь т и и н д е к с и р о в а н н ы х с л а г а е м ы х . 
В р а б о т а х С м и т а [2] и Г у т а [3] р а с с м а т р и в а л и с ь поля , о б р а з о в а н н ы е н е з а в и с и м ы м и и о д и н а к о в о р а с ­
п р е д е л е н н ы м и в е л и ч и н а м и . Д л я э т о г о к л а с с а полей У З Б Ч д о к а з а н К л е с о в ы м [4] п р и в е с ь м а ш и р о к и х 
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м о м е н т н ы х условиях и более общих , ч е м в [2] и [3], н о р м и р о в к а х . Далее с т а л и и з у ч а т ь с я с л у ч а й н ы е 
в е л и ч и н ы , и н д е к с и р о в а н н ы е м н о ж е с т в а м и . В р а б о т е Б а с с а и П а й к а [5] для н е з а в и с и м ы х о д и н а к о в о 
р а с п р е д е л е н н ы х в е л и ч и н д а н ы д о с т а т о ч н ы е условия У З Б Ч , р а в н о м е р н о г о по с е м е й с т в у и н д е к с и р у ю ­
щ и х м н о ж е с т в . С у м м ы в з в е ш е н н ы х с л а г а е м ы х исследованы Ж и н е и З и н н о м в [6]. В р а б о т а х Кле-
сова [7], М о р и ц а [8, 9] и Л е Г а к а , М о р и ц а и Т а н д о р и [10] У З Б Ч установлен д л я о п р е д е л е н н о г о к л а с с а 
з а в и с и м ы х с л а г а е м ы х . Г а п о ш к и н ы м [11] и [12] п о л у ч е н ы к р и т е р и и У З Б Ч для с т а ц и о н а р н ы х п р о ц е с ­
сов и о д н о р о д н ы х полей с н е п р е р ы в н ы м п а р а м е т р о м . Э т и к р и т е р и й д а ю т с я в т е р м и н а х с х о д и м о с т и 
о р т о г о н а л ь н ы х р я д о в из н е к о т о р ы х и н т е г р а л о в по с п е к т р а л ь н о й м е р е . В последнее в р е м я большое 
в н и м а н и е п р и в л е к а ю т с е м е й с т в а величин , я в л я ю щ и х с я а с с о ц и и р о в а н н ы м и или п о п а р н о к в а д р а н т н о 
з а в и с и м ы м и (см. , н а п р и м е р , с т а т ь и Б и р к е л а [13] и М а т у л ы [14]). 

В д а н н о й р а б о т е у с т а н а в л и в а ю т с я д о с т а т о ч н ы е условия в ы п о л н и м о с т и р а в н о м е р н о г о в а р и а н т а 
(по н е к о т о р о м у к л а с с у м н о ж е с т в ) У З Б Ч для п о л о ж и т е л ь н о и о т р и ц а т е л ь н о п о п а р н о к в а д р а н т н о за­
в и с и м ы х с л у ч а й н ы х полей с д и с к р е т н ы м и н е п р е р ы в н ы м п а р а м е т р а м и . П о к а з а н а о п т и м а л ь н о с т ь 
п о л у ч е н н ы х р е з у л ь т а т о в . 

Н а п о м н и м (см. [15]), ч т о с л у ч а й н ы е в е л и ч и н ы X и Y н а з ы в а ю т с я п о л о ж и т е л ь н о к в а д р а н т н о за­
в и с и м ы м и ( П К - з а в и с и м ы м и ) , если для л ю б ы х ж,у G М 

Р{Х > x,Y > у) - ?{Х > x}P{Y >у}^ 0, 

и о т р и ц а т е л ь н о к в а д р а н т н о з а в и с и м ы м и ( О К - з а в и с и м ы м и ) , если 

Р{Х > х, Y > у} - Р{Х > x}P{Y > у} <: 0. 

Д л я м н о ж е с т в а А С Rd п у с т ь |А | — м е р а Л е б е г а , если А и з м е р и м о . П у с т ь А — с е м е й с т в о 
и з м е р и м ы х по Л е б е г у п о д м н о ж е с т в [0, l ] d , т а к и х , ч т о 

r{6) = supAeA \А(8)\ -> 0 п р и 6 -> 0, (1) 

г д е А(5) — 5 - о к р е с т н о с т ь г р а н и ц ы м н о ж е с т в а А в евклидовой м е т р и к е . 
П у с т ь j = ( j i , . . . ,jd) G Nd. О п р е д е л и м для с е м е й с т в а с л у ч а й н ы х в е л и ч и н {Xj : j G Nd} ч а с т и ч н ы е 

суммы, 

*n = L j *J> 
г д е j ^ n ji ^ n i , . . . , id ^ п^. Е с л и i C R % n e N d , т о п о л о ж и м nA = {x € K d : (xi/ni,..., € 
А} и 

^ ) = E j e n ^ j -
С к а ж е м , ч т о п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь { щ : к € N } С N d не у б ы в а е т , если ^ n ^ + i . 

Т е о р е м а 1. Пусть { X j : j € N d } — семейство попарно ПК-зависимых случайных величин, для 
которых о? = D X j < оо. Пусть {bj : j G Nd} — неубывающее семейство положительных чисел, 
т.е. 0 < bj ^ 6 П при j ^ п ; таких, что 6j —> оо при | j | = j \ • ... • jd -> оо, и пусть А — семейство 
подмножеств [О, l]d, для которого выполнено условие (1) . Если 

X ; i J e № , c o v № , A j ) / m a x { ^ , i } } < o o , (2) 

VA € Л s u p n e N d (j2ienA El-Xj - E X j l / Ь п ) ^ С - Ml, (3) 

где С — не зависящая от А константа, то имеет место усиленный закон больших чисел 

s u p A € A \ S ( n k A ) - ES(nkA)\ /ЬПк - » 0 п.н. при к -> оо (4) 

для любой неубывающей последовательности {щ}, такой, что |п&| -> оо при к —>> оо. 

Т е о р е м а 2. Пусть {Х^ : j G Nd} — семейство попарно ОК-зависимых случайных величин с 
конечными дисперсиями. Пусть {bj} и А — те же, что в теореме!. Если выполнено условие (3) и 

то имеет место (4) . 

4 ВМУ, м а т е м а т и к а , м е х а н и к а . Х * 4 
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Вместо сумм S(nA) можно рассматривать "сглаженные суммы" 

J 6 N d 

где 1 = (1 , . . . , 1), и доказывать УЗБЧ для них. Но мы будем рассматривать более общую ситуа­
цию, а именно случайное поле {-Xt}, индексированное непрерывным параметром t Е М+, траектории 
которого п.н. локально интегрируемы, и вместо сумм интегралы 

Sc(uA) = f Xtdt, u e E l 
JteuA 

Пусть S£ == / t < U j t € R £ Xt dt, где t < u & tx < uu..., td < ud. 

Теорема 3. Пусть {Xt : t G R+} — семейство попарно ПК-зависимых случайных величин, для 
которых а\ = DJft < °°. Пусть {bt : t G R+} — непрерывная справа неубывающая положительная 
функция, такая, что bt —» оо при |t| оо, и пусть для семейства А подмножеств [0, l]d справедливо 
условие (1). Тогда, если выполнены условия 

jj cov(Xr,Xt)/max{6^6^}rfrdt < оо, (5) 

VAe A sup u e R d / E|Xt ~ EJTtl rft = С - \ A \ , (6) 

где С — некоторая постоянная, не зависящая от А, то 

supAeA \Sc(utA) - ESc(utA)\ /Ьщ -> 0 п.н. при t -> оо (7) 

<?лл любой непрерывной справа (в евклидовой метрике) неубывающей функции {щ : t G R+}, такой, 
что \щ\ -> оо при t -> оо. 

Теорема 4. Пусть {bt} и А — те же, что в теореме 3, a {Xt : t G К+} — поле попарно 
ОК-зависимых случайных величин с конечными дисперсиями. Если выполнено условие (6) и 

[ (<7t/bt) 2 dt < оо, •/иен* 

m o имеет место (7). 
Доказательство теоремы 1 . ПК-зависимость величин 1 и У , согласно лемме 1 из [15], равно­

сильна тому, что для любых неубывающих функций / , g 

cw(f(X),g{Y))>0, (8) 

если указанная ковариация существует. Используя это соотношение, Биркел в [13] показал, что 

cov(X,y) > соу(Х+,У+) ^ О и cov(X,y) ^ covpr ,y-) Z 0, (9) 

где Х+ = тах{0,Х} и Х~ = Х+ — X. Без ограничения общности можем полагать, что величины 
Xj центрированы. Пусть далее в доказательстве S+(-) и обозначают соответствующие суммы, 
составленные только из Х3~. 

Пусть {nfc} —некоторая неубывающая последовательность, для которой верно условие (3). Сперва 
покажем, что 

-i-(S+(n f e[0, - ES+(n fc[0, l]d)) = ji-(S+ - E5+) -+ 0 п.н. при k -+ оо. ( 1 0 ) 

Определим множество I = {p € N : [ 2 P , 2 P + 1 ) П {6n*, k e Щ ф 0} U {0}. Пусть p' — следующий за 
p€l элемент /. Для pel положим fc(0) = 0 и k(p) = min{fc e N : ЬПк € [V, 2 P + 1 ) } при p ^ 1 . Возьмем 
множество Г = {nfc(p), р € J}, где n 0 = 1 . Выделим в N d подмножества 

JP = (j € N d : j ^ nfc(p»)_i} \ U 9 e / , g<pJ 9 , 



ВБСТН. МОСК. УН-ТА. СЕР. 1, МАТЕМАТИКА. МЕХАНИКА. 2001. №4 9 

где pel. Учитывая монотонность bj, для Щ(р) е Т можем записать 2 Р ^ &nfc(p) ^ brik{pf)_1 < 2 P + 1 ^ 
Ьпк(р,у Отсюда следует, что max i € J p Ь{/ЬПк(р) = ЬПк{р1)_г/ЬПк{р) ^ 2. Тогда согласно (2) с учетом 
ПК-зависимости и условия (9) имеем 

cov(XJ-,X;)max i 6 J,t? cov(X|,Xj) 
- ~ ~ - - ^ / . r i О i O i ^ ОО* 

^ max ^ , . г - - , тах{6?,Ь?} Й • ^f^ .max{6? ,6?} 

Таким образом, по неравенству Чебышева и лемме Бореля—Кантелли 

— £ j 6 , " = g + ( J p l " E 5 + ( J p ) -+ 0 п.н. при р Е I, р -+ оо 

(П) 

ЬПк(р) 

Теперь заметим, что для любого р Е I 

1 

(12) 
к(р) 

2" 1 ^ Ъп *(«) 

Отсюда и из (12) по лемме Теплица в силу представления 

29+i ^ ! у * 2"+Ч - 2 р + 2 = 4. 
2Р ^g^p,gei 2Р 

П * ( Р ' Ы _ _ — V Y + = 1 V Ь 
ПНЯ) h 

получаем 
( 5 П * ( Р ' ) - 1 " ^ ( Р ' Ы ) / Ь П * ( Р ) ~> 0 П-Н- прир € /, р 0 0 . 

Применим метод, предложенный в [16]. По условию (3) для всех p E l и любого п* е Jp 

(13) 

(14) 

О < 1 Е<?+ - Ь п к 1 и ^ . с , эпА. — т— г~ j : E A " J + < 2 ^ £ E | X j U 2 C - | [ 0 , l ] d | 2C. 
n * j€nt[0,l]<' 

Фиксируем произвольное e > 0. Пусть L = [2C/e] — целая часть 2C/e. Для p 6 / и « = 
положим 

k + s = max{fc <E N : nfe E Jp, se ^ ES+Jbnic(p) < (s + l)e}; 

k~s = min{fc E N : пк e Jp, se ^ ES+Jbnk{p) < (s + l)e}. 

Если множества в правой части пусты, то полагаем к р 3 — к(р). Пусть J+ s = {j Е Jp : j ^ nk+ } . 
Тогда для любого s = 1, . . . , L из соотношения (11) вытекает 

оо. 

Таким образом, E j g j + J * / - EXj+)/bn f c ( p ) О п.н. при р оо, что с учетом (14) дает для любого 
s = l,...,L 

7 ~ 7 1 " > О П.Н. При р —> ОО. 
° П М Р ) °пк(р) °Щ(р) 

Аналогично (5+ _ - ES+ _ )/ЬПк(р) ~+ 0 п.н. при р -> оо. 

Пусть число р достаточно велико и к : щ е Jp. Введем событие В = {о;: > ES+ }. Пусть 
число таково, что ES+k е [̂ (Arje, + 1)е). Тогда * 

SK+ - Е Ч + p,»(n) . - E 4 -

P»e(n) P,e(n) 

5 В М У , м а т е м а т и к а , м е х а н и к а . K « 4 
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p,s(n) Р , л ( п ) 

Е5+ . - ES+ 
р , в ( п ) p,s (n) 

1 ( П \ В ) < 

4 + , . " Е Ч + 
р , в ( п ) р , а ( п ) р , з ( п ) Р , л ( п ) 

- 1 

к(р) Е Ч + 
p,s (n) 

Е5+ 
p,s (n) 

что доказывает (10) для любой последовательности {п*} , такой, что |п^| —>• оо. Отсюда следует, что 
для любого вектора х Е (0, l]d и любой такой последовательности {п*} выполнено 

(5+(щ[0 ,х ] ) - ES+(n*[0 ,x ] ) ) /b n f c -* 0 п.н. при А; -> оо, 

где 0 = ( 0 , . . . ,0) и [ 0 , х ] = [0,xi] х . . . х [0,я^]. Действительно, для любого фиксированного вектора 
х G (0, l]d при каждом к eN верно 

|S+(n F C [0 ,x ] ) - E S > F C [ 0 , x ) ) | _ <Ч |S + (n' f c [0, l ] r f ) - Е5(п;[0,1]^)| ^ 

^ |S+(n' f c[0, l ] d ) - ES+(n' f c[0, l ] r f ) | n 

^ J — 4 *L J ' v K l J 7 1 ->• 0 п.н. при А; - ю о , 
4 

где n k i = [riki • X{], г = 1 , . . . , d, а значит, ^ и 6n/fc ^ 6 n f c . Далее используем схему доказательства 
теоремы 1 из [15]. Приведем соответствующие рассуждения для полноты изложения. Из предыдущего 
соотношения по линейности следует, что 

\S+(nkA) - ES+ (пкА)\/ЬПк -* 0 п.н. при к оо (15) 

для всякого множества A £ Л, которое может быть представлено как конечные объединения и пере­
сечения параллелегощедов вида [ 0 , х ] С [0, l ] d . Фиксируем т е N и обозначим Cj = m~ x (j - = 
(га'Чл - l),m~lji] x . . . x ( m " 1 ^ - l),m-ljd[. Для любого A б А определим R^(A) = U C - C A C J И 

Д+(А) = Uc.nA^0^j- Так как любая точка R^iA) \ i?~ (А) удалена от границы А не далее чем на 
длину диагонали куба со стороной 1 / т , то 

s u p l i l + ^ V ^ ^ K ^ / m ) . (16) 

Обозначим Тг~ = {Я^(А) : А € Л } и 11* = {Я+ (А) \ Д^(А) : А 6 Л } . Так как все А С [0, l ] d , то 
множества и 7?.̂  конечны. Тогда 

8 и р А б Л |5+(n f c A) - E5'+(n f cA)|/6n f c ^ sxipA€A(S+(nkA) - S+(nkR^(A)))/bnk+ 

+ sup \S+(nkR^(A)) - ES+(nkR^(A))\/bnk + sup (ES+(nkA) - ES+(nkR^(A)))/bnk < 
A€A AzA 

< sup (S+(nkR+ (A)) - 5+(n f c J^(A)) ) /b„ f c + sup \S+(nkR^(A)) - ES+(nkR^(A))\/bnk+ 
Аел AeA 

+ sup (ES+(nkR+(A)) - Е5 + (щЯ^(А)))/6п 4 ^ max S+(n f c £) /6 n j t + max E S + ( n f c B ) / 6 n f c + 

+ m a x B € ^ \S+(nkB) - ES+(nkB)\/bnk < тахВеПА \S+(nkB) - ES+(nkB)\/bnk + 

+ тахВеПА 2ES+{nkB)/bnk + maxBen- \S+(nkB)-ES+(nkB)\/bnk. 

Имеем 
lim max \S+ (nkB) - ES+{nkB)\/bnk = 0 п.н. (из (15) и конечности ), (17) 

fc->oo Ben* 

lim max \S+{nkB) - ES+{nkB)\/bnk = 0 п.н. (из (15) и конечности ft" ), (18) 
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s u p m a x Е8+(щВ)/ЬПк ^ s u p m a x \В\С < С • r{d}l2lm) ( в в и д у (3) и (16)) . (19) 
вен* к->ос вен* 

О б ъ е д и н я я (17) , (18) и (19) , п о л у ч а е м 

I S ^ o o S u p ^ l ^ + ^ ^ - E ^ + ^ ^ l / f e n , ^C-r{dll2/m) п .н. , 

ч т о в силу п р о и з в о л ь н о с т и т по условию (1) м о ж е т б ы т ь сделано сколь у г о д н о м а л ы м . З а м е н я я т е п е р ь 
X j н а —Xj , п о л у ч а е м а н а л о г и ч н о е сооношение для ч т о и д о к а з ы в а е т т е о р е м у 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. З а м е т и м , ч т о если в е л и ч и н ы X и Y О К - з а в и с и м ы , т о —X и Y 
П К - з а в и с и м ы . П о э т о м у из (8) и м е е м 

cov(f(X),g(Y)) = -cov (h(-X),g(Y)) ^ 0, 

г д е ф у н к ц и и / , <? — н е у б ы в а ю щ и е ф у н к ц и и , д л я к о т о р ы х у к а з а н н а я к о в а р и а ц и я с у щ е с т в у е т , a fi{x) = 
-f(-x). О т с ю д а следует , ч т о cov(X+,Y+) ^ 0 и cov(X~,y~) ^ 0. Д а л е е д о к а з ы в а е м т а к ж е , к а к 
т е о р е м у 1, з а м е н я я в с ю д у DS+ (•) и н а с у м м ы д и с п е р с и й с л а г а е м ы х , в х о д я щ и х в S+(-) и 5^ 
с о о т в е т с т в е н н о . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Б у д е м следовать схеме д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы 1. П о с т р о и м 
м н о ж е с т в о I = {р G N : Г 2 ^ , 2 ^ + 1 ) П { b u < , t G R + } ф 0} U {0} , п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь *(0) = 0 и i (p ) = 
min{£ G R + : 6 U t G [ 2 Р , 2 Р + * ) } п р и p G J , p ^ 1. З д е с ь м и н и м у м д о с т и г а е т с я , т а к к а к ф у н к ц и я bUt не 
у б ы в а е т и н е п р е р ы в н а с п р а в а по t. В в о д и м м н о ж е с т в а Jp = {t G IR+ : t < йр = l i m ^ j ( p / ) _ o u t ( p ' ) } \ 
Uqei,q<pJq-> г Д е P € I- К а к и в д и с к р е т н о м случае , для р G / верно 

Ч« < < < Ч , , и Ч ы Е ^ ^ Ч ^ 4 - { 2 0 ) 

П о условию (5) и т е о р е м е Ф у б и н и и м е е м 

% м Т 1 ^ ^ тахШ,6;} JJ тах{62,Ш pel Щ(Р) pel ut(P) F j t G J p

 г ' t J

 r ) t€J p

 1 r t J 

О т с ю д а следует , ч т о (SC+(JP) — E 5 c + ( J p ) ) / b U t ( p ) 0 п .н. п р и р —» оо. Т о г д а согласно п р е д с т а в л е н и ю , 
а н а л о г и ч н о м у (13), из с о о т н о ш е н и я (20) и л е м м ы Т е п л и ц а в ы т е к а е т 

( S c + ( t W P ) - E 5 c + ( U ^ p J p ) ) / 6 U t ( p ) = - E S £ ) / 6 U t ( p ) -+ 0 п .н . п р и p -> оо. 

Д а л е е т о ч н о т а к , к а к п р и д о к а з а т е л ь с т в е т е о р е м ы 1, последовательно п о к а з ы в а е т с я , ч т о 

- E S £ + ) / b U t -> 0 п.н. п р и t -> оо; 

(5 c + (u t [0 , x ] ) - ESc+(ut[0,x)))/bUt -> 0 п.н. п р и t оо, ж G [0, l ] d 

и s u p A € ^ | 5 с + ( и * А ) - E 5 c + ( u t A ) | / b U t - » 0 п.н. п р и t - » оо. 

З а м е н я я в е л и ч и н ы X j н а — Ху у с т а н а в л и в а е м с п р а в е д л и в о с т ь (7) д л я о т к у д а и следует у т в е р ж д е ­
ние т е о р е м ы . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. У ч и т ы в а я з а м е ч а н и е , сделанное в начале д о к а з а т е л ь с т в а т е о ­
р е м ы 2, и з а м е н я я в д о к а з а т е л ь с т в е т е о р е м ы 3 в с ю д у D £ + ( - ) и D S ^ н а и н т е г р а л ы д и с п е р с и й слагае ­
м ы х по с о о т в е т с т в у ю щ и м м н о ж е с т в а м , п о л у ч и м т р е б у е м о е у т в е р ж д е н и е . 

З а м е т и м , ч т о т е о р е м а 1 р а с п р о с т р а н я е т р е з у л ь т а т р а б о т ы [5] н а с е м е й с т в о з а в и с и м ы х в е л и ч и н , 
а т е о р е м у 1 из [13] о б о б щ а е т н а с л у ч а й н ы е поля , ч а с т и ч н ы е с у м м ы к о т о р ы х и н д е к с и р о в а н ы м н о ж е ­
с т в а м и . 

Т е п е р ь п о к а ж е м , ч т о условия д о к а з а н н ы х т е о р е м я в л я ю т с я о п т и м а л ь н ы м и в т о м смысле , ч т о 
если х о т я б ы условие (2) или условие (3) не в ы п о л н я е т с я , т о У З Б Ч м о ж е т не и м е т ь м е с т а . Д е й с т в и ­
т е л ь н о , п у с т ь {Xj} — п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь п о п а р н о н е з а в и с и м ы х , а з н а ч и т и п о п а р н о П К - з а в и с и м ы х , 
с л у ч а й н ы х в е л и ч и н , d — 1,Л — семейство всех и з м е р и м ы х п о д м н о ж е с т в о т р е з к а [0 ,1] , для к о т о р ы х 

6 ВМУ, математика, механика. №4 
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выполнено (1), и bj = j . Если выполнены все остальные условия теоремы 1 кроме (3), т о даже при 
замене условия (2) на более сильное: 

^ . ^ ^ D ^ d o g l o g j r < о о , 

где 0 < е < 1, соотношение (4) может не выполняться. Соответствующий пример построен при 
доказательстве теоремы 3 из [16]. 

Пусть опять d = 1, Л — семейство измеримых подмножеств отрезка [0,1] , для которых выполнено 
условие (1) , и inf{|>t| : А € Л} = х 0 > 0. Пусть теперь X — случайная величина, ЕХ = 0, Е|Х| = 1, 
EX2 = 1, a {aj} — последовательность положительных чисел, таких, что supa^ < 1 и Ylj>iaj = .оо. 
Положим 

Ьо = 1, ^ I l L v a - a i ) , = Ъ, = у/Щ - 1) jzl. 

Заметим, что bj не убывает и bj -> оо, так как 

1X1 Ъ'з = Лг#& " 1 П ^ ~ a i \ = Е^г^ ^ ~ ^ Ь ( 1 ~ a i ) ) ^ - > ОО П р и j - > ОС, 

а функция —а:~11п(1 - х) ^ 1 при я Е (0,1). Определим Xj = 5jX. Очевидно, что полученная 
последовательность состоит из попарно ПК-зависимых величин, при этом 

cov^-, Xi) = ESjXj = 8, * = Щ Y s ^ ' i ~ bi-i) = азЩ "'I). 

V . .ВД| = ^ . .8i = Y, . .(b'i-b'i_l) = b'i-l. 

Отсюда получаем 

С О У № , Х , ) _ ^ cov(5j, Aj) _ ^ а,%(% - 1) _ 

i Е ^ л В Д i 
VAeA sup — fcJ, — ' ^ . 3 ^ — ((3) выполнено) 

И 

£ 1 < щ а д ... ( ^ - i ) W 

при всех достаточно больших р, т.е. УЗБЧ не выполнен. 
Автор выражает искреннюю признательность проф. А.В. Булинскому за постоянное внимание и 

поддержку. 
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П о с т у п и л а в р е д а к ц и ю 
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У Д К 514.763.637 

К Л А С С И Ф И К А Ц И Я М И Н И М А Л Ь Н Ы Х С Е Т Е Й Н А П О Л Н О Й П О В Е Р Х Н О С Т И 
П О С Т О Я Н Н О Й О Т Р И Ц А Т Е Л Ь Н О Й К Р И В И З Н Ы С Т Р Е М Я 

" П А Р А Б О Л И Ч Е С К И М И К О Н Ц А М И " 

О. О. Е г о р о в а 

В д а н н о й с т а т ь е р а с с м а т р и в а ю т с я л о к а л ь н о м и н и м а л ь н ы е с е т и н а полной п о в е р х н о с т и п о с т о я н н о й 
о т р и ц а т е л ь н о й к р и в и з н ы , г о м е о м о р ф н о й с ф е р е с т р е м я в ы к о л о т ы м и т о ч к а м и . Н а с и н т е р е с у е т в о п р о с : 
сколько т а к и х с е т е й с у щ е с т в у е т с т о ч н о с т ь ю до г о м о т о п и ч е с к о й э к в и в а л е н т н о с т и и все л и р е б р а 
и м е ю т р а в н ы е д л и н ы ? 

В н а с т о я щ е е в р е м я и з в е с т н о п о д р о б н о е описание локально м и н и м а л ь н ы х с е т е й н а п о л н ы х поверх­
н о с т я х п о с т о я н н о й к р и в и з н ы К ^ 0. Н а п р и м е р , в случае К > 0 д л я с ф е р ы с у щ е с т в у е т 10 л о к а л ь н о 
м и н и м а л ь н ы х с е т е й [1]. Б о л е е т о г о , А. А. О ш е м к о в ы м [2] получено г е о м е т р и ч е с к о е о п и с а н и е " п р а в и л ь ­
н ы х " м и н и м а л ь н ы х с е т е й н а п о в е р х н о с т я х п о с т о я н н о й о т р и ц а т е л ь н о й к р и в и з н ы , а т а к ж е н е к о т о р ы й 
способ и х п о с т р о е н и я д л я случая , к о г д а д л и н а р е б р а р а в н а 1пЗ. 

О п р е д е л е н и е 1. Н а з о в е м 3 - г р а ф о м г р а ф , все в е р ш и н ы к о т о р о г о и м е ю т с т е п е н ь 3 . 
О п р е д е л е н и е 2. Л о к а л ь н о м и н и м а л ь н о й с е т ь ю Г н а полной (в смысле м е т р и к и ) п о в е р х н о с т и Р 

п о с т о я н н о й о т р и ц а т е л ь н о й к р и в и з н ы н а з ы в а е т с я т а к о е вложение 3 - г р а ф а 7 в Р , п р и к о т о р о м р е б р а 
г р а ф а п е р е х о д я т в о т р е з к и г е о д е з и ч е с к и х , а у г л ы м е ж д у р е б р а м и в к а ж д о й в е р ш и н е р а в н ы 27г/3. 
М и н и м а л ь н у ю с е т ь н а з о в е м " п р а в и л ь н о й " , если все ее р е б р а и м е ю т о д и н а к о в у ю д л и н у . 

У т в е р ж д е н и е 1 (А. А. О ш е м к о в ) . Вершины ломаных, ограничивающих области, на которые 
правильная минимальная сеть (с длиной ребра а) разбивает плоскость Лобачевского, лежат 

1) на окружностях в случае а < 1пЗ ; 
2) на орициклах в случае а = 1пЗ; 
3) на гиперциклах в случае а > 1пЗ. 
О п р е д е л е н и е 3 ( А / А . О ш е м к о в ) . Р а с с м о т р и м н а м о д е л и П у а н к а р е (верхняя полуплоскость ) 

п л о с к о с т и Л о б а ч е в с к о г о м н о г о у г о л ь н и к с в е р ш и н а м и « + ^ | , fc = 0 , 1 , . . . , п и оо. П о в е р х н о с т ь (с г р а ­
н и ц е й ) , п о л у ч е н н у ю и з э т о г о м н о г о у г о л ь н и к а о т о ж д е с т в л е н и е м е г о " в е р т и к а л ь н ы х " с т о р о н , будем 
н а з ы в а т ь ( п р а в и л ь н ы м ) п р о к о л о т ы м п - у г о л ь н и к о м . 
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