
УДК 514764.2 

ПОДМНОГООБРАЗИЯ С КОММУТИРУЮЩИМ 
НОРМАЛЬНЫМ ВЕКТОРНЫМ ПОЛЕМ 

.8. А. Мирзоян 

ВВЕДЕНИЕ 

Среди подмногообразий Мт в пространстве постоянной кри­
визны Д„(с) интересный класс составляют подмногообразия с 
полем нормальных p-направлсний, параллельным в нормальной 
связности (l--Sp<n—т). В обзорной статье Ю. Г. Лумисте и 
А. В. Чакмазяна [13] дано сводное, изложение цикла работ по 
подмногообразиям этого класса, включающее ряд исследований 
самих авторов, и сделан обзор работ о подмногообразиях Мт 
произвольного римаиова многообразия К„, в которых была 
использована нормальная связность, 

Недавно автором [15], [16] было установлено, что исследо­
вание строения подмногообразия М,„ с параллельным нормаль­
ным векторным полем £ в Кп(с) можно включить в более об­
щую схему, если ввести понятие коммутирующего нормального 
векторного поля, Далее обнаружилось, что такое включение воз­
можно и в случае, когда Мт допускает параллельное поле нор­
мальных /"•-направлений (р>1). Изложению полученных при 
этом результатов посвящена настоящая работа. 

Здесь рассматриваются следующие три задачи: 1) строение 
римаиова многообразия М„, па котором задано симметрическое 
кодаццнево тензорное поле А (§2), 2) строение подмногообра­
зия Мт с. коммутирующим нормальным векторным полем | в 
/С„(с) (§ 3), 3) строение подмногообразия Мт с коммутирую­
щим p-мсриым нормальным подрасслоемисм в Кп(с) (§ 4). 

Статья является продолжением данного в [13] обзора работ 
по подмногообразиям М„, в К„]с) (прореферированных 
в РЖМат за период с 1980 года по октябрь 1981 года), в кото­
рых при исследовании была использована нормальная связ­
ность. Это — подмногообразия с параллельным нормальным 
векторным полем, с параллельной второй фундаментальной 
формой, с параллельным ^непараллельным) полем нормальных 
р-направлений (p>l), конформно плоские подмногообразия. 
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В некоторых случаях рассмотрены работы, вышедшие <в свет в 
более ранние годы, но имеющие непосредственное отношение к 
изучаемым вопросам. 

Состояние геометрии подмногообразий рииановых прост­
ранств в различные периоды были отражены в обзорных 
статьях Г. Ф. Лаптева [9], Ю. Г. Лумисте [И] , В. Т. Базыле-
ва [3], В. Т. Базылева, М. К. Кузьмина, A. В. Столярова [4]. 

Для облегчения чтения статьи в § 1 приведены необходимые 
сведения из римановой геометрии; при изложении использован 
формализм ковариантного дифференцирования. 

§ 1. НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ РИМАНОВОЙ ГЕОМЕТРИИ 

1. Пусть Мт является m-мерным подмногообразием tt-мер-
ного риманова многообразия Кп и пусть V обозначает римано-
ву связность в Кп- Эта связность индуцирует в касательном 
Т(Мт) и нормальном N(Mm) расслоениях подмногообразия Мт 
естественные связности: в Т(Мт) —связность Леви—Чивита V 
индуцированной римановой метрики на Мт, а в N{Mm)—нор­
мальную связность V Х , которая векторным полям X и | как се­
чениям в Т(Мт) и N(Mm), соответственно, ставит в соответ­
ствие в точке х£Мп компоненту ковариантной производной 
("V'xi)! во втором прямом слагаемом N...(Afffl) разложения 
Tx(Kn) = Tx(Mm)®Nx(Mm). Пусть Х(ЛЦ обозначает алгебру 
Ли касательных к Мт векторных полей, а Xх (Mm) —модуль 
векторных полей, нормальных к Мт, Тогда для любых X, 
Y0X.(Mm) и любого 1ёХх(Мт) имеют место формулы ([28], 
стр. 38, 40) 

V*Y—VxF + a2(X, Г), (1) 

v*6----iE(-J0+vig, (2) 
где в правых частях первые слагаемые в точке хШт принадле­
жат Тх(Мт), а вторые — Nx(Mm). В формуле (1) а2 является 
билинейной симметрической формой со значениями в N(Mn). 
Она называется второй фундаментальной формой подмногооб­
разия Мт. В формуле (2) AE в произвольной точке хбМт яв­
ляется симметрическим эндоморфизмом пространства Тх(Мт) и 
называется вторым фундаментальным тензором подмногообра­
зия Мп, соответствующим нормальному векторному полю | . 
Форма а2 и тензор Аг связаны между собой тождеством ([28], 
стр. 41) 

g(A%(X), y)=gx(a-(X, У), | ) , (3) 
где g и g2- — метрики в Т(Мт) и N{Mm), соответственно. 

Нормальное векторное поле £еХх(Мт) называется парал­
лельным, если V-J-:i = 0 для любого XGX(Mm). 

Подмногообразие Мт называется вполне геодезическим, ес­
ли 0.2-= 0. 
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Подмногообразие Мт называется омбилическим относитель­
но нормального векторного поля £, если At = .U, где ".- — некото­
рая функция, / — тождественное преобразование. Если Мт яв­
ляется омбилическим относительно каждого нормального век­
торного поля, то оно называется вполне омбилическим. 

Пусть нормальные векторы ет+х,,.., еп образуют ортонор-
мированный базис пространства Nx{Mm). Нормальный вектор 
Я, инвариантно определенный по формуле 

H = i(trA<~)ea, (а = т + 1,..., п), 
где Ла — Аеа, называется вектором средней кривизны подмно­
гообразия Мт в точке х Если Я = 0 в каждой точке хвМт, 
то Мт называется минимальным подмногообразием. Омбили­
ческое относительно Ц подмногообразие называется псевдо-
омбилическим. 

Пусть X, Y, Z—векторные поля на_ Кп и [X, Y] обозна­
чает коммутатор полей X, Y. Тензор R, определяемый равен­
ством 

R(X, F)Z--=V^ Vf Z —Vf Vjf 2-V|jf,?•,-?, 
называется тензором кривизны многообразия Кп (тензор Рима-
на — Кристофеля). Пусть X, YQ~K(Mm), ggX--(Mm)- Тензор/?--, 
определяемый равенством 

называется тензором кривизны нормальной связности V х . 
Указанные тензоры связаны между собой уравнением Риччи 
([28], стр. 47) , 
~i(R(X, Y)l, r,)-=g--(^i(X, Y)l, i\)-g([At, A„](X), F), (4) 

где X, Y&(Mn,) l, т!еХх(Мт), [A!, A J = A ^ - A H i , g-
метрика в Т(Кп) (касательное расслоение многообразия Кп)-
Тангенциальная компонента (R(X, Y)h)T от R(X, Y)l удов­
летворяет уравнению Кодацци ([28], стр. 46, 130) 

(R(X, Y)lY = (VvAi)(X)-(VxAl)(Y), (5) 
где V обозначает СВЯЗНОСТЬ ван дер Вардена-Бортолотти 
([28], стр. 64). В пространстве постоянной кривизны Кп (с) 
уравнения РИЧЧИ и Кодацци принимают, соответственно, сле­
дующий вид ([28], стр. 47): 

gJ- (/?--- (X, Y)h ri) = g([Ag, An](X), Y), (6) 

(VxAs)(Y)-(VrA§)(X). C7) 
Если /?-L==0, то говорят, что нормальная связность подмного­
образия плоская. 
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Пусть NP обозначает p-мерное подрасслоение нормального 
расслоения N {Мт). Если для некоторого &Хх{Мп) в любой 
точке хеМт имеет место ^б-V/ , то будем писать Сб-У.3. Если 
подмногообразие Мт является омбилическим относительно лю­
бого Сб-V-0, то оно называется омбилическим относительно под-
расслоения NP. Подрасслоение NP называется параллельным, 
если для любого C6-Vp ковариантная производная V~tC ДЛЯ л ю" 
бого Х&.(Мт) не имеет компоненты в подрасслоении N"~m~p, 
которое ортогонально дополняет NP ДО /V(M,„), т. е. если 
V̂ 6N{cdot}°. В противном случае подрасслоение NP называется 
непараллельным ([28], стр. 180). 

§ 2. УСЛОВИЯ ИНВОЛЮТИВНОСТИ 
СОБСТВЕННЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИИ 

ВТОРОГО ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО ТЕНЗОРА Д* 

1. Пусть Мт — подмногообразие римаяова многообразия /<"„, 
\ — нормальное векторное поле и А-, — соответствующий ему 
второй фундаментальный тензор. Тензор А% определяет на Мт 
распределения 

r"":x6-WmH-,r""-={Xer^(Mm);A6(X)=A,uz}, (8) 
где Хи («=-"1,..., 0 являются его собственными значениями (в 
той области на Мт, где Хи имеют постоянные кратности). 

При изучении строения подмногообразия Мт часто возника­
ет естественный вопрос об инволютивноети распределений ТАи, 
определенных равенством (8). Если многообразие Кп является 
пространством постоянной кривизны, а векторное поле £ парал­
лельно в нормальном расслоении, то, как показали Ю. Т. Лу-
мисте и А. В. Чакмазян [12], распределения Гл" инволютивны. 
В этом случае был использован тот факт, что тензор Аъ удовлет­
воряет уравнению Кодацци (7). Последнее обстоятельство 
очень важно, хотя оно, без предположения параллельности %, не 
может обеспечивать инволютивность указанных распределений. 

Для выяснения роли уравнения Кодацци (7) рассмотрим ри-
мапово многообразие Мп, на котором задано симметрическое 
тензорное поле A типа (2,0). Пусть V — риманова связность в 
Мп. Если (V^A) (У) = (VyA) (X) для любых касательных век­
торных полей X, Y, то тензорное поле A называется кодаццие-
вым. Кодацциевы тензорные поля на римаиовом многообразии 
Мп рассматривали Симон [56], [57], Бургинион [26], Ферус 
[38]. В [56] указывается ряд условий, при которых кодацциево 
А ковариантно постоянно, т. e. VxA = 0 для любого X; получе­
но также много геометрических результатов, ОТНОСЯЩИХСЯ к 
вложению Мп в евклидовы пространства. В [57] для кодаццие-
ва А получены две интегральные формулы (иредполагая замк-
•нутость Мп), из которых выводятся ряд предложений, ОТНОСЯ-
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щияся к геометрии в целом. Изучается также роль кодацциевых 
тензоров в вопросе об определении собственных функций опера­
тора Лапласа. В [26] доказано, что: 1) кодацциево тензорное 
поле и тензор кривизны Риччи, рассматриваемые как отображе­
ния, коммутируют; 2) поднятие кодацциева тензорного поля в 
алгебру 'кривизны и тензор Вейля конформной кривизны, рас­
сматриваемые как операторы на внешних 2-формах, коммутиру­
ют. В [38] кодацциев тензор рассматривается в пространстве 
постоянной кривизны и утверждается, что он порождается глад­
кой функцией / и имеет вид A[f] -=Hessf+AfId, где к — кривиз-
.на пространства. 

Симметрическое тензорное поле A на римашвом многооб­
разии Мп определяет распределения, аналогичные рашределе-
та ям Г1", определенным равенством (8), Вопрос об их инволю-
ТИВНОСТИ рассматривался автором в [15]. Там сформулировано 
следующее предложение, основную часть которого дал затем 
также Дердзинский [34]. 

Теорема 1. Пусть на римановом многообразии Мп задано 
кодацциево тензорное поле А. Тогда распределения 

T\xeMn^Txu~{ZQTx(Mn); A (Z) = yLuZ}, 
где [х„ (и — 1, . . . , t)—• собственные значения А ИНВОЛЮТИВНЫ и 
их интегральные многообразия М " при dimM " > 1 , ЯВЛЯЮТСЯ 
вполне омбилическими в M„. Собственное значение [х„ постоянно 
вдоль М " при dlmM " > 1 . Если (хи является постоянным на 
Мп, то М " — вполне геодезическое в Мп подмногообразие. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X, YQT ". Покажем, что ком­
мутатор [X, У] полей X, У также принадлежит Т ". Так как 
риманова связность V многообразия Мп имеет нулевое круче­
ние, то S7xY— VrX — [X, У]- Далее мы можем написать 

(4xA)(Y)^X(yLu)Y + \xaVxr-A(VxY), 
(Х/уА) (Х) = У(\хи) X + ^ V r X - A (VrX). 

Так как тензорное поле А кодацциево, т. е. (ЧхА)(У) = 
=:С\/уА)(Х), то, приравнивая правые части написанных выше 
равенств, будем иметь 

Ри [X. У] - А UX. Л) =-- Y (|хЦ) X - X Ы У 
или 

?а [X, У\х - А ([X, Г]х) = У Ы Х-Х ((хЦ) Y, 
где [X, У]1 обозначает компоненту коммутатора [X, У], орто­
гональную к Т^и. Так как правая часть последнего равенства 
.принадлежит Т и, а левая часть ортогональна Т ", то обе час-
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ти равны нулю, т. е. 
i 4 ( [ X , F ] 1 ) - M * . 1 1 1 - - 0 , 

Yipu)X-X(pu)Y~Q. 
Из первого равенства следует, что [X .F] 1 —0. Тогда 

[X, К]6ТЦ" и распределение Т и инволютивно. Из второго ра­
венства, предполагая линейную независимость X и Y, имеем 
X (\iu) = Y{^a)==0, Т- е- собственное значение \аи постоянно 
вдоль интегрального многообразия М и распределения Т и. 

Пусть (ev ..., ert) — поле ортонормированного репера на неко­
торой области UczMn и btj — компоненты тензора А в ЭТОМ ре­
пере, i, j , k, ... = 1, . . . , n. Обозначим через а>\ локальные 
1-формы римановой связности V. В ортонормированием репере 
формы ю{ удовлетворяют условию со/= — ©/. Пусть \7kbij = 
= blJlt, где Vi = V ^ Легко показать, что условие симметрич­
ности функций bijst по всем индексам равносильно условию ко-
дацциевости тензора А. Расписывая Vftb^ более подробно, бу­
дем иметь 

ek (bij) - bp/af (ek) - blpajP (ek) = biJk, (9) 
где bijk симметричны по всем индексам. 

Пусть собственные значения ц ь . . . , [х ( тензора А имеют 
кратности /1, . . . , /;, соответственно, и пусть 

и, v, w, . . . = 1 , . . . , .- , 
*и> /к , &U' . • • —••1+ • • • + А--1+-» • • •> i i + • • . +•-,(. 

Репер (е.., . . . , е..) мы можем специализировать таким образом 
чтобы векторные поля e.o принадлежали Т v для всех 
v = \, ...,t. В таком специализированном репере матрица (Ь^) 
будет иметь диагональный вид с элементами \ifiij (б^—-символ 
Кронекера). Подставляя в (9), получим 

е*Ы6^+(Ц1 —|1;)«(е*){.-*/уА, (10) 

где в левой части нет суммирования по j . Пусть е; , е/ 6Т "• 
Тогда мы можем написать 

V 

Сравнивая это равенство с (1), заключаем, что вторая фунда­
ментальная форма подмногообразия М " в Мп определяется 
функциями (aJ^{eju), i) + u. Определим эти функции. Пусть 
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в (10) i = iw, k —/u, J = JV, v¥>u. Года мы будем иметь 

где {mu}„ = {mu}.-u — {mu}/a, [i —. {mu}, —. ji/o. Отсюда следует, что функции 
(\x.u — \iv)-1biujujv являются компонентами второго фундамен­
тального тензора подмногообразия М^ относительно нормаль­
ного направления eJtf. Если в (10) положить i=.iB, J = j u , 
iu^Ju, то будем иметь blajuk*=0 для любого k. Если же поло­
жить i = j=iu, то получим ek(\iu) = biuluk. Отсюда следует, 
что biuiuk = bjajuk для любого к. Таким образом, мы доказали, 
что каждая матрица •Ay„,-(<-VV'--) имеет диагональный вид и 
все диагональные элементы равны между собой. Это и озна­
чает, что MUtf (dimM'X">1) является вполне омбилическим в Мп 
подмногообразием. Из ek{^u) = biaiuh следует, что biui h=0, 
если \хи постоянно на Мя. Тогда все матрицы Aj нулевые и, 
следовательно, подмногообразие М " является вполне геоде­
зическим в Мп. Теорема доказана. 

Как уже отмечалось, основную часть теоремы формулирует 
и доказывает также Дердзинский [34]. В более ранней работе 
Вальдена [61] рассмотрен случай, когда VxA=0 для любого 
X6X(M„). В этом случае распределения Г1*" параллельны, |д,„ 
постоянны и УИ„-=ЖЙ1х . . . XM '. Если в некоторой точке 
хвМп |Ji = [i! = . . . = | i „ то эта точка называется омбилической 
для А. Для симметрического некодацциева тензорного поля А 
на Мп условия омбиличности всех точек указывает Щвец [59]. 

2. Таким образом, как показывает теорема 1, условие 
кодацциевости тензорного поля А на Мп обеспечивает не только 
инволютивность распределений Г11-, но и позволяет делать за­
ключения об их интегральных многообразиях. Иначе обстоит 
дело, когда мы рассматриваем в римановом многообразии Л"„ 
подмногообразие Мт. Если ^„ — пространство постоянной кри_ 
визны и leX1 (Mm)—некоторое нормальное векторное поле, то 
тензор .Ag удовлетворяет уравнению Кодацци (7). Однако толь. 
ко это обстоятельство, как уже указывалось выше, недоста. 
точно для инволютивности распределений Т%а, определенных 
равенством (8). Достаточным, например, было бы условие кодац­
циевости тензора Л| в римановой связности V подмногообра­
зия Мт, т .е . если Ag удовлетворяет уравнению (VArAg)(-0 = 
.--=(VrAs)(X)- Выше указывалось, что условие параллельности 
| достаточно для инволютивности распределений Т «. Однако 
это условие, которое даже можно ослабить, если Кп — прост­
ранство постоянной кривизны, далеко недостаточно, если Кп 
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является произвольным римановьш многообразием. Это станет 
ясно, если мы рассмотрим вопрос об инволютивности распреде­
лений ГЯи в самой его общей постановке. Имеет место сле­
дующее предложение. 

Теорема 2. Пусть Мт—подмногообразие риманова мно­
гообразия Km I — ненулевое нормальное векторное поле и 
Тха—некоторое распределение, определенное тензором Ag по 
формуле (8), причем dimTx">1. Для того чтобы Тх» было 
инволютивным, необходимо и достаточно, чтобы для любых 
X, YgT%u имело место 

(R(X, Y)lf+Av^(X)-A^ (Y) = Y(XU)X-X(XU)Y. (11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X, YQT%lt. Найдем необходи­
мое и достаточное условие принадлежности Т%и коммутатора 
[X, У] векторных полей X, Y. Имеем 

(VxAs)(K)-Vx(Ai(Y))-Ai(VxF)-Avi5(r)--
= X(K)y + KVxV~At(VxY)-Av^ (Y). (12) 

Аналогично 
(VrA|)(X)—Y(^)-Y+^VrX — A s (VrX ) -A v i £ (X). (13) 

Учитывая уравнение Кодацци (5), а также равенство V r X -
- У х Г - [ Г - X ] и вычитая (12) из (13), будем иметь 

(R(X,Y)Z)T + Av4(X)-A^k(Y)-~Y(K)X + X(K)r-

=Mr ,^ - L —A l ( [ r - ,X ] 1 ) , (14) 
где [F, X]1 обозначает компоненту коммутатора [К, X], орто­
гональную к Гх«. 

Если распределение Т%* инволютивно, то [У, Х\<ЗГ%а. Тогда 
[Y, X]i = 0 и из (14) следует (11). Обратно, если имеет место 
(П), то из (14) получаем 

As([r, X]JL)=^[K,X]J-. 
Так как [Y,X]L ортогонально Т Ч то из последнего равен­
ства следует, что [Г, X]x-=0, т.е. [Y, X{eT%" и распределе­
ние Т%" инволютивно. Теорема доказана. 

Другое необходимое и достаточное условие инволютивности 
распределения Т%" дает следующая теорема. 

Теорема 3. Пусть распределение Т%* на Мт опреде­
ляется так, как в теореме 2. Для того чтобы Тхи было инво-
80 



лютивным, необходимо и достаточно, чтобы 
(R (X, Y) 1)т + АчЦ (X) — АчЧ (Y)QTXU 

для любых X, УеГх". 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость следует из равенст­

ва (И). Обратно, если условие теоремы выполняется, то в (14) 
левая часть принадлежит Т и, тогда как правая ортогональна 
Т ". Следовательно, обе части равны нулю и равенство (11) 
выполняется. Теорема доказана. 

Если объемлющее многообразие является пространством 
постоянной кривизны Кп{с), то для любых X, Y£X.(Mm) и лю­
бого ie^-l(Mm) имеем {R(X, F)j-)r==0. Поэтому указанные в 
теоремах 2, 3 условия инволютивности распределения Т%и сво­
дятся, соответственно, к следующим [15], [16]: 

Avil{Y)-Av^(X)^X{\a)Y~Y{%u)X, (15) 

Л^(У)~-ЛФ{Х)еТК < 1 6 ) 

для любых А', У<сТ ". 
УСЛОВИЯ (15) и (16) указывают необходимые и достаточные 

условия инволютивности только одного распределения Т ". Од­
нако при изучении подмногообразия Мп важно найти такое 
условие, которое обеспечит инволютивность всех распределений 
Т "• Укажем несколько таких достаточных признаков. 

Т е о р е м а 4. Пусть Мп является подмногообразием про­
странства постоянной кривизны Кп{с) и пусть £-ненулевое 
нормальное векторное поле. Тогда каждое из следующих усло­
вий является достаточным для инволютивности всех распреде-
лений Т " (и~-•-- 1 , . . . , /), определенных вторым фундаменталь­
ным тензором Ag по формуле (8): 

(а) . A w i . ( n - - - U , ( X ) - - - 0 Для любых X, Y&(Mm); 
(б) ГЛ£, AV:LJ—0 для любого Z6X(Mm); 

(в) [Аь Лп]=-0 для любого т\&.-1(Мт); 
(г) подмногообразие М,„ является омбилическим относитель­

но v£S Для любого Х&(Мт), т. e- A
AU'==^(X) j - Г д е е _ ~ 

некоторая l-форма, / — тождественное преобразование-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если имеет место (а), то для каж­

дого Т%и (dimГ ">1) условие (16) автоматически выполняется. 
Следовательно, каждое Т " инволютивно. Если имеет место 
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условие (б), то легко показать, что подпространства собствен­
ных векторов тензора Л*, инвариантны относительно .4 i t для 

любого ZeX(Mm), т. е. если X, ГеТЧ то А^Х), Avxs(J/)e 

6Т ". Тогда условие (16) выполняется для каждого Т " и все 
Т а ИНВОЛЮТИВНЫ. Так как каждое из условий (в) и (г) имеет 
своим следствием (б), то эти условия достаточны для инволю-
тивности всех распределений Т ". Теорема доказана. 

Следствие I. Пусть выполняется условие (а) теоремы 4. 
Тогда каждое собственное значение %и тензора A- постоянно 
вдоль интегрального многообразия М " распределения 
r""(dimrX">l). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (15) мы будем иметь X(A,„)y — 
— r(XJX = 0, X, ГегЧ Так как <Нт7*'в>1, то можем пред­
положить, что векторные поля X, Y линейно независимы. Тог­
да X(ka) — Y(ku) = Q, что и требовалось доказать. 

Условия (в) и (г) теоремы 4 имеют более важные следствия, 
которые рассмотрим в следующем параграфе. 

Очевидно, что если подмногообразие Мт е пространстве по­
стоянной кривизны /<та(с) допускает параллельное нормальное 
векторное поле |, то все достаточные условия теоремы 4 выпол­
няются, причем условие (в) следует из уравнения Риччи (6). 
Получается соответствующий результат из [12] (см. так­
же [13]). 

§ 3. ПОДМНОГООБРАЗИЯ С КОММУТИРУЮЩИМ 
НОРМАЛЬНЫМ ВЕКТОРНЫМ ПОЛЕМ 

1. В этом параграфе мы даем одно'расширение класса под­
многообразий с параллельным нормальным векторным полем. 
Начнем с обзора недавних 'исследований. 

В пространствах постоянной кривизны Кп{с) в классе под­
многообразий, допускающих параллельное нормальное вектор­
ное поле, наиболее полно описаны подмногообразия с парал­
лельным вектором средней кривизны Н. Результаты наиболее 
ранних работ включены в монографию Чена [28] и освещены в 
обзорной статье Ю. Г. Лумиоте [И]. Обзор результатов более 
поздних исследований содержится в работе Ю. Г. Лумисте и 
А. В. Чаюмазяна [13]. В самое последнее время подмногообра­
зия Мт в Кп(с) с параллельным Я были предметом исследова­
ния Гваделупе [39] и Мацуямы [42]. В [39] для Мт с парал­
лельным Н указываются условия, при которых Мт является: 
а) сферой или произведением сферы и плоскости, если с----О; 
б) сферой, орисферой, эквидистантной поверхностью или плос-
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костью, если с — — I, В [42] рассматривается такое Мт с па­
раллельным Я, вторая фундаментальная форма которого отно­
сительно любого нормального направления имеет два различ­
ных собственных значения, имеющих равные кратности р, где р 
нечетно;.тогда т~2р. Если при этом n==m+2, то М2р является 
вполне омбилическим либо изометрнчио произведению двух 
пространств постоянной кривизны. При Я=-0 дано подробное 
описание такого минимального М-,, в сфере S2v+2 (1). Аналитиче­
ское М2 аз Кп(с) с параллельным Н/\Н\ (Я-И-О) изучает Чей 
[29]. Такое М2 принадлежит либо гиперсфере как минимальная 
поверхность, либо 4-мерному вполне геодезическому подмного­
образию. В евклидовом пространстве Rn таким М2 с нулевой 
кривизной является: а) минимальная поверхность в гиперсфере 
или б) открытая часть произведения двух окружающей или 
в) развертывающаяся поверхность в некоторой З-плоскости 
R:i<=Rn- Строение подмногообразия М2 с положительной гауссо­
вой кривизной н псевдопараллельным вектором средней кривиз­
ны II (т. с. V--# коллинеарно Я) исследует Свобода [60]. До­
казано, что если |Я | ~= const-?--0 и граница М2 состоит из омби­
лических точек, то Щ является частью двумерной сферы. 

Известными примерами подмногообразий с параллельным Я 
являются подмногообразия с параллельной второй фундамен­
тальной формой а2. В евклидовом пространстве Rn такое Мт 
было описано Вальдеиом [61] (случай плоской нормальной 
связности) и Феруссш [3G] (общий случай). Бели ранее Ферус 
установил, что примеры подмногообразий с параллельным аг 
дают канонические погружения симметрических R-пространств в 
Rni то в [35] ом показывает, что каждое минимальное в сфере 
евклидова пространства подмногообразие с параллельным а2 
(в прямое произведение таких подмногообразий разлагается об­
щее подмногообразие с параллельным ая) является образом 
симметрического R-простраиства при его каноническом погру­
жении в евклидово пространство. В [37] Ферус, изучая симмет­
рические подмногообразия <в Rn (так называется подмногообра­
зие М,,„ которое инвариантно относительно отражений в Rn от 
его нормальных пространств), доказывает, что они имеют па­
раллельную вторую фундаментальную форму а2, сводя тем са­
мым проблему классификации указанного класса подмногооб­
разий к решенной ранее задаче. В произвольном римановом про­
странстве Кп подмногообразие Мт с параллельным а2 рассмат­
ривает Штрюбинг [58]. Доказано, что если Кп Допускает ло­
кально изометрическое отражение от нормального к Мт про­
странства, то Мт является симметричным относительно этого 
отражения. Как показал Мацуяма [44], подмногообразие Мт 
(т>4) в Sn или Rn имеет параллельную вторую фундаменталь­
ную форму а2 при выполнении следующих условий: Мт мини­
мально и относительно каждой нормали имеет не более двух 
главных кривизн, причем если имеется точно две различные, то 
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их кратности >2. Для длины 5 формы «2 справедливо либо 
5 = 0, либо m<S<m2/4. Рассмотрены случаи S = /n-/4 и S — 
-=-яг>4. В последнем случае Мт изометрично прямому произ­
ведению сфер. Минимальное Мт в Rn, удовлетворяющее указан­
ным условиям, является вполне геодезическим. 

Описание локального строения подмногообразий Мт с об­
щим параллельным нормальным .векторным полем £ дано в ра­
ботах Ю. Г. Лумисте и A. В. Чажмазяна [12], [13]. Результа­
ты этих ра'бот будут освещены ниже. В Rn указанный класс 
подмногообразий рассматривает Брюльман [27], Амато [25], 
О ликер [49]. В [27] изучается М2 с параллельным | и для сред­
ней кривизны Я(|) (след тензора AE) обобщается известное не­
равенство Хейнца. В [25] вводится понятие тангенциально ре­
куррентного параллельного 'векторного |поля £ и исследуется 
строение подмногообразия Мт с таким нолем в Rm+2- В [49] 
для компактного Мт с параллельным £, Det(Л£) -т-=0, найдены 
условия, при которых Мт принадлежит гиперсфере в Rn. Для 
неприводимого замкнутого Мт признаки принадлежности гипер­
сфере были установлены ранее Вегнером [62]. 

2. Автором в [16] для подмногообразия Мтв Кп(с) было 
введено понятие коммутирующего нормального векторного по­
ля. Так называется нормальное векторное поле 1&Х.±{Мт), для 
которого [As, A„] =0 для любого T]eXJ-(Mm). Из уравнения Рич-
чи (6) получаем, что векторное поле | является коммутирую­
щим тогда и только тогда, когда R^iX, У) £ = 0 для любых X, У б 
6X(ytfw). 

Покажем, что каждое параллельное нормальное вектрорное 
поле | является коммутирующим. Действительно, если V^ 1 — 0 
.для любого Х£Х(Мт), то R±(X, Г ) | = V> V ^ - V{cdot}f V i £ — 
— V[x,Y\% = 0 Ддя л ю б ы х -3-". Y&.(Mm). 

Если подмногообразие Мт является омбилическим относи-
•тельно |eS--(Mm), то [Ag, An]=-0 для любого ч}£Х±(Мт) (так 
'.как А% = Ъ1) и |—коммутирующее нормальное векторное поле. 

Если нормальная связность подмногообразия Мт плоская, 
т. е. Я*-(Х, К).- = 0 для любых X, Y&L(Mm) и любого 
l6X--(Mm), то каждое нормальное векторное поле £ является 
коммутирующим. 

Еще одним примером подмногообразия, допускающего ком­
мутирующее нормальное векторное поле, является подмного­
образие с параллельной третьей фундаментальной формой 
(см. п. 5 настоящего параграфа). 

3. Пусть Мт—подмногообравие пространства постоянной 
кривизны Кп (с), £ —некоторое нормальное векторное поле и 
Г-Ч —распределения на Мт, определенные равенством (8). 

В случае, когда векторное поле g параллельно в нормаль­
ном расслоении, в [12] и [13] доказаны следующие утверждения: 
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(A) распределения ГА«, определенные равенством (8), инво-
лютивны и их интегральные многообразия Мка образуют на М 
ортогональную сопряженную систему; т 

(Б) каждое Мх* (dimMx«>1) принадлежит ортогональной 
гиперповерхности некоторой связки прямых пространства Кп(с) 
и является вполне омбилическим в Мт; 

(B) Ки постоянно вдоль М^"(й1тМ%и>\), причем если 
Я„ = const, то Ж^" —вполне геодезическое в Мт подмногооб­
разие; 

(Г) нормальное расслоение N (Мт) подмногообразия Мп как 
подрасслоение нормального расслоения для M^(dimM^"> 1) 
является параллельным в нормальной связности подмногооб­
разия М <-, причем в его ортогональном дополнении .V-- инду­
цируется плоская связность; 

(Д) если все Т1» одномерны, то нормальная связность 
подмногообразия Мт является плоской; при п = т + 2 нормаль­
ная связность всегда плоская. 

Оказывается, что указанные утверждения имеют более об­
щий характер и выполняются при более слабых предположени­
ях (за исключением первой части утверждения (Б), для кото­
рой условие параллельности £ существенно). Это устанавли­
вается в доказываемой ниже теореме 5 и следующих за ней 
леммах. 

Теорема 5 (анонсирована в [16]). Пусть подмногообра­
зие Мт в Кп{с) допускает коммутирующее нормальное вектор­
ное поле | . Тогда: 

(а) распределения Т%", определенные вторым фундаменталь­
ным тензором Л.., согласно (8), инволютивны и их интеграль­
ные многообразия М%и образуют на Мт ортогональную сопря­
женную систему; 

(б) каждое Мх" (dim Мх<* > 1) является омбилическим отно­
сительно £; при этом I как нормальное векторное поле на Мх* 
является коммутирующим. 

Если тензор Л- имеет т попарно различных собственных 
значений, то нормальная связность подмногообразия Мт 
является плоской. При п=~-т-\-2 нормальная связность всегда 
плоская. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если подмногообразие Мт в Кп (с) 
допускает коммутирующее нормальное векторное поле g, то 
распределения Тх", определенные равенством (8), инволютивны 
(теорема 4, условие (в)). Покажем, что их интегральные мно­
гообразия 7ИХ" образуют ортогональную сопряженную систему. 
Пусть Х&ТХ". Так как AiA4 = AX[A% для любого r\&L(Mm), 
то AiA^iX)^А^А1{Х) = ХаА^(Х), т. е. A^(X)eT\ Если 
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Y&Txv (a + v) то, применяя тождество (3) для ц, получим 
' o--=g(A,(X), П=^х(«2(^> П. ч)-

Отсюда в силу невырожденности g-.-, следует, что 
а (X К)='0. Это и есть условие сопряженности . подпрост. 
ранета Т\\ Т*? (иф-о), x№m- Ортогональность этих подпро­
странств следует из известного факта линейной алгебры. Если 
все собственные значения К попарно различны и имеют крат­
ность 1 то все тензоры An одновременно с Ag приводятся 
к диагональному виду. Согласно известному критерию Картаиа, 
нормальная связность подмногообразия Мт будет плоской. 
При л = /я + 2 нормальная связность, как легко показать, 
всегда плоская. Если dimM*">l. то М а как подмногообра­
зие в Кп(с) является омбилическим относительно I (так как Л5 

на M%a имеет только одно собственное значение ка). Следо­
вательно, I на МК" является коммутирующим нормальным 
векторным полем. Теорема доказана. 

Из теоремы 5 следует, что утверждения (А) и (Д) имеют 
более общий характер и справедливы также тогда, когда 
векторное поле I является коммутирующим. При этом имеет 
место и первая часть утверждения (Г), которая является 
следствием того, что интегральные многообразия M " образуют 
ортогональную сопряженную систему [14]. Вторая часть этого 
утверждения является частным случаем следующего пред­
ложения [16]. 

Лемма \. Пусть выполняются условия теоремы 5 и пусть 
[Avi.5, Av±-'|= 0 для любых X, Y&L(Mm). Тогда в подрас-
слоении Л/1, которое является ортогональным дополнением для 
N{Mm) до нормального расслоения интегрального многообразия 
М "(din-Л- ">1), индуцируется плоская связность. 

Вторая часть утверждения (Б) является частным случаем 
следующего более общего предложения [16]. 

Лемма 2. Пусть подмногообразие Мт в Кп{с) является 
омбилическим -относительно v i l для любого Х£Х(Мт), где 
I—некоторое нормальное векторное поле (т. е., имеет место 
условие (г) теоремы 4). Тогда распределения Т ", определенные 
равенством (8), инволютивны и их интегральные многообразия 
Mu(dim/W">l) являются вполне омбилическими в Мт. При 
этом АчЧ(Х) = У{Ъи)Х, если X,YQT%U. 

Следствие 2. Пусть подмногообразие Мт в Кп{с) до­
пускает такое нормальное векторное поле \, что для любого X 
Avic-==0. Тогда имеют место утверждения леммы 2 и при 

-л 
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этом hu постоянно вдоль интегрального многообразия 
M*e(dlmMX">1). 

Геометрический смысл условия следствий 2 заключается 
в том, что ковариантная производная S7xl векторного поля | 
в точке xdMm не принадлежит первому нормальному прост­
ранству подмногообразия Мт. 

Леммы 1 и 2 доказываются точно так же, как и утвержде­
ния (Г) и (Б) (см. [13]). При этом более общие условия этих 
лемм к особым затруднениям не приводят. В качестве дополне­
ния к следствию 2 заметим следующее: можно доказать, что 
если тензор At имеет только два ПОСТОЯННЫХ собственных 
значения %v ?.-, то распределения Т*", Тх' будут параллель­
ными. Здесь условие постоянности Х{, Х2 можно заменить также 
условием минимальности подмногообразия Мт, а в случае, 
когда Мт есть гиперповерхность, можно ограничиться условием 
постоянности средней кривизны. В последнем случае Мт будет 
прямым произведением интегральных многообразий ЛТ\ М%', 
где М " (и. = 1, 2) является вполне омбилическим в .-Cm+i(c). 
Таким образом можно прийти к результатам Оцуки [51]. 
Первая часть утверждения (В) следует из следствия 1. Ответ 
на вопрос о том, когда какое-либо интегральное многообра­
зие M " является вполне геодезическим в Мт, дает следую­
щая лемма. 

Лемма 3. Пусть имеют место условия теоремы 5 и пусть 
М —некоторое интегральное многообразие, определенное по 
этой теореме. Следующие условия эквивалентны: 

(а) ограничение AgL{lambda}(, тензора A* на M " ковариантио 
постоянно; 

(б) М " является вполне геодезическим в Мт и А^^(У) — 
Л 

-~X(ku)Y для любых касательных к М " векторных полей X, Y 
Эта лемма обобщает вторую часть утверждения (В). 
4. Выше уже указывалось, что в работе [36] в евклидовом 

пространстве R„ было изучено строение подмногообразия Мт 
с параллельной второй фундаментальной формой а2. Там до­
казана теорема о разложении Мт в прямое произведение сво­
их вполне геодезических подмногообразий. При этом был 
использован тот факт, что вектор средней кривизны Я паралле­
лен в нормальном расслоении и тензор Ап является ковари­
антио постоянным. Если же Я заменить на произвольное нор­
мальное векторное поле I, то только условие коварнантной по­
стоянности A- недостаточно для упомянутого выше разложения 
подмногообразия Мт. Однако имеет место следующее предло­
жение, которое анонсировано в [16] без доказательства. 
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Т е о р е м а 6. Пусть подмногообразие Мт в Дп допускает 
коммутирующее нормальное векторное поле £ и пусть тензор 
Л | является ковариантно постоянным. Тогда распределения 
Т^ц. определенные равенством (8), инволютивны и параллель­
ны, их интегральные многообразия М%а являются вполне гео­
дезическими в Мт и образуют ортогональную сопряженную 
систему. При этом Мт=М^Х • • • ХМ%* и тензор А ± имеет 
собственные значения X (ка) (и — 1, . . . , t) для любого Х& (Mm). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X — произвольное касатель­
ное векторное поле и УвТ*"". Тогда 

0 —(VxAi-)(F)-X(К)Г+К(V^K)-L - Аъ((ЧхУУ)-A^Y). 

где (\7хУ)х±ТХи- Отсюда, в аилу коммутируемости £, получаем 

Х(%и)У-Ачк(Г)~0. 

Из первого равенства следует, что (УлгГ)1=0> т. е. распре­
деление Т%и параллельно. Тогда интегральное многообразие 
Мх" является вполне геодезическим в Мт. Второе из полу­
ченных равенств доказывает вторую часть последнего утверж­
дения теоремы. Так как интегральные многообразия M%Si 

образуют ортогональную сопряженную систему и распределе­
ния Т1и параллельны, то, согласно основной лемме в [45], 
Mm=MKiX • •• ХМ1'. Теорема доказана. 

5. Рассмотрим один класс подмногообразий с коммутирую­
щим нормальным векторным полем. Пусть Мт — подмногообра­
зие в Кп(с) и а 2 ~ е Г 0 вторая фундаментальная форма. Третья 
фундаментальная форма а3 подмногообразия Мт определяется 
как ковариантная производная от а2 в связности ван дер-
Вардена-Бортолотти, т. е., а3----ус..2 [14]. Говорят, что форма 
а3 является параллельной, если Vxa3 = 0 для любого X6X(Mm). 

Лемма 4. Пусть Мт является подмногообразием с парал­
лельной третьей фундаментальной формой а3

 в Кп(с). Тогда 
поле вектора средней кривизны Н подмногообразия Мт 
является коммутирующим. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (е^ . . . , е,,., ет+1,..., ел) — 
поле адаптированного к Мт ортонормированного репера и 
bfj -компоненты формы а2 в этом репере, где i, J, k,...= 
= 1,..., т, а, {$,... - т-\-1,..., п. Согласно определению 
формы а3, ее компоненты bffk определяются равенством 
-,?yj*--=,V**fy. г д е V A - V - V Так как VQ-3—0, то VpbfJk^0. 
Для любого подмногообразия Мт имеет место тождество-
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Риччи ([28], стр. 66) 

где Rp
ijk — компоненты тензора кривизны римановой связности 

подмногообразия Мт, 7?°̂  —компоненты тензора кривизны 
нормальной связности v 1 . Так как в нашем случае левая 
часть этого тождества равна нулю, то, свертывая правую 
часть с б'/ (символ Кромекера) и учитывая, что первые два 
слагаемых будут равны нулю, получим -/?" HP.----0, где Н$ = 
_ fc^S..; _компоненты вектора средней кривизны Н. Это равен-
ство является координатной записью условия коммутируемо­
сти Н. Лемма доказана. 

Таким образом, подмногообразие Мт с параллельной третьей 
фундаментальной формой сс3 мы можем описать по теореме 5 
при % = Н. Среди изучаемого класса подмногообразий интерес 
представляют псевдоомбилические. В частном случае, когда 
подмногообразие является минимальным, верна следующая 
лемма. 

Лемма 5. Пусть Мт является минимальным подмногообра­
зием с параллельной третьей фундаментальной формой се3 в 
К„(с), где с-sSO. Тогда Мт есть m-мерное вполне геодезическое 
подмногообразие. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сохраняются обозначения 
леммы 4 и пусть < а2 > 2 •== й™/-̂ , ( а3 >-•--= 6?//•&«*• Для произ­
вольного подмногообразия имеет место формула ([28], стр. 89) 

.1А < а, > 2 — б«(V*V,6?y) blJ + < а3 >2> 

где A-^e^VftV/ — оператор Лапласа. Так как форма а3 парал­
лельна, то V * V ; ^ = VX//- -0 и мы имеем 

- 1 д < а 2 > - = <а3>~. (17) 
Для любого тензора А типа (1,1) определим К (А) по формуле 

K(A) = U(A.<A) = \\A\\*. 
Тогда для любого минимального подмногообразия справедливо 
равенство ([28J, стр. 91] 

i А < СС2 > - = ОТС < а2 ) 2 - { s u m } ( / C ( A a ) ) 2 ~ 2 t f ( A a A p - A P - A « ) + 
а а, f) 

+ < <*3 > 2-
ГДе Ла-==Л-а. Сравнивая это равенство с (17) и учитывая, что 
с<0 , получим y<"(Aa) — ||.Aa||2—0. Следовательно, A-— 0 для 
любого a—т + 1 , . . . , л и подмногообразие Мт является вполне 
геодезическим. Лемма доказана. 
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Аналогичный результат Для случая подмногообразия Мт с 
параллельной второй фундаментальной формой в /•>„ доказан 
Ферусом [36]. 

Интересно то обстоятельство, что на подмногообразии с па­
раллельной третьей фундаментальной формой возникает сим­
метрический ковариантно постоянный тензор. Это позволяет 
дать новое описание локального строения подмногообразия. 
Точнее, имеет место следующая теорема. 

Теорема 7. Пусть Мт является подмногообразием с па­
раллельной третьей фундаментальной формой <х3 в Кп(с) и 
пусть вектор средней кривизны Я непараллелен в нормальном 
расслоении. Тогда тензорное поле B = AA--, где А —оператор 
Лапласа, является ковариантно постоянным в римановой связ­
ности V подмногообразия Мт и имеет постоянные собственные 
значения. Распределения 

r«:xeMm .{to} т*х={Xer, (Mm); в (Х)=хих), 
где %и {и. •— 1,. . . , t)—-собственные значения тензора В, парал­
лельны и инволютивны, а их интегральные многообразия Ма 

являются вполне геодезическими в М,п. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сохраняются обозначения, 

введенные при доказательстве леммы 4. Тогда Aff = (Nabfj), 
где #а--=й"бА, —компонента^ вектора сРеДней кривизны Я, и 
В^=(кНаЬЪ)< гДе A==6{cdot}e?VpVff — onepaTOp Лапласа. Так как 
'»?/*•=--Vftft?/ (компоненты формы а3) ковариантно постоянны в 
.вязностиу, то H^==4P_{babkl)~baP(iki== 4LpHa также кова­

риантно постоянны, где \ 7 ' = - " ' 7 ь VJ"P —б*-0-7*". Тогда 
A (Hab?j) = WVpV, {НаЬЪ) = 2 V lpHa .Vpft?j = 2HX/p. 

Следовательно, 
v , №ЬЪР) = v *я £ • ь%+Hi vkbf/P= 

=ЩЬЪЛ (ек)-Н1Ь\1р<4 Ы =0, 
где со£ —локальные l-формы нормальной связности Vх- Это и 
доказывает, что тензорное поле В ковариантно постоянно в 
связности V- Далее, если Х£Г и, а У —произвольное касатель­
ное к Мт векторное поле, то 

0 = (VrB)(X) = V(Xtt)X + buVyX-B{X7rX) 
или 

y^X + KiVrX^-BdVvX)1)^, 
где (VKX)1 обозначает компоненту \/уХ, ортогональную к 
Т ". Из последнего равенства следует, что Y(Xa) = 0, т, е. 
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Я,,------const, и (VKX)J---=0, что доказывает параллельность Т " 
Для доказательства остальных утверждений теоремы доста 
точно сослаться на теорему \. Теорема доказана. 

§ 4. ПОДМНОГООБРАЗИЯ С КОММУТИРУЮЩИМ Р-МЕРНЫМ 
ПОДРАССЛОЕНИЕМ НОРМАЛЬНОГО РАССЛОЕНИЯ 

1. В настоящем параграфе будет показано, что к описанию 
локального строения подмногообразия М,п в Кп(с) с парал­
лельным р-мерпым подрасслоением Np нормального расслоения 
N{Mm) можно подойти с более общей точки зрения, если ввести 
понятие коммутирующего подрасслоення NpaN(Mm). Сначала 
сделаем обзор результатов имеющихся исследований. 

Понятие p-мерного параллельного подрасслоення Np нор­
мального расслоения N(Mm) подмногообразия Мт евклидова 
пространства Rn впервые было введено Ю. Г. Лумисте в [10] 
под названием р-мерной поднормализации. В пространствах по­
стоянной кривизны /(„ (с) подмногообразия Мт с параллельным 
подрасслоением N"c:N(Mm) рассмотрели Чен и Яно [32]. Одна­
ко существенный прогресс в описании локального строения ука­
занного класса подмногообразий был достигнут в работах 
А. В. Чакмазяна [20], [21], [22], [23], Ю. Г. Лумисте и 
А. В. Чакмазяна [13]. Оказалось, что их строение тесно связа­
но со строением тангенциально вырожденных подмногообразий 
и подмногообразий, несущих ортогональную сопряженную сис­
тему (в частности сеть), которые были исследованы в работах 
М. А. Акивиса [1], [2], В, В. Рыжкова [18]. 

Если подрасслоеиие Np нормального расслоения N(Mm) под­
многообразия Мт в Кп{с) является параллельным, то и его 
ортогональное дополнение Nn-m-~ в N(Mm) также параллельно 
[101, [32] 

Пусть .V — p-Mepnoe, вообще говоря, непараллельное, под 
расслоение в N(Mm). Обозначим через Мт+Р подмногообразие 
о К,,(с), образованное p-плоскостями Ni>xczNx(Mm), проходя­
щими через точки xGM,„, т. е. Жш+/ — U NP. Подмногообразие 
М„ч„ определяет свое каноническое расслоение jt:Em+/,{to}Mm, 
где Ет+Р -••••. {(х, у) | хШт. yfflp) и л(х,у)~=х. К ритические 
точки отображения <9'Ет+р-*Мт+р, где <P(x, у)=*у, называют­
ся фокальными точками, а их образы в Мт+Р при отображении 
<р —фокусами. 

Фокусы на NP, при параллельном Л/-9, составляют некото­
рую алгебраическую поверхность Fx, называемую фокусной 
поверхностью в N/ [1]. Она имеет размерность (p — l). Ана­
логичной фокусной (л — m — р — ^-поверхностью F* обладает 
плоскость д/".™"--.-. 
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В [21] доказано, что если подрасслоение N? нормального 
расслоения N(<Mm) подмногообразия Мт в Кп(с) параллельно 
и в каждой точке хШт обе фокусные поверхности E* и F х 
не имеют кратных компонент, то как Fx, так и F* распадают­
ся на совокупности т плоскостей. При ЭТОМ подмногообразие 
М несет ортогональную сопряженную сеть линий и имеет 
плоскую нормальную связность. Связности в подрасслоениях 
ДГР И Nn~m~p, индуцированные нормальной связностью V 1 , 
также ЯВЛЯЮТСЯ плоскими [13]. В более общем случае, когда 
фокусная поверхность Fx не имеет кратных компонент, a Fx 
имеет кратные компоненты, подмногообразие Мт несет орто­
гональную сопряженную систему поверхностей [22]. При этом 
фокусная поверхность Fx распадается на т (p—l)-плоскостей, 
среди которых, вообще говоря, могут быть и кратные и, кро­
ме того, связность в подрасслоении Nv является плоской. Верно 
и обратное: если связность в параллельном подрасслоении N* 
нормального расслоения N(Mm) является плоской, то фокусная 
поверхность Рх распадается на т (р—1)-плоскостей, среди ко­
торых могут быть и кратные [13]. Имеет место следующее 
предложение, доказанное в [13]. 

Т е о р е м а 8. Пусть подмногообразие Мт в Кп(с) допускает 
параллельное подрасслоение ^-нормального расслоения 
N(Mm) и пусть нормальная связность V-- индуцирует в Np пло­
скую связность. Тогда Мт является объединением замыканий 
своих областей таких, что: 

(1) каждая из них несет ортогональную сопряженную сис­
тему (Т1,..., Г ) ; 

(2) максимальные интегральные многообразия М" (и=\,... 
..., t) распределений Ти размерностей / и > 1 , проходящие через 

некоторую точку х ОДНОЙ ИЗ областей, принадлежат вполне ом­
билическим (п—р) -поверхностям; 

(3) центры последних принадлежат p-плоскости N / , при­
чем они лежат на плоских компонентах фокусной (р—1)-по­
верхности Fx; 

(4) эти плоские компоненты, соответствующие J-, образуют 
поверхности, касающиеся с (m—-iu+p) -плоскостью, натянутой 
на Nx

p и на ортогональное дополнение Ти
х в "..(Л.,,,). 

В теореме 8 интегральные многообразия Ми распределений 
Ти при /„>1 являются поверхностями кривизны подмногообра­
зия Мт относительно подрасслоения N* (подмногообразие 
М'аМт называется поверхностью кривизны подмногообразия 
Мт относительно подрасслоения Np, если его касательные 
пространства ТЯ(М') являются собственными подпространства­
ми тензоров A|, где | 6 N / ) . В случае, когда нормальная связ­
ность подмногообразия Мт является плоской, поверхности кри­
визны были введены и исследованы Оцуки [50] и Рекцигелем 
[53]; в [53] доказан также частный случай теоремы 8 при 
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р = л—т. В этом случае Мт несет ортогональную сопряженную 
систему подмногообразий М", u = l , . . . , t, где каждое М", при 
сЦтЛ4и>1, является вполне омбилическим в /(„(с) подмногооб­
разием. Если при этом подмногообразие Мт является полным, 
то таковыми будут и Ми [54], В [13] указаны также условия, 
при которых подмногообразие Мт в К„(с) допускает парал­
лельное p-мерное подрасслоение NpczN(Mm) с плоской связ­
ностью в нем. 

К подмногообразиям с параллельным нормальным подрасслое-
нием Np относятся подмногообразия Мт в Кп{с) с параллель­
ным тензором кривизны нормальной связности ./?--, т. е. 
vi (RL{X, У)Ю-Я^(X- У) vi*-=o для любых X, у, гещмт) 
и любого leX1 (M,„). Такое Мт в Кп(с) изучают Коларес, 
ду Кармо [33]. Доказано, что подрасслоение NczN(Mm), где 
Nx = {txGNx (Mm); RX {X, У) £ - 0 для любых X, Г} является 
параллельным (заметим, что связность в N плоская и примр-
иима теорема 8); если при этом Мт минимальное и связное 
подмногообразие, то оно содержится в своем первом соприка­
сающемся пространстве. Компактное M2 с параллельным Д1 

в SnczRn+\ является либо поверхностью Веронезе в SA, либо 
минимальной поверхностью в S3. 

2. Есть исследования, в которых параллельность подрасслое-
тшя Np не требуется. Последующее изучение покажет, что и 
определяемое ниже коммутирующее Np, вообще говоря, не обя­
зано быть параллельным. 

Подмногообразия Мт в Кп(с) с непараллельным р-мерным 
подрасслоеинем N" (р=1, р — п—т—Л) нормального расслоения 
N(Mm) рассматривают Чей и Яно [30], [31], [32]. Непарал­
лельное нормальное единичное векторное поле (направление) £ 
называется квазипараллельным относительно другого нормаль­
ного единичного векторного поля г\, если ковариантная произ­
водная V ^ | для любого XdX(Mm) коллипсарна тгц, т. е. если 
V.-Lg = 0(A)ii, где 0 — некоторая 1-форма на Мт ([28], 
стр. 175). Если подмногообразие Мт является омбилическим 
относительно непараллельного нормального направления |, а 
% —- квазипараллельиым относительно нормального направления 
•Л, ортогонального к £, то Мт есть квазиомбилическое относи­
тельно Ti подмногообразие (т. е. тензор Л„ имеет два различных 
собственных значения и кратность одного из них равна т—1 ) 
[31]. Если подмногообразие Мт является омбилическим относи­
тельно (п—т—1)-мерного непараллельного нормального под­
расслоения N"-m~l, то оно представляет из себя геометрическое 
место (т— 1)-сфер в Кп(с), причем единичное нормальное век­
торное поле т] дополнительного одномерного подрасслоения 
является квазипараллельным относительно некоторого нор­
мального единичного векторного поля £ в А/"-"-1 ([32], [28], 
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стр. 183). При tn>3 подмногообразие Мт в Кп{с), омбиличе­
ское относительно непараллельного нормального подрасслоения 
Nn-m~l, является конформно плоским [32]. Известны и другие 
условия, при которых подмногообразие Мт ( т > 3 ) представля­
ет из себя геометрическое место (m—1) -сфер и является кон­
формно плоским. Для этого достаточно, например, чтобы Мп-Ъ, 
было псевдоомбилическим, имело плоскую нормальную связ­
ность и непараллельный вектор средней кривизны Н с ненуле­
вой постоянной длиной ([28], стр. 189). Конформно плоским 
подмногообразиям посвящена отдельная глава в монографии 
Чена [28]. В последние годы конформно плоское подмногооб­
разие Мт в евклидовом пространстве Rn исследовали Мур и 
Морван [46], Сэкидзава [55], Китагава [40], Огава [48]. 
В [46] доказано, что подмногообразие Мт в Rm+P (m>4, р< 
<т—3) является вполне квазиомбилическим (т. е. на Мт су­
ществуют р единичных попарно ортогональных нормальных век­
торных полей ет+ь . . . , ет+р таких, что относительно каждого из 
них Мт является квазиомбилическим) тогда и только тогда, 
когда Мт — конформно плоское подмногообразие (необходимость 
доказна Ченом и Яно [28]). В каждой точке х конформно 
плоского в Мт в Rm+p (т>4, р^т—3) с положительными секци­
онными кривизнами касательное пространство Тх(Мт) содер­
жит подпространство размерности г>т—р, во всех направле­
ниях которого нормальная кривизна имеет одинаковые значе­
ния; получаемое при этом омбилическое распределение инво-
лютивно и дает омбилическое подмногообразие в Мт и Rm+P 
[55]. Эти результаты остаются справедливыми, если освобо­
диться от условия положительности секционных кривизн в Мт 
[40]. В [48] исследуются омбилические подпространства кон­
формно плоского Мт с отрицательными секционными кривиз­
нами. 

3. Покажем, что исследование строения подмногообразия Мт 
в Кп(с) с параллельным р-мерным нормальным подрасслоеии-
ем можно включить в более общую схему. 

О п р е д е л е н и е 1. р-мерное подрасслоение Np нормально­
го расслоения N(Mm) подмногообразия Мт будем называть 
коммутирующим, если для любого geiV33 имеет место R^iX, 
Y)%&Np для любых X, УбХ(Мт). 

Пусть N1 — одномерное коммутирующее подрасслоение нор­
мального расслоения N(Mm) подмногообразия Мт и gGN1 — 
единичное нормальное векторное поле. Тогда мы мол-сем напи­
сать RX{X, y ) i = e(X, У)|, где в — некоторая 2-форма. Приме­
няя уравнение Риччи (6), будем иметь 

0=-£([As, As] (X), Y)=g±(RJ-(X, У)[|, g ) - 6 ( X , У). 

Следовательно, | является коммутирующим нормальным вектор-
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ным полем. Очевидно, что всякое ненулевое векторное поле 
1,Ш1 также является коммутирующим. 

Л е м м а 6. p-мерное параллельное подрасслоение N» нор­
мального расслоения N(Mm) подмногообразия Мт является 
коммутирующим. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть gGNp. Так как Np —параллель­
ное подрасслоение, то Vjf 1&NP для любого XGX(.Mm). Следова­
тельно, ЯХ(Х, y)|6N-- для любых X, У.бХ(Мт), что и требова­
лось доказать. 

Следующая лемма обобщает соответствующее свойство па­
раллельного подрасслоения Np (см. п. 1 настоящего па­
раграфа). 

Лемма 7. Если p-мерное подрасслоение NJ'czN(Mm) яв­
ляется коммутирующим, то таким будет и его ортогональное до­
полнение Nn~m-p в N(Mm). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть £G.V, r\£Nn-m-p. Так как для 
любых X, Y&(Mm) имеем RX(X, ПЕб-У"- то из уравнения 
РИЧЧИ (6) следует, что [A*, A-,]-—0. Но тогда и 
gx(R}- (X, Y)T], |)==0. Отсюда, в силу произвольности £, полу­
чаем, что Ri~(X,Y)r\ ортогонально к NP, т.е. R1 (X, Y) vfe 
Qj\jn-m-,> Д л я любого т] из Nn~m~p. Лемма доказана. 

При доказательстве леммы 7 мы получили, что [A-, Л-] = 0 
для любого IQNP И любого i]£N"-m~p. Верно и обратное: если 
/V-"—-такое /?-мериое подрасслоение в N(M,n), что [Л-., Ац]=0 
для любого h,QNp и любого r\$Nn-m-P, то NP~ коммутирующее 
подрасслоение. 

Изучим один частный класс подмногообразий с р-мерным 
коммутирующим нормальным подрасслоением. 

О п р е д е л е н и е 2. Коммутирующее подрасслоение N" нор­
мального расслоения N(Mm) подмногообразия Мт будем назы­
вать вполне коммутирующим, если любое нормальное векторное 
поле %QNP является коммутирующим. 

Следующие леммы доказывают существование подмногооб­
разий этого класса. 

Лемма 8. Если подмногообразие Мт является омбиличе­
ским относительно р-мериого подрасслоения Np нормального 
расслоения N{Mm), то N-—вполне коммутирующее подрас­
слоение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 1&NP. Тогда Аъ=%1 и, следова­
тельно, | является коммутирующим нормальным (векторным 
полем. Тогда _R-(X, У)£---0 для любых X, YGX{Mm) и подрас­
слоение N* является коммутирующим. Лемма доказана-

Л е м м а 9. Пусть подмногообразие Мт допускает парал­
лельное подрасслоение Np нормального расслоения N(Mm), в 
котором нормальная связность Vх индуцирует плоскую связ­
ность. Тогда Np является вполне коммутирующим подрас­
слоением. 

95 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть geJV-\ Так как связность в N" 
плоская, то i?--(X, Y)l = 0 для любых X, У<5Х(Мт), что и требо­
валось доказать. 

4. Пусть Nv является p-мерным вполне коммутирующим под-
расслоением нормального расслоения N(Mm) подмногообразия 
Мт. Тогда [Аь A„] =0 для любых нормальных векторных по­
лей | , т) таких, что г\х, g-6NP (x6Mm). Отсюда следует, что в не­
котором базисе пространства Тх(Мп) все тензоры Аь где 
Z,xeN/, одновременно приводятся к диагональному виду. Одна­
ко в этом случае, связность, возникающая в Np, не обязана 
быть плоской, что имело бы место, если бы Np было парал­
лельным. Тем не менее справедлива следующая теорема, ко­
торая обобщает часть теоремы 8, доказанной в [13]. 

Т е о р е м а 9. Пусть Мт является подмногообразием в Кп(с) 
с вполне коммутирующим p-мерным подрасслоением Np нор­
мального расслоения N(Mm). Пусть ет+\,..., ет+р — такие ли­
нейно независимые нормальные векторные поля, что (eh)xGN^ 

х&Мт, (k = m+l,..., m+p ) , а Ат+и ..., Am+3, — соответствую­
щие им вторые фундаментальные тензоры, которые в некото-
poM ортонормированием базисе пространства Тх(Мт) одновре­
менно приведены к диагональному виду. Тогда 

тлмт)=тх*®...@тх', 
где каждое TJ (/=1 г) является подпространством соб­
ственных векторов для всех Aft, отвечающим только одному 
собственному значению. Распределения Т* (в той области на 
Мт где их размерности постоянны) инволютивны и их интег­
ральные многообразия М' образуют ортогональную сопряжен­
ную систему. Каждое М1 при dimMJ '>l является омбиличе­
ским относительно подрасслоения Np. Если все Р одномерны, 
то нормальная связность подмногообразия Мт плоская. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть М1,..., М' — подмногообразия 
в М,п, полученные по теореме 5 при | = em+i. Пусть dimM*>L 
Тогда М1 является омбилическим относительно ет+, и, следова­
тельно, em+l является коммутирующим нормальным векторным 
полем для М1. Покажем, что ет+2 также является коммутирую­
щим нормальным векторным полем на М1. Так как ет+2 яв­
ляется коммутирующим на Мт, то RX(X, Y)em+2 = 0 для любых 
X, УеХ(-Мт) и, в частности, для таких X, У, которые будут ка­
сательными к М1, Теперь коммутируемость ет+2 на М1 следует 
из того, что N(Mm), как подрасслоение нормального расслое­
ния N(Ml), является параллельным (в силу того, что М1,.., 
..., М' образуют на Мт ортогональную сопряженную систему). 
Точно также векторы поля е т + 3 , . . . , ет+р являются коммутиру­
ющими на М1. Следовательно, подрасслоение Nv будет вполне 
коммутирующим на М\ Теперь мы можем к М1 применить тео­
рему 5 при 1 = ет+2. Продолжая до тех пор, пока исчерпаются 
все ek, получим такие подмногообразия М 1 , . . . , Мг, что при 
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dimMJ>l M> будет омбилическим относительно векторных по­
лей em+h . . . , ет+р, а следовательно, и относительно подрасслое-
ния Nv. Если все V одномерны, то все вторые фундаментальные 
тензоры Д„ где TieNn-m-p, также будут приведены к диагональ­
ному виду, в силу [A„, /lft] =0, для любого Ь т + 1 т+р. 
Отсюда и следует, что подмногообразие Мт будет иметь пло­
скую нормальную связность. Теорема доказана. 

Пусть в теореме 9 подрасслоение №, кроме того, является 
параллельным. Тогда связность в N" будет плоской и мы можем 
в качестве векторных полей ет+и..., еп+р, указанных в усло­
вии теоремы, взять единичные взаимно ортогональные парал­
лельные нормальные векторные поля | т + ь . . . ,|т+3) (в Np такие 
векторные поля существуют [13]). В этом случае интеграль­
ные многообразия М3 при dimMJ>1 будут вполне омбиличе­
скими в Мт и омбилическими относительно подрасслоения NF 

(на каждом шаге применяется лемма 2, а параллельность, на­
пример, .векторного поля £и+2 на Мх будет следовать из его па­
раллельности на Мт и параллельности N(Mm) как подрасслое­
ния нормального расслоения для М1). Таким образом, при ука- „ 
занном дополнительном условии, мы приходим к результату 
10. Г. Лумисте и A. В. Чакмазяна [13]. Отсюда же при р — 
= п—т получается результат Рекцигеля [53]. 

Если подмногообразие Мт допускает (п—т—\)-мерное ком­
мутирующее подрасслоение Nn-m-i нормального расслоения 
N(Mm). то единичное нормальное векторное поле | его ортого­
нального дополнения N1 будет коммутирующим и подмногооб­
разие Мт можно описать по теореме 5. 

Пусть подмногообразие — Мт является омбилическим относи­
тельно подрасслоения Nn~m-X нормального расслоения N(Mm). 
Тогда, очевидно, нормальная связность будет плоской. Если 
%—единичное нормальное векторное поле, ортогональное к 
дгп_т-1, Т0 еГ0 ковариаитные производные V^ | для любого 
ХеК{Мп) принадлежат N1-"1-' и подмногообразие Мт является 
омбилическим относительно Ч£ £ для любого X, т. е. имеет 
место условие (г) теоремы 4 и можно применять лемму 2. 

В заключение следует отметить, что вопрос о строении под­
многообразий Мт в Кп{с), допускающих коммутирующее р-мер-
ное (р>1) подрасслоение нормального расслоения, остается по­
ка открытым. Открытым остается также поставленный в [13] 
вопрос о строении подмногообразий Мт с р-мерным параллель­
ным нормальным подрасслоением Np с неплоской связностью 
как в нем, так и в его ортогональном дополнении Nn~m~p. 
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