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СТАТИСТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА КВАНТОВЫХ СИСТЕМ1)

Давид Рюелль

В статье показано, что методы, применявшиеся ранее для случая классических 
систем частиц, могут быть распространены на квантовые системы частиц с попарным 
взаимодействием. В частности, для малого канонического ансамбля доказано (для 
большого класса потенциалов) существование термодинамического предела свободной 
энергии частиц при бесконечном увеличении системы.

Введение
Цель этой статьи — распространить на квантовые системы неко­

торые результаты, установленные для классических систем в преды­
дущей статье [4], которую мы теперь будем называть статьей I.

Прежде всего необходимо дать точное определение гамильто­
ниана Н. Это сделано в п. 2 с помощью метода, предложенного 
К. О. Фридрихсом. В п. 1 установлены некоторые свойства следа 
оператора е~$н . В п. 3 показано, как, используя эти свойства, рас­
пространить большинство результатов, установленных в статье I для 
случая классической системы частиц с попарным взаимодействием, 
на квантовые системы. В некоторых местах мы отсылаем читателя 
к статье I за доказательствами, которые здесь не воспроизводятся.

1. Предварительные леммы о следах
Пусть А — самосопряженный оператор с областью определения DA, 

плотной в гильбертовом пространстве ЗТ Мы предположим, что А 
ограничен снизу, т. е. существует константа а, такая, что для лю­
бого 9 £ Da

(?. М )  >*(<?, ?)- (1)
Л е м м а  1. Если оператор е~А имеет конечный след, то для  

любого конечного ортонормированного набора векторов сpt ^ D A, 
i =  1... п; (<pj, ?;•) =  §ij- Имеет место не равенство

П
2 ехР[~(®*> v̂ cP/)] <  Tr (2)
/ = 1

Д л я  любого е >  0 можно указать такую ортонормирован- 
ную систему из достаточно большого числа векторов <pt <?, € О а 
i =  1... п, чтобы выполнялось неравенство

Т г е -Л  — 2 е х Р [ — (? /.  Асрг) ] < з .  (3)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как оператор е~А имеет конечный 

след, то его спектр дискретен и каждое собственное значение имеет

*) R u e l i e  D., Statistical mechanics of quantum systems of particles, Helv. 
Phys. Acta, 36, № 6 (1963), 789—799.
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конечную кратность. Пусть А г, А2,..., А п — последовательность соб­
ственных значений (причем каждое повторяется столько раз, какова 
его кратность), расположенный в неубывающем порядке. Из ортонор- 
мированности системы срг найдем 1), что

к к
k =  i ,..., п, где л : =  (?„ л ? г) 2). (4)

i=l i=l
Первая часть леммы будет доказана, если показать, что

2
i= 1 /=1

Положив z 0 — l, z k =  exp 2  A-t j £ =  1,..., я — 1, получим

z klz k - l > z k + l l z k

k=:l i= 1
z*

Дифференцирование no 2 ,..., z n дает

dzkF ( z v . . . , z n) ■ Zk(KZ*_i г Г ) ^ 0’ k 1’" -’ n l ’

i - F ( z , . . z , ) ~  ̂ > 0 .

(5)

(6)

(7)

( 8) 

(9)

Итак, F — неубывающая функция от z v ..., z n. Согласно (4), z k умень­
шается, когда Ai заменяются на А'., откуда и получается (5). Дока­
зательство второй части леммы тривиально.

З а м е ч а н и е .  Если Т ге~А расходится, то неравенство (2) три­
виально и для любого положительного N  можно выбрать систему 
(?г)> 1 где п достаточно велико, чтобы

2 ехр[—(срг, Лсрг)]>7У. (10)

*) Пусть \ 1 <  12 < . .  . <  < . . .  собственные значения самосопряженного опе­
ратора А. Тогда

=  inf ш ах(/, Л /),
"/,<=» f&n 

11/ 11=1
где vn — /г-мерное подпространство пространства (см. К у р а н т  и Г и л ь б е р т ,  
Методы математической физики, стр. 119—121). Заметим, что если f £ V  с  33, то 
( / ,  Af )  =  ( / ,  Pv APv f),  где Pv  — оператор ортогонального проектирования на про­
странство V.  Рассмотрим в качестве V пространство, натянутое на 
В нем можно выбрать новый базис {/*}, такой, что

(А . А А ) =  max ( / ,  А Ж /ь  A f t )  =  max (f,  A f ) .  fev, n/n=i /ек,(/,/А)=о
П П

Тогда SpPyAPy = 2  (<р/, Л<р/) =  2 ( / / ,  Л/j) , но очевидно, что

(//» А//) i
(где Аь — собственные значения оператора А ) .— Прим, перев.

2) Последовательность А\ мы будем считать неубывающей.
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Мы можем выразить неравенство (1), написав А^>аЕ. Так как 
А >  аЕ, то мы можем на области определения оператора DA ввести 
новое скалярное произведение

[<Р> Ф] =  (<Р> И +  (1 — <*) Я)<!>). (П)

D a может быть пополнено по этому скалярному произведению (11) 
до гильбертова пространства ЬА и каноническое вложение LA в S3 
взаимно однозначно. Предположим, что D c D A и D плотно в ЬА 
относительно скалярного произведения (11). Легко видеть, что соот­
ношение (3) может быть удовлетворено с помощью ортонормирован- 
ной системы 4 i£D .

Пусть, в самом деле, векторы фг £ DA, 1 < л < Ж  выбраны так, 
что (фг, ^ )  =  Ц и

П

Т г е - * - 2 ехр[-(<!>„ ^ ) ] < - i - .  (12)
i=i

Пусть векторы ф* сходятся по норме (11) к векторам фг. Если ф̂  
подвергнуть ортогонализации по исходному скалярному произведению 
в 33, то легко видеть, что полученные таким образом векторы ср* все 
еще будут сходиться к фг по норме (И) (2); неравенство (3) следует 
отсюда очевидным образом.

Мы можем рассмотреть эту задачу с несколько иной точки зре­
ния. Пусть Ad — некоторый симметрический и не обязательно само­
сопряженный оператор, определенный на области D, плотной в SB, 
и ограниченный снизу Аа >  аЕ. Мы можем ввести в D новое скаляр­
ное произведение

(ф,(Л0 + ( ! - « ) £ ) ? )  (13)
и пополнить его до гильбертова пространства ЬА по этому скалярному 
произведению. Каноническое отображение LA в 58 опять будет взаимно 
однозначным. Теперь, согласно Фридрихсу, **AD имеет одно и только 
одно самосопряженное расширение (назовем его Л), область опреде­
ления которого (обозначим ее DA) содержится в ЬА.

Итак, мы оказались в ситуации, рассмотренной выше, и неравен­
ство (3), таким образом, установлено для Л, причем в левой части 
неравенства £ D. Из вышеприведенных замечаний ясно, что если Аи 
и Л назвать Л и Af  соответственно, то можно вновь сформулировать 
лемму 1 следующим образом.

Л е м м а  2. Пусть Л — сниметрический оператор с областью 
определения D, плотной в 33. Мы предположим, что он огра­
ничен снизу, и обозначим Af его расширение по Фридрихсу. Пусть 

1 <  / <  п и (срг, ср;.) =  8j. Тогда
П

2  ехр [— (<р„ Лсрг)] <  Tr eAf . (14)
i — 1

Очевидно, что достаточно проверить утверждение для п =  2. Пусть 
4? “ ♦Фи Ф* —* Фг по норме (11). Заметим, что так как (ф15 ф2) =  0, то 
(Ф?> У*)—* О- И> кроме этого, [ф*, ф*| ограничены в совокупности.
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Рассмотрим последовательность ok =  ф* — (ф*, ф*)ф*. Тогда

№2 -  ?*. Фг -  ?*] =
= (Фг ~ Ф* + (Ф*> Ф?) Ф*• (А ~ (1 — а) Б) (Фг ~ Ф* + (Ф?» Ф*>Фх)) =
=  (Ф2 — Ф| .  ( Л - ( 1 - а ) £ ) ( ф 2 - ф * )  +
+  2 (ф|, ф?)((Л +  (1 - а ) £ ) ( ф 2 -ф * ), ф*) +

+  (Ф?. Ф‘2)(Ф?. (Л +  (1 - а ) £ ) ф ‘) - 0.
Если Tr e~Af конечен и если г — любое положительное число„ 

то можно выбрать систему {<?{}, ! < ! / • <  я, из достаточно боль­
шего числа векторов, чтобы

П

Tr e~Af  — 2  exp [— (<ft, Лсрг)] <  з. (15)
i - 1

Если Txe~Af расходится и N  — любое положительное число, то 
можно выбрать систему {»,}, 1 - < / - < « ,  где п достаточно ве­
лико, чтобы

П
S  е х Р I— (?/» Аъ)\ >  w .  ( 16>
i=i

Отсюда мы немедленно получим наш главный результат.
Л е м м а  3. Пусть симметрические операторы Ах и А2 опре­

делены на областях Dx и D2, плотных в и соответ­
ственно, D2 a  D v Мы предположим, что Л, и Л2 ограничены 
снизу, что Т ге~(АМ конечен и что А2 — А 1^.аЕ на Г>2. Тогда 

конечен и выполняется неравенство
Т г e~{Â f -< е~а • Т г е~(А •>/. (17)

Для любой системы векторов { ? , • } ,  1 • < / - < « ,  лежащих в  D.,, и таких, 
что (срг, ?j) =  %j, мы имеем

П П
2 ехр[ —(<р„ Л2<р,)]<е- * 2  ехР[— (?/> А1<р/)]<еа Тге-<А>>Е. (18)
1=1 i=1

Сравнив неравенства (16) и (18), мы видим, что Тг£~(Л̂  не может 
расходиться, а из неравенств (15) и (18) вытекает (17).

Л е м м а  4. Пусть симметрические операторы А х и Л2 опре­
делены на одной области D, плотной в Мы предположим, 
что Ах и А2 ограничены снизу и что T re~Wi)7 и Тх е~(А̂  конечны. 
Тогда если 0 -< ах 1 и ах +  а2 =  1, то

Тг £-(">л .+м»>/ ̂  (Тг е~(Аму'  (Тг е~<АМр.  (19)
В самом деле, для любой системы {?,•)> 1 -< i •< п, векторов, принад­
лежащих D, и таких, что (<?г, <р;-) =  о), мы имеем с помощью неравен­
ства Гельдера 11

2  ехр [ -  (<р„ (ахЛх +  а2Л2) ср(-)] =
/= 1 П

=  2 ( еХР [-(?/» ^1СР/)])а,(еХР [~  (?/> ^2?/)])’ ’ <
/=1

< ( S exP l -  ( ь  А ’ ^ > ]Т 1( 2 ехр I— <ср*> л 2?/)])01- ; (20>
«•=1 /=i
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2. Определение гамильтониана и ограничения, 
накладываемые на потенциал

Пусть Л — (замкнутый) куб с объемом V  =  X3. Мы назовем 
(соответственно 33 )̂ гильбертовым пространством измеримых и интег­
рируемых с квадратом функций с р ^ ,...,  х п), симметричных (соответ­
ственно антисимметричных) по своим п векторным аргументам. Ска­
лярное произведение в задается формулой

(<Р. Ф)=  ̂ d x r ...-dx„<p(xlt..., лгл)ф*(*!,..., х„). (1)

Система /г одинаковых частиц, заключенных в кубе Л, описывается 
гамильтонианом

H = T  + U, (2)
П

(3)
t  =  l

(C/<p)(X) = U ( x lt..., x „ ) f ( x lt..., х п) (4)
(оператор Н  рассматривается соответственно в пространствах 23̂  или 
23£, смотря по тому, являются ли частицы бозонами или фермионами), 
где Ai — лапласиан по i -й координате и U предполагается веществен­
ной измеримой функцией, симметричной по своим аргументам и огра­
ниченной снизу, принимающей, быть может, значения +  оо в области, 
которая будет указана ниже*). Квантовомеханическое описание нашей 
системы требует, чтобы Н  был самосопряженным оператором, под­
ходящим образом выбранным на замкнутом подпространстве или 
ЗЗц (в зависимости от сорта частиц). Пусть D* 2 (Л)" — многообразие 
дважды непрерывно дифференцируемых функций с носителем в (Л )"и2)

D" =  {?:?€»„.  *ЛРС®0}. ' (5)

Мы вначале определим Т и U как операторы с областями опреде­
ления D2(A)"n23o и D" соответственно.

Симметрический оператор А, определенный на плотном подмно­
жестве гильбертова пространства 23, называется существенно само­
сопряженным (essentially self-adjoint), если он имеет одно и только 
одно самосопряженное расширение, т. е. в том и только том случае, 
если его замыкание является самосопряженным оператором. Опера­
тор 7', однако, не является таким, так как квантование свободных 
частиц в ящике с твердыми стенками и с периодическими граничными 
условиями дает два различных самосопряженных расширения Т. Мы 
выберем здесь самосопряженное расширение оператора Т, которое 
определяется тем, что в качестве собственных функций расширенного 
оператора Т0 выбираются непрерывные функции <р, обращающиеся в О 
на границе куба (Л)л и удовлетворяющие уравнению

П

( 2  ~  ( й г ) -  jc«) =  o (6)
i~ 1

5) При условии симметричности хп) подпространства S q, инва­
риантны относительно оператора И.—Прим, перев.

2) Начиная с этого места, мы будем опускать индексы S и А, если утвер­
ждения справедливы в симметричном и антисимметричном случаях.
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внутри куба (Л)л (ящик с твердыми стенками). Это самосопряженное 
расширение Т0 оператора Т совпадает с его расширением Фридрихса: 
T0= T j ,  как показано в добавлении. Мы обозначим D'  область 
определения Т0.

Для каждого числа а >  0 определим множество 
=  { X : X  £ (А)" и найдутся г, у, i ф  у, такие, что [ X t — Х } | <  а}. (7)

Пусть £/а(АГ) =  +  оо, если X  £ R a и Ua(X) =  0 в противном случае- 
Обозначим 33а подпространство 930, состоящее из функций <р, обращаю­
щихся в 0 ha R a, так что мы можем написать С/а<? =  0 для ср £ 93а. 
По определению оператор Т +  Ua =  Та, определенный на D2(A)n f|23a, 
все еще не самосопряжен, но мы покажем в добавлении, что его рас­
ширение Фридрихса может быть физически интерпретировано как 
гамильтониан системы шаров, заключенных в ящике с твердыми стен­
ками. Обозначим Da область определения Та. Мы сейчас рассмотрим 
случай потенциалов U (х), таких, что U (х) =  +  оо для х 6 U (-*0 
принимает конечные значения в точках х € / ? а и область D2(A)nC\D", 
на которой определен Т -f U, имеет замыкание $В„ с  $80 при некото­
ром а > 0 .  Пусть S  — подмножество (Л)", образованное такими точ­
ками X,  что U (X) не интегрируема с квадратом в окрестности х. 
S — замкнуто. Очевидное необходимое и достаточное условие того, 
чтобы D2 (Л)" pi D" =  состоит в том, чтобы множество S \ j R a имело 
меру 0. В этом случае мы определим гамильтониан как самосопряжен­
ный оператор в

H*=(T + U)f . (8)
Это определение, конечно, справедливо, когда (T-\-U)f  совпадает 
с замыканием T0-\-U (т. ё. когда U =  Ua-\-U', U'  — ограниченный 
оператор). Представляется трудным, однако, дать достаточно общие 
условия, при которых это верно (см. Като [1]). Поэтому, так как 
определение гамильтониана (2.8) очень удобно для дальнейшего, мы 
будем придерживаться его, оставляя в стороне вопрос точного описа­
ния случаев, когда оно физически оправдано.

В заключение этого пункта мы введем ограничения на рассматри­
ваемые потенциалы. Эти условия А и В уже рассматривались в клас­
сическом случае (см. I). Потенциалы, удовлетворяющие указанным 
ниже условиям, обеспечивают плотность области определения Т +  U 
в 33а.

Условия, накладываемые на потенциал. Пусть Ф(х) можно пред­
ставить в виде

Ф (х) =  Ф1 (я) +  Ф2 (л:), (9)
где функция Фх(х) и Ф2(х) зависят только от |х |  и удовлетворяют 
условиям:

Aj. Фх (л;)—измеримая неотрицательная функция. Множество 
{x:®j(x) =  +  oo} совпадает с { А : | х | < а ;  а > 0 } .  Если обозначить 
через о — множество всех х,  таких, что (х) не интегрируема с квад­
ратом в окрестности х,  то о есть объединение множества (х:Ф 1(л:) =  
=  +  оо} и замкнутого множества меры нуль.

А2. Ф2 — непрерывна и абсолютно интегрируема. Если представить 
Ф2 в виде

Ф2 (х) =  (2«)-8'2 J  dpelP* Ф2 (р), (10)

то Ф2(р) неотрицательна и Ф2(0)^>0.
8 . Существует число такое, что Ф(х)<С0 при
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3. Неравенство для свободной энергии 
и формулировка результатов

Так как U (х) ограничена снизу, то из определения (2.8) и лем­
мы 3 п. 1 вытекает, что при 1х е~$н конечен. Это следует
из хорошо известного факта, что Тг конечен. Мы можем поэтому 
интерпретировать е~$н /Тх е~$н как матрицу плотности нашей системы 
для канонического ансамбля с температурой Т =  (З- 1 и определить 
свободную энергию /  на одну частицу по формуле

/  ((3, Л, я) =  Тг е-$н . (1)
Из леммы 3 следует, что /  возрастает, если значения потенциалов 
увеличиваются. Другое простое свойство состоит в следующем. Если 
кубы содержащие л (- частиц, находятся друг от друга
на расстояниях не меньше R и если все они содержатся в кубе Л, то

N  N  N

( 2  Л ’ 2  « » ) < 2 А*’ "<)• (2)
<=1 j=i i=1

Мы можем теперь построить нижнюю грань /([3, Л, п) л > 0. Прежде 
всего мы знаем (см. I п. 1), что если потенциал Ф удовлетворяет 
условиям Л и В, то функция U (х) допустит оценку при х г £ Л, 
1 <  i л.

U (х) >  4 “ (■А -  В )  для X >  Х0, (3)

где А, В, Х0 — положительные константы.
Если Ф имеет твердую сердцевину с диаметром а > 0 ,  мы полу­

чаем

/  (р, Л, л) >  4  (  A JL -  В )  +  / Д (3, Л, л), (4)

где / а есть свободная энергия для твердых шаров
в-»Р/„(Р. Л, л) =  Тг<Г(,г«. (5)

Очевидно,
/ « (Р, А, /г) >  Л  (р, Л, л); / 0А ((3, Л, л) >  /§  (р, Л, л), (6)

где знаки А и S  относятся соответственно к системам из бозонов или 
фермионов. Поэтому достаточно найти миноранту для /£ . Имеем

е~яР/®(Р. А, л) =  2 ^ /2“ ( - г ) 2( 2  k]) ,  (7)
ft i = l

где сумма распространена на все наборы векторов (&!,..., kn) = k со 
строго положительными целыми компонентами. Если положить с =
=  и можно написать

оо

е-п?/о (м .л)^ ^  Хп'е~п =  (1 — Х<?-сА5)_1. (8)
»'=° ft

Если теперь 0 < Х < 1 / 2 ,  то log(1 — х ) > — 21 и тогда

Р / о ( Р *  Л , « ) > 1o g z +  - ^ - 2 1° g (1 ~ ^ e - ck" ) > \ o g 1 - ~ ^ e - ck\  (9)
k k
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Теперь, так как
оо со

k=l  О

1 /  * \3/2rai \8/2 , 3 / « \ з / 2  /1ЛЧ
к ~ г )  - х\ щ )  • ( ю >

то имеем

Р/5(Р. л > « )> iogx-2xQ ^)3/2.-^ . (П>
Если взять Х =  [(//г/27г )̂3/2 - (Х3//г -f- 2)]_I, то 0 < Х < Д / 2 ,  и поэтому

У?(Р. Л, » ) >  -  l o g [ ( i ) 1,!. f  +  2] - 2 ; ( 12)

из (4), (6) и (12) мы можем получить наконец неравенство

Р/(Р. Л. • )> т (^ т - в) - ||> 8 [ё Г - т + 2] “ 2- (,3>
С другой стороны, имеем неравенство

оо

s * - * -  > ( j ^ - i ) * - [ 4 ( - f r - i r -

- ^ ( т Г - ^ - К ч Г * - ' ] -  <14>
Поэтому, используя ту же технику, что и при первом выводе оцен­
ки (3.8), в 1 мы получим

Р/(Р> v ) < - 3 1 o g  [ ( ^ y V ,/3~  Ю  — l] . (15>
где

<”'3>  *  +  ( ? ) ' ”
Мы закончим наше изучение неравенств для /  замечанием, что, как 

и в классическом случае, /  есть вогнутый1) функционал потенциала. 
Это немедленно следует из лемм 4 и 3 п. 1 .

Оценки' (2), (13) и (15) для свободной энергии очень похожи на 
оценки, найденные в классическом случае. В частности, оценки (13) 
и (15) становятся совершенно идентичными оценками (2.5) и (3.8) в 1 
при фиксированном (3. С другой стороны, доказательства теорем, уста­
новленных в I для классического случая, основывались главным обра­
зом на этих свойствах и легко могут быть распространены на кванто­
вый случай. Единственное исключение составляет только доказатель­
ство непрерывности давления как функции удельного объема (при 
постоянном (3) для ограниченного потенциала. Мы не будем рассмат­
ривать здесь эту задачу; остальные же теоремы мы просто сформули­
руем в той форме, которую они принимают в квантовом случае. Пусть 
v~x означает плотность наиплотнейшей упаковки шаров диаметром а. 
Для канонического ансамбля получаем следующий результат.

Т е о р е м а  1. Пусть N t (1 < о о ) — последовательность на­
туральных чисел, стремящаяся к со, и V  £ — последовательность
положительных чисел, таких, что lim Хг^= V V a. Если снова

') Ф у н к ц и о н а л  <р(/) н а з ы в а е т с я  во гн у ты м ,  есл и  д л я  0 < я ,  < 1 ,  ■= 1».
<? (“i/i + “2/ 2) <  (Л) + “г? (/г)- — Прим, перев.
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обозначить Лг кубы с объемом V т о  последовательность 
N'),  1 ^  / <С[оо, сходится.

И т / ( Р ,  Д „  7Уг) =  / ( [ 3 ,  v) (16)
i—уоэ

и ее предел зависит только от р и v.

Т е о р е м а  2. Функция Р/(Р, v), определенная при  Р > 0 ,  v^>va, 
непрерывна по переменным р, v, вогнута по Р, убывает и вы­
пукла по v. Она удовлетворяет неравенствам

Р/ (Р. V) >  1  ( 4  -  в )  -  |ог [ ( 5 Г + 2] -  2 ' <17>

Р/ (Р, ®) <  -  з log [ ( § ) ' V й -  R) - 1 ]; >  r  +  ( ^ ) ‘,г. (18)

При изучении большого канонического ансамбля мы ограничимся слу­
чаем потенциала без твердого ядра.

Пусть X =  е?е; мы определим

gpv.pwxv)^ Е(р, X, V) =  2 ^ “ "Р/(Р,К’И)- (19)
л=о

Тогда получаем
Т е о р е м а  3. Когда V стремится к бесконечности, р { р, X, V) 

имеет предел
lim р (Р, X, V ) = p { %  X) =  шах VI  . (20)

V-+oo 0 < V <  +  oo V

Если для любого v существует df /dv,  то

/ ( Р .  v ) - v %  = s
и мы получаем

/>(Р, *) g — /(ft. у) ^
V

а /
dv ’

Заметим, что изученные в I свойства статистической суммы для клас­
сического случая остаются справедливыми и в квантовом случае.

Я признателен профессору Р. Джосту за очень полезные советы 
по поводу некоторых доказательств, содержащихся в этой статье, 
и профессору В. Баргману за то, что он прочел первоначальный ва­
риант работы. Я хочу поблагодарить профессора Дж. В. Оппенгеймера 
за оказанный мне радушный прием в Advansed Study Institute.

Добавление
Пусть куб Л определен соотношениями 0 С-*,-<Х, / = 1 , 2 , 3 .  

Пусть функция <р*(х) (К — натуральное число) обращается в 0 при 
jc <  0, х  и

?*(■*) =  ( т ' ) 1/2й‘п (~т^ те)  для 0 < * < А- (Д-1)
Если К  — трехмерный вектор [К = {kv k2, &3)], то положим

9к (х ) =  П, ( * i )  ( * 2 ) ?k3 ( л 8). ( Д .2 )

Все векторы с натуральными компонентами можно расположить в бес­
конечную последовательность. Выберем такое расположение и для 
каждой неубывающей (в смысле установленной нумерации) последова­
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тельности оЖ = ( К1, К 2,..., К п), положим
П

^ w = r i v W '  (Д-3>
»=1

Пусть теперь S n — симметрическая группа порядка п; тс £ S n. Мы 
будем считать с(и) =  0, если тс — четная подстановка, и a(it) =  1, если 
тс — нечетная подстановка. Пусть, наконец,

к Х  =  тс ( X j , . .  *, Х л ) =  (Х ц  (1) , * - • , JCk  (и))  .

Каждой неубывающей последовательности <Ж мы поставим в соот­
ветствие функцию

't'a/f =  N 2/C 2  'f’ePf (тел:)- (Д-4>
*esn

Для возрастающей последовательности <Ж определим функцию

*eSB
Положительное число N к выбрано так, чтобы (соответственно <|̂ >) 
имело норму 1 в (соответственно в SBq )• Мы определим самосопря­
женный оператор Г$(Г$) на 93£(93£) следующими формулами:

(Д-6)
/ = 1

пМ -ъгС  т ) ’ ( 2 <*'«&•)• (Д-0
/=1

Очевидно, что Г0 есть расширение Т. Мы покажем, что Т0 совпа­
дает с Г / ,  доказав, что вектор лежит в гильбертовом простран­
стве LT, т. е. в пополнении D2 (A)n[\D" по скалярному произведе­
нию (ф, T<f). Это скалярное произведение на многообразии D2(A)n(]D" 
задается формулой

п 3

(Ф. г<?) = - ^ \ d x v -..-dxn 2  2  + ......■ж*)*’) X

Х Ля>)' (Д '8> 

Пусть теперь а} (х) (у — натуральное) — последовательность непрерывно 
дифференцируемых функций, таких, что

aj (л;) =  а} (X — х), 0 <  а1 (х) <  1, а1 (л:) =  0 
при х  -< 0, х  X

и а’ (л:) =  1 для -у- <  х  <  X — -j- . Рассмотрим

?{(■*)= J r f y ( - r ) 1/2-TL.C0s ("T Llc) a / ^ '  (Д-9)
—  со

По аналогии с (Д.2, 3, 4, 5) построим функции (я). Совершенно 
ясно, что сходятся фДл:) в LT. Рассмотрим более общий само­
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сопряженный оператор Та =  ( Т U a)f , а ^ О . Так же как и для Т f , 
скалярное произведение (ф, ( Г -f £/J<p) задается на £>2(Л)ЛП93Я выра­
жением

(< М 7 '  +  £ / . ) ? )  = <И * 1>

X

• , *„)*! х

(Д.Ю)

Через [ф, <р] обозначим его расширение на всем пространстве LT+Ua. 
Если <р — собственная функция (Т -\-Ua)f , т. е.

Т а<р =  Еу, (Д.11)
то ср £ 1 т+1]л. Мы можем написать cp=l lmfy,  где ф;- £ D 2 (Л)” (!©„*

j —>оо

и последовательность сходится в гильбертовом пространстве LT+Ua. 
Согласно (Д-10), это значит, что производные первого порядка (по 
каждой из переменных) сходятся в L2(Rm ). Так как сходимость 
в влечет за собой сходимость в смысле обобщенных функ­
ций* 1 2 3 4 5) и так как производная обобщенных функций является обобщен­

ной функцией, то первые производные от <р, рассматриваемые как  
4 обобщенные функции, суть квадратично интегрируемые функции. 

С другой стороны, если 9 £ D2 (Л)” П !6а, мы имеем

(£ср, g )  — [ср, g]  =  lim [<|>„ g]  =
/ - >  oo

=  Ит(ф„ (T + ua)g) =  (cp, (7’ +  U a)g),  (Д.13)
/—>•00

и поэтому
( 9,  ( r  +  U e - £ ) g ) - 0 .

Это значит, что в открытом множестве ((Л)" — /?а)° (внутренности 
((Л)я — f i j )  ср удовлетворяет уравнению в частных производных

П
2 ( — ( Д- 14>

i- 1

в смысле обобщенных функций.
Отсюда следует, что ср — аналитическая функция в ((Л)'1 — /?а) 

и удовлетворяет там уравнению (Д.14) в обычном смысле (см. [5], 
стр. 145). Эти два свойства, которые мы установили для собственных 
функций ср оператора Та =  (Т +  Ua)f , позволяют нам рассматривать 
его как оператор, описывающий систему твердых шаров в ящике 
с твердыми стенками.

*) Имеется в виду пространство обобщенных функций над пространством 
финитных бесконечно дифференцируемых функций 3N  переменных.
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