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Вопросы аппроксимации на отрезке [0,2л] некоторых классов аналитических функций, 
имеющих период 2л, конечномерными подпространствами тригонометрических полиномов рас­
сматривались в работах С.Н.Берштейна, И.И.Ахиезера, М.Г.Крейна, А.Ф.Тимана [1], И.И.Иб­
рагимова и других [2] . Для некоторых из этих классов были получены точные и асимптоти­
чески точные оценки ряда п-поперечников (см., напр., [2 ] - [3 ] ) . 

Однако в случае приближения в £ p (R) (р*1), где R-{sc:-co<x<«}, непериодических функ­
ций основными аппроксимативными множествами являются бесконечномерные подпространства 
целых функций конечной степени [4] и подпространства сплайнов [5]. Модифицируя некото­
рые результаты К.Шеннона, В.М.Тихомирова, Динь-Зуига (см., напр., [6]), Г.Г.Магарил-
Ильяев ввел для широкого класса бесконечномерных подпространств в L?(1R) понятие средней 

размерности и определил соответствующие аналоги колмогоровского, бернштейновского и 
линейного поперечников [7]. t 

Касаясь других известных подходов к определению поперечников, основанных на ис­
пользовании бесконечномерных подпространств, отметим работы Ф.Г.Насибова [8] и В.Е.Май­
орова [9] . 

1 - Используя [7], приведем определения средней размерности и поперечников классов 
функций на прямой. 

Пусть (X, II • II) есть нормированное пространство; ВХ - единичный шар в X; L\n(X) -
совокупность всех линейных подпространств в X; hmn(X)={LeL\n{X): dim L«n},. n e Z + . Наи­
лучшее приближение множества AcX множеством ВcX обозначим E(A,3,X)=sxip{mf{\\f-<p\\x: 
<р е B}:f е А}. Под Ат (Г>0) понимаем сужение множества А с 1р(Ю на отрезок [ -Г, Г ] ; 
Lin^CMR)) (р*1) есть совокупность таких подпространств L е Lin(i^(R)), что множество 
(L Л Ш# (R))_ предкомпактно в L ( [ - Г , Г]) VT>0. p i р 

Для l e L i n (L (R)) ( р * 1 ) величину 
? jr(T,L,L№)) 

d i m d . I (R)) = limlim inf —е- -2 , 
р е - о т->» 2Т 

где 

X (Г, L, L (R)) = min{neZ + :3MeLinAL ( [ - Г , Г])) ; E((L П BL (Ю)т, М, LЛ[-Т, Г ] ) )<е} , 
ъ р т т* р p i p 

называют средней размерностью L в Lp(R). Пусть Вд р (а>0; р * 1 ) есть сужение на R про­

странства целых функций экспоненциального типа с, принадлежащих L (R). При этом Я е 
р °>р 

е Lin (L (R)) (р*1) и dim(B ;L (R))=o"A. 
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Пусть р И и 5Ш есть центральносимметричное подмножество Lp(R); N>0. Величины 

2нт,ЬШ - ud{sup{M{\\f-<p\\L (v):^L}:fG<m}:f,eUncap(!R)), dim(L, Lp№))*N}; 

b„m,L (R)) = sup{sup{LfbBL (R) с ЗП: e > 0 } : l eL in , (b <R)), 
rt p p с p 

Lp№))>N, dN(LПSIp(R), i , ( R » = l } 

называют соответственно средним поперечником по Колмогорову и средним TV-поперечником 
по Бернштейну. 

Как отмечено в [7] , пространство Вдр (р*1) удовлетворяет условию dN(Ba рГ\ВЬр(Ю, 

L ( R ) ) = l . Также имеют место неравенства 

bNm, Lp№) * dN№, Ьр(Ю). (1) 

2 . Обозначим через л/ (D(h)) класс аналитических в полосе 
Р 

функций f(z), при любом | у | < А удовлетворяющих условию 

{J l/(x+iy)l'(f*} * 1. 

Сужение класса л/ (27(A)) на R обозначим символом л^(К(А)) . 
р р 

Пусть для <р(х)еЬр(Ю Ag(p)pUL\nf{\\<p-g\\L (Л):деВдр). В раде работ (напр., [10]) 
С.Н.Бернштейн подробно исследовал связь структурных свойств ограниченных на R функций 
/>(х) со скоростью стремления к нулю их наилучших приближений подпространствами целых 
функций В в метрике LJJR). Так, например, для ограниченной на R функции <р(х) и числа 

h>0 условие 

Hm sup hx/4<p) * е" Л 

О ' в о 

а -*оо 

является необходимым и достаточным для того, чтобы <р(х) имела однозначное аналитическое 
продолжение в полосу D{h), ограниченное сверху во всякой полосе | у | * А ' , где А'«А. 

Перечисленные выше средние N-поперечники позволили перейти от изучения асимптоти­
ки наилучшего приближения целыми функциями степени а индивидуального элемента р(х)еЬр(Ю 
к изучению асимптотики более емких аппроксимативных характеристик функциональных мно­
жеств. 

3 . Основным результатом данного сообщения является 

ТЕОРЕМА. Яусть l«p*S«>, N > 0 и П^(-) есть любой из средних N-поперечников !,,(•) 

или Ь ^ ( ' ) . Тогда справедливы следующие предельные равенства 

lim supn* / w (jrf"U>(fc)),L ( R ) ) - е ' я А . (2) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть х есть произвольная точка на R и 0 < А, < А; Г А ^ { z e C : 

\z-x\=hj. Тогда для любой функции f(z)es/p(D(h)) в силу формулы Коши по окружности 

имеем 

/»>(х ) = f ^ / d + A ett)e-imtdt; roeN. 
2яА™ Jo * 

Используя обобщенное неравенство Минковского, отсюда получим 
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I l / ( m ) l l , . „ * |*7Г |/(x+A,e«)|fdxV/Pdf * S i (3) 

т.е. / ж ) ( х ) с L p(R); m e IN. 

Из ( [1] , c.253) следует, что для /(x)eLp(R), у которой fim\x)eLAR), справедливо 

неравенство 

* ! * ~ т | | / ( т \ ( К ) - <4> 
Обозначая 

A ( j**(£>(f t ) )}^ s u p А (/) 
О Р Р ю <* ' Р 

/ е ^ Ш А ) ) 

и полагая m=|[o ' f tJ , где [a J есть целая часть числа а, на основании (3)-(4) и формулы 

Стерлинга получим оценку сверху 
йиЛЖЛ))) * с(пло)1/2е~"Н*, (5) 

0 Р р * 

Здесь с - независящая от с и Л постоянная. 
Пусть O=KN, где 7/e(R, N>0 . Учитывая, что dim B^N P=N, а также учитывая произволь­

ность выбора ft»e(0, ft) и определение величины dN, из (5) и (1) имеем 

Mm supnl/s(j^(D(h)),L (R)) « е " я А . (6) 

Для получения оценок снизу полагаем о* ^лЛМ-е, где е > 0 есть произвольное число. В 

пространстве целых функций В рассмотрим шар 
#»р 

5 = {деВ i II all, « e

_ u w + E ) A } . 

Поскольку для произвольной функции деВ справедливо неравенство ([11], с.115) 

{JR \g(x+iy)\?dxy Р * 11<7(х)1̂  ( R ) e 0 l N + £ ) l ! " , 

то для любого |у| <Л и д е S имеем /Г | о(х+гу) |pdx\ / ? * 1. Следовательно, 5 с 

с Л (Z?(ft)). Используя определение величины Ьи, отсюда получим 
Р 14 

bJ*S*(D(h)), L (R)) * е - ( я " + £ ) А . (7) 
Гч р р 

В силу произвольности выбора f >0 и (1), из (7) имеем 
lim \nfnl/N(s^{D(h)), L (R)) & е" я А . (8) 

ЛГ-.» N p P 
Соотношения (2) следуют из (6) и (8), чем и завершается доказательство теоремы. 
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