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М. Г. КАРАТОПРАКЛИЕВА 

К Т Е О Р И И У Р А В Н Е Н И Й СМЕШАННОГО ТИПА 
С Р А З Р Ы В Н Ы М И К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А М И . I 

Краевые задачи для уравнений смешанного типа с разрывными ко­
эффициентами рассматривались в работах [1—15] и др. 

В настоящей статье рассматривается одна краевая задача для урав­
нения смешанного типа с разрывными коэффициентами в многомерной 
цилиндрической области. 

Пусть G — ограниченная область пространства R m точек х={хи 

... , хт), являющаяся суммой двух областей GW и G<2> и разделяющей 
их (m—l)-мерной гладкой поверхности о. Введем обозначения: D = Gx 
X (О, Г), D0={(x, 0) :#£G}, DT={(X, Т) :xdG}9 S T = d G x [0, Г] , от — 
= а х ( 0 , Т). Пусть Z)(') = G(r>X(0, Г), 0) :*6G<">} и = 
= {(х, 7 , ) : x 6 G W } , r = l , 2 . 

Рассмотрим операторы 

3>О>ИЗЕ*О>(х , / ) ^ L + a O ) ^ , / ) ^ L + , # ( i > w в Ж ) г 

d 2 w , , n w „ ди 2>Wu=kW(x, t)-^j2-+a^{xi t) _ + e ^ ( 2 ) a в D<2>,< 

где 
m m 

r = l , 2. 

Предположим, что а М б С ' ф М ) , £<r>, «<r>, a « , oW, , - ^ j - 6 C ( 0 M ) , 

a « s = o ( ' ) . i, / = 1 , . . . . m: Y! o ^ M j ^ v , У! £2. в D<r> для любого век-
ij 3' Ч 1 

i, j = l ( = 1 

тора 1={Ь, ... , - U ) G R w , где v r = c o n s t > 0 ; ftw<0 на Z)« ( r = l , 2 ) . 

Функция &<r> меняет знак в Z)(f>\£>(J) произвольным образом, так что <2?|(г) 

является оператором смешанного типа в Z)<r>\Z)(

0

r) (r~l, 2 ) . 
Положим Р - г = { ( * . 0) 6 Л<;> :#'>(*, 0 ) < 0 } , Р~ г = {(*, Г) 6£>£>: 

Г ) < 0 } и P + > r = {(*, 7) :*<••>(*, Г ) > 0 } , r = ' l , 2. 
З а д а ч а А. Найти функцию и(х, t) в D такую, что 

5 ' ( i ) M = / ( i ) в Dm, 2'Wu=fw в ZM2>, (1> 

« О ) = M ( 2 ) | , и ( П _ 

in 

где /<г> и y<r> — заданные функции; = a<r? [cos(/z, Xj)] 

(3) 

д№') ~~ .*r\ ~*J L ^ d x t 

/г — нормаль к ar , внешняя по отношению к и^ = и Ъ ZHr> ( r = l , 2 ) . 
Обозначим через Wl

2 Q (D) подпространство пространства Соболева 
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[16] Wl

2(D), являющееся замыканием в норме W\ (D) множества всех 
бесконечно дифференцируемых в D функций, равных нулю вблизи Sr . 
Отметим, что если ST — гладкая поверхность, то Wl

2 Q(D)=:{v£W2 (D): 
v=0naST}. 

Будем предполагать, что f( r>GL 2(Z) ( r )), 7(^6С 1 (Z)<r>) и что у (^.п = 

- m i n { y W ( ^ , t): (х, / ) еЖ г > } > 0 , г = 1 , 2. 
О п р е д е л е н и е 1. Функцию и(х, t) будем называть обобщенным 

решением из пространства W\(D\ задачи А, если u£Wl

2 0(D), и=0 
на DT И выполняется интегральное тождество 

7П 

ди_ djkvy^) 2 а , г }

 д и (̂У(Г)Л) 2 J { 

+ ( а<г> + 2 я([> + я ( г ) и ) Y ( r ) r |—f ( r ¥ r ) *l } dxdt=0 

(4) 

для любой функции i\GWl (D), r ) = 0 в m-мерных окрестностях в D0 

множеств Р- j и Р - 2 и в m-мерных окрестностях в DT множеств Р+ х 

и Р+ 2 (эти окрестности могут быть разными для разных функций г\). 
Отметим, что в случае, когда ftO) = — 1, &( 2 )=0, о с ( 1 ) = 0 и с с ( 2 ) = 1 , 

задача А рассматривалась в работах [8, 9 ] , где доказаны единствен­
ность и существование обобщенного решения с конечным интегралом 
энергии. 

Единственность обобщенного решения из W\(D) задачи А в случае, 

когда &<г>^0 на г = 1 , 2, доказана в [17]. Б настоящей работе до­
казывается существование обобщенного решения из Wl

2 (D) задачи А. 
Л е м м а 1. Пусть x\GWl

2 0 (D) и ц=0 в пг-мерной окрестности Т° 
в Do множества PoczD0 и в m-мерной окрестности Тт в DT множества 
PTCZDt. Тогда существует последовательность функций {y)i}czC00(D) 
такая, что r\i=0 вблизи ST в m-мерной окрестности в Do множества Ро 
и в m-мерной окрестности в DT множества Рт ( t = l , 2, . . и x\i-+x\ 
Ъ W\(D) при i-+oo. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть m-мерная, лежащая на плоскости t — 
= 0 окрестность множества Р 0 , такая, что T°f\D0 = а Тт—т-мер-
ная, лежащай на плоскости t = Т окрестность множества Рт, такая, что 
Т т П DT=TT. Тогда если dist {дР0\ дГ°} - d0 и dist {дРт; dTT}=dT, 
то d = min(d0> dT) > 0. Пусть 0 < p < d / 4 . Введем обозначения: Т\ = 
= {(*, 0 ) e y ° : d i s t 1(х, 0); 0 > ° ] > р } , Tl = {(х, Т) £ Тт :• dist 1(х, Т)\ 
dfT]>p}, У р = {х:(х,0)£?1}, Жт

Р-{х:(х,Т)£Тт

р}, Г°Р = Г°Р П А>, 
Tl = fT

p П DT, Wl = wl{]G, Wl = W^[\G. 

Пусть ^ 2 = З^рХ [—p, 2p], Шт

0 = ¥1х [T —2p, T + p] и хЦ , x£ 
суть соответствующие им характеристические функции. Положим ср£ = 

= ( ~ ) m + 1 J %№ т ) с о ( ~ ^ т ^ " ) х ( ' ~ ^ г ) d № д л я t = ° ' Т у г д е 0 ) 6 

eC°°(Rm), suppco = { * G R m : V ^ + - • • + * £ < ! } , с о > 0 , ю(—*) = <©(*),' 
. J а>(*)Жс= 1, и K£C°° (R1), suppx = [— 1, 1], х(—<) = *(*), х > 0 , 
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§ x(t)dt = 1. Так как v\£Wl

2i0{D), то существует последовательность 
—г 
функций {Рг} с : С 0 0 (D), равных нулю вблизи S r которая сходится^ 

(D) к функции г]. Легко видеть, что функция Р г(1—фр—Фр) (D) 
и равна нулю вблизи S T и на множествах wlpX [О, р] и Ж2РХ[Т—р, Т]. 
Тогда она равна нулю и на множествах Т% и 3^2Р> являющихся в силу 
условия 0 < p < d / 4 m-мерными окрестностями множеств Р 0 и Р г соответ­
ственно. Нетрудно показать, что для любого е > 0 существуют числа г е и 
р 8 такие, что г е > 0 , 0 < p 8 < d / 4 и 

IIЛ-Рг8 ( 1 - Н w\ ( D) < Е -

Пусть числа ei, е 2 , . . . такие, что 8 г > 0 и е*>ен-ь i=l, 2, . . . , и е/-^0 

при i - > o o . Полагая ^==Рг- £.(1—ФР°Е.—ф^ е.), * = 1 , 2, . . . , получаем требуе­

мую последовательность функций. Лемма доказана. 
С л е д с т в и е 1. В определении 1 достаточно потребовать, чтобы 

тождество (4) выполнялось для любой функции r\eC°°(D)f равной нулю 
вблизи ST в m-мерных окрестностях в D0 множеств Р~ х и Р~ 2 и в т-
мерных окрестностях в DT множеств Р+ х и Р+- 2 . 

С л е д с т в и е 2. Для любой функции r^W\ 0(D), равной нулю 
на DT(Do), существует последовательность функций из С°*(В); равных 
нулю вблизи S T и вблизи DT(D0), которая сходится в W\(D) к функ­
ции Т). 

Пусть Q° ={(х9 t)GDM:№(x9 0 = 0 } , Q + = { ( ^ , t)eD^:k^(x9 t ) > 0 } , 

Q~={(x9• t)^D^:k^(x9 f ) < 0 } , r = l , 2. Обозначим через л* прямую, 
проведенную через точку (х9 0) параллельно оси Ot. Будем рассматри­
вать следующие три случая: 

&<г> не меняет знака в D^r\ т. е. £< г><0 или k^^O в D<r\ (5) 

£(г> меняет знак в и когда л х fl Q~fl Q+¥=0 для #6G ( r ) , то каждая 

точка множества лх П Q~ П принадлежит некоторому замкнутому 

отрезку точек множества nx[)Q°r и при этом inf {dist {nx[]Q+; тсх{] Q~): 

xbGV и j f e f l Q + ^ 0 , я * П О ; ^ 0 } = < * (

о

г ) > О , (6) 

&<r) меняет знак в D<r> произвольным образом и липшицева в Z)>r). (7) 

Пусть выполняются условия 

д2№ да^ д2у^ 

min ^ а ( г ) _ т - _ _ / ) в 6 « > 0 , г = 1 , 2 , (9) 

(10) 

d( a< r>Y ( r )) d 2(&< ry r>) _ a w Y ( r ) + _ ^ _ L _ J Ш > 0 в DW, г = 1 , 2, (11) 
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A SL < ° « - v - - (Y ( ;> n )Wx > 4 ц ( г ) , r = l , 2, (I2)f 

- а ( г ) > H a jj(r) r = i о 
(13) 

где 

B>= max { ^ - , V<>, 1 6 ^ 
1*1.2 I v ;

 И з ' V J 6 « > ( Y W " ) 2 

о v 1 min ' 

[-2.-^-(^)-](*. o | 
(14) 

max 

i> j = l 

j = l i = l 
<Эа<*> для всех £GRm. Постоянная pW такая, что |x ( J>=0, если — — ^ 0 в D^l\ 

Л дам 1 
а в противном случае |i (

3° = max j — (*, / ) \ c№(x, t)]-1 У. 

Т е о р е м а 1. Яустб выполняются условия (8)—(13) и какие-либо 
два из условий (5)—(7) (одно для г = 1 , а другое для г=2). Тогда су­
ществует обобщенное решение uQW\(D) задачи А при произвольных 
f^eL2(D^) и f(2>GL2(Z)(2)). Для него справедлива оценка 

М ^ ^ т Ч ^ т . + Ш ' Ч ^ ) , } . (15) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем теорему методом конечных разно­
стей. План доказательства следующий: 1) строим разностную схему 
исходя из тождества (4) и условий и \ D = 0 и и\ = 0 ; 2) показываем, 

что эта схема устойчива относительно правой части, откуда следует, что 
она имеет единственное решение иА; 3) для решения иА выводим под­
ходящую априорную оценку, которая позволяет нам применить резуль­
таты О. А. Ладыженской [16, гл. VI, § 3] и найти некоторую функцию 
uGWl

2 0(D); 4) показываем, что и является обобщенным решением из 
W\ (D) задачи А. 

Проведем доказательство теоремы в случае, когда выполняется усло­
вие (7) для г = 1 , 2. Пусть 0ъ(х, t) — открытый шар в R m + 1 с центром 
(х, t) и радиусом е > 0 . Тогда dQ°c= IJ {<?е(*. t): (х, t)£dQ0

r}== \dQ*r)B. 
Множество ( d Q ° ) e является е-окрестностью множества dQ°. Обозначим 

через <Ы№ е-окрестность множества D ( r ) \ (dQ° ) З е . Положим 

< Р ( ; ) ( ^ 0 = ( 4 Г + 1 I x{r)(6.e)»(2i=i-,2bi-)'d6rf9, 
R w + 1 
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где x ( r ) _ характеристическая функция Щ\ t^eC°°(R m + 1 )> s u p p ^ = 

= ( 7 i ( 0 , 0 ) , КУ^О, ш(—x, — * ) = a ; ( x , J t)dxdt=\. Легко ви-

деть, что cp^GC^R™* 1), 0<<р<;><1, s u p p ? W = » 2 , в W 2 

и ф( г>=0 в ((3Q°) 8. Кроме того, 
(г) 2 

Мг в R m + 1 , где 

постоянная Мг>0 не зависит от е. 
Пусть (Q+) 8 = Q | \ ( d Q o ) £ , ( Q ; ) 8 = Q ; \ ( ( 3 Q 0 ) e , (QO^QO ч , ( ( 3 Q o ) е . 

Так как #'> 6 C(Z)e>), то (Q+) 8 n ( Q ; ) 8 = 0 , ( Q r b f l (Q°r ) 8 = 0 , 

(Q+)*n ( Q ° r h = 0 и (Q+) 8nZ)(j) = 0 . Тогда если ( * ) 8 = d i s t {(Q+) 8 ; 

( Q > } , № ) e = d i s t { ( Q + ) e ; ( Q ° r ) e } , ( d J ) e = d i s t { ( Q 7 ) e ; ( Q ° r ) e > и ( d r

4 ) 8 = 

= dist {(Q+) 8; / ) « } , то ^ ) = m i n [ ( d i ) 8 , ( d 2 ) g > ( d 3 ) f e ( d 4 ) 8 ] > 0 . 
Пусть т — такое число, что 

Nx = T9 где N^3— целое число, (16) 

0 < т < ^ > / 3 , r = l , 2 . (17) 

Положим Л<*>=ф£>#г>. Пусть xGG(r>. Рассмотрим точки (х, /т) , / = 0 а 

1, . . . , N. Легко заметить, что существуют целые числа v, No, ,Vi, . . . 
. . . , Nv+i, зависящие от л: и № \ такие, что v ^ O , Л/Г

0 = 0 ^ Л ^ 1 < Л / Г

2 < . . . < 
<.NV<N=NV+U Nv^N—39 

kV{x9 (l+Np)%)=kV(x, (2+N9)X)=0EЛ 
NP+2<NP+1 для p = l , . . . , v при v ^ l . J 

При этом выполняется один из следующих двух случаев: 
I) v — четное число; в точках (х9 0) , (х, т ) , . . . , (х9 Nit) и 

(*, т (1+Л^ 2 р)) , {х9 т ( 2 + # 2 р ) ) , . . . , {х9 %N2p+i) для р = 1 , . . . , v / 2 ; 
ft£>>0 в точках (х9 T ( 1 + 7 V 2 P + I ) ) , {х9 %(2+N2p+1))9 . . . , (х9 %N2p±2) для 
р = 0 , . . . , ( v - 2 ) / 2 ; 

II) v — нечетное число; в точках (х, 0) , . . . , {х9 %Ni) и 
(х9 T ( l + ' i V 2 p ) ) , (х, T ( 2 + W 2 p ) ) , L , (х, тЛ/ 2 р + 1 ) для р = 1 , . . . , ( v - l ) / 2 ; 
k^^O в точках (х9 x(l+N2p+1))9 ... , (х9 xN2p+2) для р = 0, ... , (v—1)/2. 

Очевидно k(rJ(x, 1х)^0 для / = 0 , . . . , N\ как в случае I ) , так 
и в случае I I ) . Кроме того, kW(x9 1%)^0 для l=l-\-NV9 ... , N в слу­
чае I ) , а №Цх, 1х)^0 для / = 1 + J V V , ..-. , N в случае I I ) . Случай v = 0 
отвечает ситуации, когда k^(x9 / т ) ^ 0 для / = 0 , . . . , N. Случай v = l 
и Ni=0 отвечает ситуации, когда k^(x9 1х)^0 для 1=1, . . . , N 

и # г>(*, 0 ) = 0 . Если для некоторой точки x£G^ имеем {(х9 t):0<t* 

:t'}czQ+9kir)(x9 0 ) = 0 , {(х, 0 : 0 < ^ r } c : ( ( ? Q 0

r ) e , { ( * , *):'"<'<0< 
: ( Q + ) e и 0 < т < * ' - Г , то # 1 = 0 и 

k(r)(x, 0) т) 2т) = 0 . (19) 

Нетрудно показать, что существует число X со свойствами 

Я > Б ' ^ 0 , (20) 
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- а М > А , * | з - ^ - ' + 2 [ ^ + - ^ - ( Y ^ ) " 1 ] # r > } в D<r 

и — а С г ) > - — на Ж') для г = 1 , 2. 
4 dt 0 

Введем следующие функции: 

a ( r ) _ a ( r ) L.J. V 8 V ^ ( Y ( r ) ) - 1 — J , j f e ( r ) J l I — ( v ^ ) - 1 (22) 

flysflW-TtA+i 4Y(!) |^ ( R ¥->+ V | . (23) 

Пусть pi, . . . , рту / = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . , / l i > 0 , . . . , / l m > 0 , т > 0 и t 
удовлетворяет условиям (16) и (17). Разобьем R m + 1 плоскостями Xi= 
—pihi, f = l , . . . , m, / = / т на элементарные ячейки CDPZ={(X, f ) G R w + 1 : 
pihi<Xi<(\+pi)hu i=\, . . . , m, / T < * < ( / + 1 ) T } . Точку (х*9 h) = 
= (p\hu • • . , pmhm, h) будем называть вершиной ячейки о) р г . Вершины 
всех ячеек шРг образуют в R m + 1 сетку точек Д. Функции, определенные 
на сетке Д, будем называть сеточными и обозначать латинскими бук­
вами с нижним индексом Д. Отметим, что если не указано, в какой точке 
взято значение данной сеточной функции, то будем считать, что это 
сделано в точке (ХР, 1%). Будем употреблять обозначения из [16, гл. V I ] , 

я также обозначения UA(XP, 1%) = UA(XP, (I -f 1)т) , UA(XP9 h) = 
= UA(XP, ( /—1)т). Положим (dP={x£Rm:pihi<:xi<: {\+pi)K t = l , . . . 

. . . , m}, Gh= { ( O p C = G } , Qh={xPGGh}, dQh= {xP£dGh}, Qh=Qh\dQh, DA= 

= {<*PIC:B}, DA=DA\dDAi Yh= { © р с С Л : ю р П й^ф0 и соР П О^Ф0}У 

Qh={xp£Qh:av^Gh), i = { x P G ^ : c ^ c : Yh}t Й> = {XP G С П (G^Xa)} , 

^ ( 2 ) = { x P G ^ n G ( 2 ) } и G W = { © p c G W } , QW={XP&GV}, Q£>={x»6Q£>: 

MPczGf},r==l, 2. 

# 
Теперь напишем уравнения разностной схемы. Положим N - = 

= N0~09 когда v = 0 , и N * ^ ^ , когда v > l . Пусть ХР^ (h{^ [)t^)\dQh. 
В точках (ХР, /т ) , где целое число I принадлежит какому-либо про­
межутку [О, А ^ ] , [ 1 + J V 2 p , Л ^ 2 Р + 1 , ] ' для р = 1 , . . . , (v—2)/2 в случае I) 
и для р = 1 , . . . , (v—1)/2 в случае II) или ZG[1+Afv, Af—2] в случае I ) , 
рассматриваем уравнение 

+ ^ у ^ (24) 

где 

in in, 

«д«* 2 Й д " ж ) - + 2 и + о « у^ид- (25) 

В случае I) в точках {ХР, (N—1)т) рассматриваем разностное уравнение 

+ г Л < - т ^ ) M « + ^ B A = W ' Г = 1 ' 2- <26> 
В точках (ХР, /т ) , где целое число I принадлежит некоторому промежут­
к у [ 1 + № Р + ь # 2 р + 2 ] для р = 0 , . . . , (v—2)/2 в случае I) и р = 0 , . . . 
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. . . , (v—3)/2 в случае II) или / G [ l + # v , N— 1] в случае I I ) , рассматри­
ваем разностное уравнение 

k(r)yMU + а ( ' Ы ' ) и , + ^ м « 4 = г В Д г = 1 , 2. (27) 
ЕА А (( еЛ А еД А Д 

Будем предполагать, что неизвестная сеточная функция иА удовлетво­
ряет условиям 

UA{XP, NX) = 0 для xv£Qh\ UA(XP, h) = 0 для xP£dQh 1 , 2 g 4 

и / = 0 , 1 , . . . , N; UA(XP, h) = 0 для (*P, / Т ) < Ш Д . J 

В (24) —(27) использованы обозначения: =& (

g

r ) , а ^ = а £ > , а ^ > = 

2 6v ( r ) 

a ( D _ j — B Точках /т) , когда 

xP6Q( r MJC ( r ) и O^l^N: &<r> = a ( r ) = a<r> =у^ = Ыг)=0 в остальных точ-
h h еД еД еД 1 А *А 

ках сетки А ; а^А=а<Г>у ( г ) в точках (ХР, / Т ) , где 0 < / < A f и Х * 6 Я Л , причем 

:1 , когда X P & Q ^ U ^ U {(дОЛОл) П ( G ^ W ) } , и г = 2 , когда x*GQ™[} 

(2) 
U ЕЛ U {(dQh\Qh) П G (2 )}> а ^ д = 0 в остальных точках сетки А; 

fм (ЯР, /т) = 1 j р> (я, 0 (29) 
h\h2 ••• /imt 

со , 

где считаем, что f< r>=0 вне D ( r ) . 
Как видно из (24) —(27) , любой точке (ХР, / Т ) , где x^GQ/t и 0 ^ / ^ 

1, ставится в соответствие разностное уравнение. Таким образом, 
для определения неизвестных UA(XP, h), где ХР пробегает Qh и 0 ^ / ^ 

1, получаем систему линейных алгебраических уравнений. Сеточ­
ную функцию иА будем называть решением этой системы, если иА удов­
летворяет ее уравнениям и условиям (28). 

Теперь покажем, что существует постоянная С о > 0 такая, что для 
любого е, 0 < е < 1 , для любых шагов Ai, . . . , hm, т сетки А, где т доста­
точно мало, и для любого решения иА описанной выше системы разност­
ных уравнений имеет место неравенство 

%h0 

IV—1 m 

Z 2 [ " 2

д + ( " 0 2 + 2 к ) 2 ] 

IV-1 
(30) 

< с 0 2 ^ о 2 2 да*, 

" / I и с л 

где ho = hih2 ••• / i w . Из (30) следует, что однородная система разностных 
уравнений имеет только тривиальное решение. Тогда для тех т > 0 , для 
которых справедливо (30), рассматриваемая система разностных урав­
нений имеет единственное решение иА. 

Пусть иА — решение системы разностных уравнений. Положим 
q(t)=exp(kt), s(t)= — (k/2)q(t), где постоянная Я удовлетворяет усло­
виям (20) и (21). Пусть qA=q и sA=s в точках 1%, / = 0 , ± 1 , . . . Умно­
жим каждое уравнение системы на Tho(qAut+sAuA) и просуммируем 
сначала при фиксированном р = (ри ... , рт) относительно / от 0 до 
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N—1, а потом по всем индексам р, когда ХР пробегает множество* 

(QM[)iw)\dQh, Г = 1 > 2 . Ввиду (25) и (28) получаем тождество 

2 Л Г - 1 

Z J Z J [ a ( ^ ( > ( « t ) 4 a W T (

A

r ) W t + 

+ 1 1 W 

+ a < ; > Y < £ ^ 2 b^ux. (sAuA+qAut) 1 + 
/ = 1 

JV—1 m " 2 

+ т Л 0 2 2 2 (aifoUx.) -{sAuA+qAut)+h0 2 2 AM(XP) 

1=0 Qk i, j = l X * r = l r, * 

2 JV-1 

= 2 тл0 2 2 / ( : ¥ ? ( ^ А + ^ 0 . 
' A ' A 

r = l Z = 0 r, * 

где обозначает суммирование по тем индексам р, для которых ХР 
г, * * * 

пробегает ( Й « (J \ кроме того, в случае I) 

Л С) (ХР ) = т 2 [ ( < 7 д И * + 5 д « д ) ' ] ( * Р , /т) + 

( V - 2 ) / 2 N2p+l 

+ т 2 2 [ * ^ ) К " ( ^ А И * + * А И А ) / т > + 

(v -2 ) /2 W 2 p + 2 

+ т 2 2 Ы&у%и (qAut+sAuA) ](**, lx)+ (32) 
P = o J = i + w 2 p + I 

J V - 2 

2 [ % 7 1 (

д

г ) " « ( ^ Д " г + 5 д " д ) ] (* p > h)~ 

— [ % Y ' ^ ( ^ + S 4 « A ) ] ( * P , ( i V - l ) x ) , 

а в случае II) 
Ni 

А(Г)(ХР)=Х 2 [tt&yVuttiq&Ut+SLUt) ] ( * P , / T ) + 
( = 0 

(v- l ) /2 Я 2 р + 1 

+ T 2 2 [ % Y ( i ) « « ( f l , A « t + S A « A ) ] ( * P . *0+. 
p = l fc=l+W-' 2 P 

( V - 3 ) / 2 W 2 p + 2 
(33) 

+ т 2 2 [ ^ Y ( ^ " T ? ( < 7 A " * + S A « A ) ] (ХР , /т) + 
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l=l+Ny 

Оценка (30) получается из тождества (31) после подходящей оценки 
снизу его левой части и сверху правой части. Наметим вкратце, каким 
способом оценивается левая часть. Более подробные выкладки можно 
найти в [17]. Отметим, что всюду в дальнейшем будем предполагать, 

* * 
что xP£(QW[)iy)\dtih и 0 ^ / ^ Л Л - 1 , если не указано другое. 

Суммируя по частям, согласно (2.4) [16, с. 280], и учитывая (2.2) 
и (2.3) [16, с. 280], (18) и (19), получаем, что в случае I) 

1=0 

( V - 2 ) / 2 1 + J V 2 p - H 

+ 2 ( + 4 д 5 < ) ) Л " г } ~ Т т 2 2 { 2 ^ > i v i r ) + 
p - l l _ 2 + t f 2 p 

+ ( *2?AY £>) ;+x ( k ( l l t ] + 2 ( % s < > ) f « д и . } -

14-JV ^ ( v - 2 ) / 2 . ^ - 2 p + 2 

- T 2 2 { ( ^ ^ > ) . И Д И . + ( « 0 2 [ ^ ^ ^ ( Д ) ) ' + 
p = 0 l=2+N2p+l 

N-l 
+ 1 +1 +1 11 1 ' V f + 1 + 1 г +i + i 

+ 2 ^ < > + t (*<£ s < > ) J } - [ ftw s l Y W u i U t + k£ ^ Y « ( H i ) 2 ] (*P, 0) 

и в случае II) 

Л (г) ^ _ - 1 Т 2 { ( « 0 2 [ ( % <? д^>) _ + 2 £ < ; Г 5 д 7 < д г > + . т ( A o f i Y « ) t ' | + . 

z=o 

( v - l ) / 2 1 + i N r 2 p + l 

+ 2 ( * ^ ) ^ } - { т 2 2 { (ut)2[ (A^AY<J>)f+ 
p = l Z = 2 + N 

+2* ( ^AY (

A >+T(*«s A Y 0;>) t ] + 2 ( Л М 5 Д е д г и д и . } -

( V - 3 ) / 2 1 + 1 V 2 p + 2 ^ 

- г 2 2 { (k^yir)) tuAut+ (ut)2 [ - 1 (AW <7AY«) * + 
•» '= 2 +%+, 

JV-1 
+i +i +i 1Л V f Г + 1 + 1 + 1 

J = 2 + i V v 
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Из (31), (34), (35) ясно, что коэффициент при иАщ имеет вид 

о.м (ХР, /т) = { - ( f t W S A Y ^ ) F + « V i ^ Ь Д + + " М ^ Д } / Т ) - ( 3 6 > 

когда целое число / принадлежит [0, i V ^ + l ] , [2-\-N2p, l+N2p+i] для 
р = 1 , . . . , (v—2)/2 в случае I) и р = 1 , . . . , (v—1)/2 в случае II) и 
/ G [ 2 + N v , N—1] в случае I ) , и вид 

° 2 (*Р> *0 = { - ( * ( М * д ) * + а « Y V ^ + O S Y W A } (ХР, 1т), (37) 

когда / принадлежит [2-\-N2p+i, l + J V 2 p + 2 ] для р = 0 , . . . , (v—2)/2 в слу­
чае I) и р = 0 , . . . , (v—3)/2'в случае II) и №[2+Nv, N—l] в случае I I ) . 
Учитывая (22), (23) и применяя формулу конечных приращений (тео­
рему Лагранжа) , получаем 

* . < 2 = ^ W + * ( r > ) , и й = < 7 Д ( У £ > + х М ) , (38) 
где 

Х « ( Х Р , 1%) = (кМуМ) (ХР, ( / + 1 ) т ) _ ( ^ ¥ г ) ) ( х Р > / т ) + 

+ [ 9 ( ( 1 - в 2 ) т ) - 1 ] ( ^ ) ) ( х Р , ( / + 1 ) т ) } < 7 ( ( е а - 1 ) т ) - (39). 

Я, Г д ( ^ г ) у ( г ) ) дС^уМ) I 

(ХР, /т) = i - X 2 (*<'>Y<')) (ХР, ( /+1) т) ( 0 2 Т ) - 1 ] -

(40), 
А, Г d(k<r)yM) d(k^y^) 1 

~ T l а/ ( * Р ' ( Н _ 1 ) Т )

 А / ( / + 0 , ) Т ) J ' 

& W ( X P , /т) = (а('У>) (ХР, / т ) - ^ - Я 2 [ ( 1 - ф « ) ^ ( г ) ] (*р> Ь ) — 

я. г д(*< рм г>) 1 ^ 4 1 * ' 
[ a W Y ( r ) - ^ ( r ) Y ( r ) ^ j (ХР, /т) 

для xP6Q«Llb f t

r ) и 1=0, 1, . . . , N. В (37) и (38) 0 < 9 i , 6 2 < 1 . Пусть 

а<г> (ХР, /Т) =v<-rl (ХР, /Т) или У<Г> (ХР, /Т) = У « (ХР, / Т ) , (42> sA 4 ' 7 еД v ' 7 еД v ' ' еД 

x<j> {ХР, к) =х< г> /т) или К(£>{ХР, к) =х< г> {ХР, к) 

в зависимости от того, где находится I (см. (36) и (37)) . Учитывая (38) 
и (42), суммированием по частям получаем, что 

N-l JV-1 

' = 0 _, ( 4 3 > 
+ Х ^ д М д Ы ( } - - ^ - ( 6 « ^ д ы 2

д ) (ХР, 0 ) . 
2 4 А 
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Отметим, что в силу равномерной непрерывности функций й£>у(г) и 

— — — - — в Z) ( r ) (при фиксированном е > 0 ) и непрерывности функ-
dt 

ции q из (39), (40) и (42) следует, что существует число т ^ > 0 такое* 
К 

что при 0 < т < т / справедлива оценка [^(XPJT)]2^ — - ^ а « х б ^ Х 

X ( Y (

m m ) 2 > г = 1 , 2. Тогда для 0 < т < т / при помощи неравенства (1.3) 

[16, с. 33] выводим 

| (х<д>иди0 ( Х Р , 1т) | ̂  у в о - ^ [ut (ХР, / т ) ] 2 4 -
(44) 

( _ f l ( r ) ) Y ( r ) Г Ы Д ( Х Р , / Т ) ] 2 

32 т а х т 1 п 

Принимая во внимание (41), (21) и (10), получаем, что 

[ - Y k ^ A t A { U t ) 2 ~ k i ^ { Х Р ' 0 ) = = 

+ ( _ 4 а ( г ) _ я ^ - | „ 2 д _ ^ « ( 1 - ф ( г ) ) И д ] + 

+21'( а 0 у > - v w - A w | " 1 *} 0) > 0 . 

Нетрудно убедиться с помощью теоремы Лагранжа, что 

(г) 

Я(-т) [<7(1 -q»W)*C-V)] t (*», h) = - j - ^ ( M { -*Wv<-> 

(45). 

+ (1
 -ф ( е Г ) ) [ а ( ^ у ( Г ) ) +Xk(r)y(r) ] } / т ) + ( ? { / T ) ф(г) ( J C P > / T ) f 

(46) 

где выражение ^ГЦХР, h) подобно выражениям К(Г)(ХРУ 1Х) и х< г>(х*,/т) 
из (39) и (40). Тогда существует число т " > 0 такое, что при 0<.х<.х'' 

ШГЦХР91Х)\^ yi'\ , ' = 1 , 2 . (47) 
I T \ > / I ^ » 22 max ' mln ' ' 

Из (23), (39), (46) следует, что 

[ ~ Т ( Я г ) ^ ) г - + Ч д Я г ) 5 А ] ( ^ , ^ ) = 9 ( ^ ) г { ) ( ' - ) ( х Р , / т ) + 

+ 4 " ^ ( ~ т ) { 9 [ — a< r ) Y ( r ) + a f ) Y ( r ) - 4 - A 2 £< r >Y ( r ) -

Я, a ^ W v W ) 11 Я, 

- з — ^ J Ь (*р> ) - у q(h) ( a < r ) v ( r ) ) (*мн-1) -о, 
откуда, применяя теорему Лагранжа и учитывая (47), (20), (21), (10), 
(11), для 0 < т < т ^ / выводим 

. [ " Т ( ^ * а ) f K S V * ] ft > > — f " С а х Vm>„ ? (/т) • (48) 
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При помощи теоремы Лагранжа и (2.2), (2.3) [16, с. 280] находим 
+i 

3 0 « ( * М т ) = [+^£y\)qA- i - (Я Г 1^Ь Г - ^Ч Д

Г ) ^ ] (ХР, /т) = 

= [ ( с £ У > ) ( * Р , ( / + 1 ) т ) - ( а < ^ ( г ) ) ( * р , ( * + 8 I ) T ) ] < / ( / T ) + 

d(4V>) + [<¥,)_I_ )x)q(h) + 

1 
+ - ^ ( - ^ (

8

r ) Y ( r ) ) h) [q (0 2 T) - 1 ] q ( ( / - 1 ) т ) 

(49) 

(XP, h) = [ + a < ^ > - Y ^Y«) t - f t « + i Yir) ] (X*, h) = 

= [ ( a « Y ( r ) ) (XP, ( / + l ) T ) - ( a W r ) ) ( X P , ( / + 0 , ) T ) ] 9 ( / T ) + 

Г 1 d(&i r )Y< r )) -1 + I <>Yfr->-— ^ Y ' J ( X P , (7+ei )T)?( /x) + 

(50) 

1 
+ T Iq (h) [q ( t ) - 9 ( 0 2 t ) ] (k^yM) ( X P , ( 7 + 1 ) T) , 

где 0<j8i, 0 2 < 1 . При этом (49) выполняется для тех значений /, для 
которых справедливо (36), (50) — д л я тех значений /, для которых 
справедливо (37). Применяя теорему Лагранжа и учитывая свойства 

функции <р<£> и то, что № липшицева в £><г) с постоянной КГ>0, полу­
чаем, что 

- 1 

(№AsAyM)t(xP,h) ^^-q(h){5KrMrmaxy(r)(x, t) + 

+A,max I (k(rYr)) (x, t) I + max 
d(kMy(r)) 

dt 

(51) 

(x, 0 

В силу (22), (23), (9), (10), (51) и равномерной непрерывности 

функции а (

£

г ) у ( г ) в Z) ( r ) (при фиксированном е > 0 ) заключаем, что суще­
ствует число т " ' > 0 такое, что для 0 < т < т £ " и т, удовлетворяющего 
условию 

т . 2 Я с г ^ б ( о ^ . п , г = 1 , 2, < (52) 
из (49) и (50) следуют оценки 

" Ч * ^ ) - ^ ^ q{lx) ?(r)( 

^ ; ) ( J C P , / T ) ; 
l 

(53) 

Суммируя по частям, согласно (2.4) [16, с. 280], применяя теорему 

Лагранжа и учитывая (20) и (14), для xv£QH получаем, что 
N-l т 

-х 2 2 (amqAUXiux.t)(xP}lx) 
1=0 i, j=l 
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N— 1 m 

l=Q i,j=l 

- •• • Л Т — 1 гл 

где r = l , когда х?№^ l)^ I) {(dQh\Qh) f| (GO)\a)}, и r = 2 , когда 

x P e f l i ^ U S ^ U {(дЙ/ДЙл) П G ( 2 ) } . Тогда, суммируя по частям, согласно 
(2.11) 1 [16, с. 282], находим, что 

N-1 т 

xho 2 2 2 _ (5дИд+<7диО = 

1=0 Qh i, j = l 

JV-1 m 

= —xh0 2 2 2 « i i A ^ . ( S A " x . - f ? A ^ x . ) ^ (54) =0 Qh i,j=l 

N-1 

^-^-Xho 2 2 2 q^ij^xtUx.. 
^ 1=0 ~Qh i, j=l 

При помощи неравенства Коши — Буняковского и неравенства (1.3) 
[16, с. 33] ввиду (28) имеем 

' 2 N-1 т 

*'| 2 тАо 2 2 2 bWux.(SbUb+qbUt) ^ 

г=1 1=0 г, * i=l 

2 JV-1 

< 2 rh0 2 2 ' { ^ M l ( " 0 2 + ( Y v < n + (55). 
г = 1 1=0 г, * 

(г) m (г) 

+-^г--:) !2 («.,) 
о 1 min / = 1 1 min 

где 2 обозначает суммирование по всем индексам р таким, что х? 
1, * 

* * * ^sri , 

пробегает Q<|> U [] {(dQh\Qh) П (G^Xa)}, а ZJ — суммирование ПО всем индексам р таким, что ХР пробегает Q^2 ) (J |J { ( < Э Й Л \ Й Л ) f| G ( 2 ) } . 
Ввиду (34), (35), (43) —(45) , (48), (53) —(55) для 0 < т < < 

< m i n ( t g , т " , т " ' ) и т, удовлетворяющего условиям (52), (16), (17) и 

(г) 

т {х.max | (£<>У>) (*, 0 | + птах | ( v ( ' ' > - ^ - ) (х, 0 | } < A _ . Y « 
D(r) D ( r ) 

(56) 
г = 1 , 2 , V ' 

левая часть (31) оценивается снизу выражением 
2 Л ' - 1 (г) т 

2 т/го 2 2 ' { ^ Y < m l n ( " 0 2 + ^ v r Y ( ; ) i n 2 <«,,)« 
r = i Z = 0 г, * г = 1 

7. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е уравнения № 1 97 
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Оценивая правую часть (31) при помощи неравенства (1.3) [16, с. 33J 
и применяя неравенство (3.19) [16, с. 294], убеждаемся, что для 0 < т < 
< m i n ( t e , т ^ - т ' ^ ' ) неудовлетворяющего (16), (17), (52) и (56), имеет 
место оценка (30), где постоянная с 0 > 0 не зависит от А ь . . . , hm, т, & 
и иА. 

Пусть гг+О при /->оо и 1 > б г > е 1 + 1 для i=l, 2, . . . Легко заметить,, 
что для любого si существуют положительные числа т8г-, hiEi, ... , hmZi 

со свойствами: a) %ei удовлетворяет условиям (16), (17), (52), (56) и 
0 < T 8 i < m i n ( T /

e , т ' е ' , т ' е " ) ; т 8 г >0 и h m Я), / = 1 , . . . , т, монотонно 

убывая; б) имеют место сходимости 

А ТО)—*0, г = 1 , 2; A(ZAi)—+0; A(D\DAi)—+0, (57) 

где R(£={(upi:(xv,h)£{dQ<>r)5ei/2}; ZAi={(opiczDAi:cdpciYhi}; А, —сетка 

с шагами hiGi, ... , к т ъ и %ы\ Л —мера Лебега в R m + ! ; (dQ°r ) б — б-окре-
стность множества dQ°. 

В силу условия а) для любой сетки Д* существует единственное ре­
шение uAi соответствующей системы разностных уравнений. При этом 
для него справедлива оценка (30), откуда, учитывая (29) и применяя 
неравенство Гёльдера, выводим 

iV(8,)-l 
г' т. 

Т в > г , 2 2 '{ (*M 2 + < . + 2 ( И Д 4 * Р 2 ' } < 

(58). 

= c o { " / ( l ) l i r 2 ( z > C ) ) + l l / ( 2 ) l i : 2 { D ( 2 ) ) } , 

где ho8i=hieih2ei---hmEi, xeiN(ei)=T и N(ei)^3 — целое число. Пусть 
и'А —полилинейная интерполяция [16, с. 284]i, построенная с помощью 

функции uAi. В силу (58) к последовательности {м'д } применимы тео­
рема 3.2 и замечание 3.1 [16, с. 291—292]. Тогда существует подпосле­
довательность сеток {Дг р} такая, что последовательность {^д г р} схо­
дится слабо в Wl

2(D) и в норме L2{G) равномерно относительно ££[0, Т] 
к некоторой функции u£Wl

2 0(D). При этом 

ди , ~ ч ди 
(иА( ) х ^ — — , / = = 1 , . . . , т , (иА. ) t 

Э х з &->оо dxj 9 ' ' гр р-^оо dt 

слабо в L2(D)\ иА. >и в L2(D). 
(59) 

Нетрудно проверить, что и=0 на DT. Покажем, что и удовлетворяет 
интегральному тождеству (4) для любой функции т) с описанными 
в следствии 1 свойствами. Тем самым будет доказано, что и является 
обобщенным решением из Wl

2(D) задачи А. 
Так как г\=0 вблизи S T И t 8 i >0, hjei ^0, / = 1 , . . . , m, то С у щ е ­

г о o o i-+oo> 
ствует число р 0 = Р о ( т ) ) > 0 такое, что т ]=0 в D\DA. , когда р > Р о . Пусть 

Г\А(ХР, Н)=Ц(ХР, 1%) Д Л Я [ХР, / Т ) б 5 д , ^(ХР, — %)=Ц(ХР, 0) Д Л Я XP^&h 
и г | Д = 0 в остальных точках сетки А. Тогда г)д . (ХР, 1%) = 0 для XP^QH . 

гр ft 
и / = 0 , . . . , N\eif), когда р > р 0 ; Г\-(ХР, 0 ) = 0 Д Л Я **бОл; X: 
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X ( X P , 0 ) = 0 для х Р б О ^ и ^ и (кМщ)(хР9Т)=0, когда 

и ( * Р , Г ) 6 Р + " г , г = 1 , 2 . 
Дальше будем считать, что р>ро, и для простоты будем опускать 

нижний индекс / р при е, А и Л. Таким же способом, как из (24) — (27) 
получили (31), получаем тождество, подобное (31), с той лишь разни­
цей, что на месте <7дИ*+5дИд стоит щ. Суммируя по частям в этом тож­
дестве, согласно формулам (2.4) и (2.11) [16, с. 280, 282], и учитывая 
свойства функции т]д, получаем, что 

2 J V ( e ) - l m 

ZJ ZJ ( a < ^ Y ( ; ) ^ 4 A + a < ^ Y ( ^ A t l A + ZJ ь%их.щ-
r = l r, * 1=0 1 = 1 

JV(e)-l m 
(60) 

Z = 0 Q t, j = l 

или в эквивалентной записи 

~ ~ m 7 7 1 ~ 

DA i=l i = l 

+ 1 

(61) 

+ 1 + 1 1 f 
е̂дУдЛд̂ Д fdxdt= J fAyAx\Adxdt. 

DA 

Сеточную функцию определяем следующим образом: для ХР£ +i +i 
G Q ^ U E ^ полагаем ^ ( ^ , / Т ) = ( ^ У ^ Г ] Д ) _ ( Х Р , ; Т ) или У ^ ( Х Р , / Т ) = 

= ( т1д^ (зд7 (д ))^( л : Р^' г) в зависимости от того, где находится целое число / 
( 0 ^ / < i V — 1 ) в случаях I) и I I ) , и считаем, что <&м=0 в остальных 
точках сетки А. В (61) положили а е д = а ^ , а е д = а ^ , - # е Д = ® 7 ^ , Ь/д = 

= Ь($, 7 д = т ( д г ) , / д = / (

л

г ) в точках (ХР,Н), где хРба (Г>1Ш г ) и 0 ^ / < Л / , 
r = l , 2. Считаем, что а 8д, ^ед> 0вд» 7д> ^*д и h равны нулю во всех других 
точках сетки А. 

Интегральное тождество (4) можнс переписать в виде 

1 " г ( 6 2 > 

-\-ауч\и rdxdt= J fyr\dxdt, 

где a=a< r >, y=Y ( r ) > k=k<r\ a=a^\ а^=а^)9 bi=aWyM— 2 
dyW 

j=i J 

f=fir) в D< r ), r = l , 2. Очевидно коэффициенты при - г — - , - r - j - H U B (62) 

суть функции из L 2 (D), а /yr)GL2 (D) fl L\ (D). 
Принимая во внимание теорему 1 [18, с. 418], сходимости (59), 

оценку (58) и свойства функции т)д, заключаем, что для доказательства 
того, что после предельного перехода в (61) при р->-оо получим (62), 
достаточно показать, что коэффициенты при щ, uXi9 йд в (61) стремятся 

в L2{D), когда р~>оо, к соответствующим коэффициентам при 
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и в (62) и J (/дул^д—fyr\)dxdt—^0. Эти сходимости устанавливаются 
D 

одним и тем же способом, учитывая, что: 1) сеточные функции, являю­
щиеся коэффициентами при щ, uXi, и в (60), равномерно ограничены на 
сетке Д постоянными, не зависящими ни от е, ни от шагов сетки Д; 
2) кусочно-постоянные интерполяции [16, с. 284] этих сеточных функ­
ций сходятся равномерно, когда р-^оо, к соответствующим коэффициент-

ди ди 
там при и в (4); 3) имеет место (57) и справедлива лемма 

4Л [16, с. 301]. 
Следуя доказательству теоремы 3.1 [16, с. 291], выводим оценку 2 

\ u * i II wl(D) ^ ( £ ° ) 2 2 l l / ( r ) Hb 2 ( D< r >) Для всех р > 1 , где постоянная с о > 0 
Р 2 г=1 

зависит только от со и от области D. Так как иА. —>и слабо в W1 (D), 
то в силу теоремы 5 [18, с. 317] справедливо неравенство (15). 

Если для некоторого г, г = 1 или г = 2, выполняется одно из условий 
(5) или (6), то доказательство теоремы ведется, как и выше, только 
считается, что <л( г)=1. При этом, когда имеет место (6), в (17) надо 
выбирать x < d < r > / 3 . Если №(ХР, 0 ) = 0 И №(ХР, t)>0 при 0 < * < / ' < Г 

для некоторой точки ХР£ (QM [} t^)\dQh и шаг т достаточно мал, то су­
ществует натуральное число Nj со свойствами: Ni^N, №ГЦХР, 1х)^0 
для 1=0, 1, NU и если J V i ^ t f — 3 , то №ЦХР, (1+#I)T) = kM(xpy 

(2+iVijT) = 0 и №(хр, ( 3+WI)T)<0 . Тогда в точках (ХР, /Т), где 0 < 
^ / ^ A f i , когда Ni^N—З, и O^/sClA' — 1 , когда Ni=Ny рассматривается 

уравнение (27). Если выполняется условие (5), то kM^O в Z) ( r ) или 

ft(r)^0 в Z)<r>. первом случае в любой точке (ХР, 1Х), где XPG(QM[) 
* 

\jt,M)\dQh и 0 ^ / ^ Л / — 1 , берется уравнение (27). Во втором случае в 
* . * 

любой точке (ХР,1Х), где ХР£ (QM U Q£>)\dQh и O^/s^Af—2, берется 
* * 

уравнение (24), а в точках (ХР, (N—l)x), где ХР£ (QM [} tM)\dQh, рас­
сматривается уравнение (26). Теорема 1 доказана. 

Т е о р е м а 2. Пусть выполняются условия (9), 

даМ 
аМ<^0 и — — ^ 0 в DM или а<'><0 в ZXr), г = 1 , 2, (63) 

dt 

I 1 <э#г> v дум 
Y ( r ) ^ a ( r ) _ _ _ _ j _ f e ( r ) У > g / / f e ( r ) Y ( r ) в Q+ Г = 1 , 2, (64) 

где 
Г 

' П * * -m i n ' / 7 \ 
0 4 1 min 7

 D(l) 

и какие-либо два из условий (5) — (7) (одно при г=\, другое при г=2). 
Тогда существует обобщенное решение из Wl

2 (D) задачи А при любых 
?MGL2(DM) и f(2)£L2(DW) и для него справедлива оценка (15). 

Эта теорема доказывается аналогично теореме 1. Отметим, что К вы­
бирается таким образом, чтобы было Х>В"^0 и выполнялось условие 
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(64) с К вместо постоянной В". Теперь нет надобности вводить функцию 
а<г>,- и вместо а ( г> из (22) рассматривается функция 

• а' 
1 д№ 

~2 dt 
[ я , + _ ^ _ ( 7 ( г ) ) - 1 

dt } + 

1 dk (г) • 

dt 1 2 8 L 
ду ( г ) 

где ^ r ) = < ^ r ) & ( r V В разностных уравнениях (24) —(27) вместо Y^ 
и аМ берутся a ( r ) Y ( r ) и a < r > , где а?-

еЛ еД А А А 

+i +i 
a ( r ) v ( ? 

еД УД 
a ( r ) в точках (я?, / Т ) , когда ^ 6 

GQW U ^ r ) и O ^ / ^ W , и а(д

г> = 0 во всех других точках сетки А. Предпо­
лагается также, что s (t) s=0. 

Отметим, что, когда удовлетворен 

выполняются, если, например, | a ( . r ) | , 

•л (Г) 

d a < r > dy^ 
dt dt 

dy (г) 

достаточно малы в Z) ( r ) , а ( — ) > 0 — достаточно большое 

число, г = 1 , 2. Кроме того, в теорему 2 входит случай, когда a< r ) = 0, 
г = 1 , 2 . 

Из теоремы 2 вытекает 
С л е д с т в и е 3. Пусть выполняются (9) и какие-либо два из усло­

вий (5)—(7) (одно при г = 1 , другое при г = 2). Пусть у ( г ) = Т (

0

г ) = 
= const > 0 , a < r > = a<r?(*)> a ( r ) = 0 , a( r) = a<r>== const ^ 0 для i, / = 1 , m 
w r = l , 2. Тогда существует обобщенное решение из Wl

2(D) задачи А 
при любых fMGL2(DM) и /< 2>6L 2(7) ( 2 )) и для него имеет место (15). 

Аналогично теоремам 1 и 2 доказывается и следующая 
Т е о р е м а 3. Пусть й ( г ^ 0 б / ) ( г ) , г = 1 , 2, и суш(ествует число 

Хо^О такое, что 

a ( r ) Y ( r ) — 
1 d{kMy(r)) 

Y dt 
1 

Я о * ( г ¥ г ) > 0 в D<r\ r = l , 2. 

Тогда задача А имеет обобщенное решение из W\(D) при любых / ( 1 ) 6 
dL2(DM) и fW£L2(DW) и для него имеет место (15). 
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А. Г. КУЗЬМИН 

У Р А В Н Е Н И Я ВТОРОГО П О Р Я Д К А 
С Э Л Л И П Т И Ч Е С К И М О П Е Р А Т О Р О М 

ПО П Р О С Т Р А Н С Т В Е Н Н Ы М П Е Р Е М Е Н Н Ы М 

В последние годы значительное внимание в литературе, посвященной 
уравнениям смешанного типа, уделяется вопросам спектральной теории 
[1, с. 378; 2—7]; при этом рассматриваются уравнения Чаплыгина и 
Лаврентьева — Бицадзе. В данной работе рассматривается уравнение, 
имеющее независимую переменную t типа времени и равномерно эллип­
тический оператор по пространственным переменным х= (хи ..., хп): 

Lu=kuu+aijUx.x.+aUt+^iUXi+cu=f9 аиЪ&^рЪ2, (1) 

где ut==du/dt, ux.=du/dxi; aij = aji и по дважды повторяющемуся в 
одночлене индексу подразумевается суммирование от 1 до п. Коэффи­
циенты и правая часть уравнения (1) являются функциями х и t, при­
чем k(xy t), вообще говоря, изменяет знак в заданной области D. 

В работах [8—12] доказаны априорные оценки для решений некото­
рых краевых и начально-краевых задач для уравнения (1) при весьма 
слабых ограничениях на коэффициенты. Доказана фредгольмова разре­
шимость этих задач для уравнения 

Lxu==Lu—\u (2) 

с вещественным параметром К. Постановка задач зависит от знака коэф­
фициента k на основаниях цилиндрической области D. На разрешимость 
задач существенным образом влияют значения коэффициента а на мно­
жестве К тех точек поверхности вырождения типа, которые или явля­
ются характеристическими, или расположены на боковой границе 
области D. 

Таким образом, установленные в [8—12] результаты для уравнения 
(1), в целом аналогичны классическим теоремам для эллиптических 
уравнений, а также известным результатам о фредгольмовой разреши­
мости задачи Трикоми [2—4]. Отличительной чертой уравнения (1) 
является необходимость наложения некоторых ограничений на коэффи­
циент а на множестве К. Близкие результаты для более простого урав­
нения были получены в [13], однако некоторые утверждения этой рабо­
ты нуждаются в переработке [14]. Уравнения вида (1), содержащие, 
кроме того, смешанную производную щх., рассмотрены в [10]. 

В данной работе доказана фредгольмова разрешимость задач для 
уравнения (2) в энергетическом классе (в отличие от [8—12], где рас­
сматривалось пространство Соболева W2

2 (£))). Исследованы сопряжен­
ные задачи. Выявлены направления распространения особенностей ре­
шения в гиперболических частях области D. Показано, что с точки зре­
ния гладкости решений уравнение (1) обладает свойствами, аналогич­
ными свойствам гиперболических уравнений, если а достаточно велико. 

В частном случае при k^O в области D полученные результаты по 
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