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РАСЧЕТ ПЛОСКОЙ ПРИСТЕННОЙ ТУРБУЛЕНТНОЙ СТРУИ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 

1. Максимальная скорость в пристенной струе в области ее автомодельности 
может быть представлена в виде 

(1.1) ит = Аи0(х + x 0 > f w = U0(xv + j c 0 ) w ; 

здесь и0 — скорость по входной щели, 

f / 0 = " o ^ 1 / ( 1 + w ) R - m / ( 1 + w ) , R o = — , 

о - ширина щели, 

_ __Х_ v UQX XQ у UQXQ 
X — . , X — , XQ - , XQ - ', 

b v b v 

x0 - координата фокуса струи, A, m - константы, подлежащие определению в про­
цессе расчета. 

Интегральное условие сохранения для пристенной струи примем в форме 

б 
(1.2) / = / ф au2dy = const, 

* ° Ъф 
где о - толщина струи, ф - функция тока, и = - продольный компонент 

Ъу 
осредненной скорости, у — поперечная координата (у =у/Ь, у* - U0y/v). 

Условие (1,2) удовлетворяет предельным переходам: при ,R 0 пристен­
ная струя вырождается в половину затопленной плоской струи и тогда а = О, а при 
R 0 0 течение ламинарно и тогда а = 1 [1 ] , стр. 542. Отсюда 0 < а < 1. Зависи­
мость а от R 0 будет выбрана в дальнейшем на основании сравнения расчетов с эк­
спериментальными данными. 

2. Используя (1 ,1) , (1,2) и общую теорию автомодельных плоских турбулент­
ных слоев [2] , § 3, в ее основном "блазиусовском" варианте п = 3/4, кп =0,53, по­
лучаем 

У* У 1 - 0 

(х + х 0 Г (х + XQY 1 + m 

(2.2) и=Аи0(х +x0)mF'{rft, m = a - | 3 ; 

(2.3) v = ^-(ARor«l+m\x + J c o ) e " W - a ' 0 ; 
Ro 

(2.4) ф = K ^ R o f / ( 1 + m ) ( * + * 0 ) a F ( 7 7 ) ; 

(2.5) r* = - ^ - = 0,53(i4RoH(Jc + х*)-"*4tnF"; 
РЩп 

(2.6) t = | F " | 3 : | F " ' | 2 . 
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Подставляя (2,1), (2 ,2) , (2,4) в интегральное условие (1,2) и учитывая, что 
в сечении по щели и=и0у ф = и0у, находим 

я А-1/(1+т) 

(2.7) (х + х 0 ) 2 а ' 2 ^ а а / Fa(F')2dV =— Rk

0 , 
о 1 + Л 

т 
к = \ +а+ . 

1 + т 
Из условия разделения здесь переменных ЗГ и г? вытекает уравнение 

(2.8) 2 а - 2 0 + да = О 

и равенство 

т?3 ^-l/(l+m) 
(2.9) / F\F'f dn = — — R j , 

о 1 + * 
где т?з - значение т?, соответствующее у = Ь. 

Еще одна линейная зависимость между а и /3, а именно 
(2.10) а + ( 3 - 1 - а л = 0 

следует из условия разделения переменных в уравнении пограничного слоя (2,1) [2 ] . 
Решив систему (2,8) , (2,10) (при п = 3/4) , получаем 

1 2 + д 1 + я 
( 2 , 1 1 ) а = , 0 - — , т = , 7 = 0,2. 
V 2 , 2 5 + а 2,25 + * 2 ,25+д 

3. Содержащаяся в формулах (2 ,2) - (2 ,6) вспомогательная функция F(r?) под­
чиняется уравнению (3,15) монографии [2 ] . В рассматриваемой задаче эта функция 
кусочно-аналитична и состоит из трех отрезков: 

( F j f t ) , 0 < т ? < т ? ь 

(3.1) F(ri) = F 2 ( r? ) , tj! < г ? < т ? 2 , 
[F 3(T0, T ? 2 < T ? < T ? 3 . 

В точке т?!, где u = um9 терпит конечный разрыв F"(T?) (чему соответствует заост­
рение профиля скорости), а в точке 1? 2 терпит конечный разрыв F'"{r\) (чему соот­
ветствует конечный разрыв кривизны профиля скорости в точке его перегиба). 
Точка 1? 3 определяет свободную границу струи. В ней F"' -* ° ° [3 ] . 

В соответствии со сказанным уравнение (3,15) монографии [2] * распадает­
ся на три уравнения, которые могут быть записаны в следующей интегродифферен-
циальной форме: 

(3.2) = С- [ FkF^a JW*ll. 
1 + 0,444д I о J 

где 

h = | F ^ , | 3 : | F n 2 , * = 1 , 2 , 3 . 

Для пристенной турбулентной струи имеем граничные условия: 

Ъи 
м = и = 0, — > ° ° ; у = 0, 

Ъу 
(3,3) 

и = 0 , т = 0; ^ = 6. * В правой части этого уравнения надо опустить член, содержащий т, в в и д у того , что в рассмат­
р и в а е м о м случае и ж = 0-. 
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Т а б л и ц а 1 

a 0 С A a ^ 0 , 5 ^ 3 

Tm 

7 - 1 0 3 0,419 0,895 0,079 3,41 0,136 0,97 2,77 - 0 , 1 7 
1 , 1 - Ю 4 0,421 0,895 0,079 3,48 0,128 1,02 2,86 - 0 , 1 8 
1,8* 1 0 4 0,422 0,844 0,079 3,55 0,120 1,11 2,98 - 0 , 1 9 
2 , 5 - 1 0 4 0,423 0,894 0,079 3,59 0,116 1,16 3,10 - 0 , 2 0 
5 , 1 - 1 0 4 0,424 0 ,894 0,079 3,70 0,106 1,26 3,25 - 0 , 2 2 

3 - 1 0 5 0,429 0,893 0,079 3,97 0,085 1,59 3,87 - 0 , 2 7 

П р и м е ч а н и е . т? 0 > 5 - значение т?, соответствующее точке, где и = 0,5 и т \ Tw/rm - отноше­
ние касательного напряжения на стенке к максимальному значению т. 

Из (3,1) , (3 ,2) , (3,3) вытекают граничные условия для вспомогательной функ­
ции F ( T J ) : 

(3,4) 

0,839а , „ 

1 + 0,444а о 

Кроме того, Р(г}) должна подчиняться условиям сшивания в двух точках нарушения 
ее аналитичности: 

F , = F 2 , F i = F j = l , С = 
0,839 *7i 

1 + o,444a L 0 
< 3 , 5 ) F2 = F 3 , F j = F 3 , F j ' = F 3 ' , F 2 F ^ ' = - ( 1 + a)(F[f; 4 = r?2 . 

i?=*?i, 

Здесь последнее из условий при rj = Vi выражает требование т = 0 при и=ит, а 
последнее из условий при т? = т?2 - требование гладкости эпюры касательных напря­
жений г в точке перегиба профиля скорости. 

К (3,4) , (3,5) необходимо присоединить интегральное условие (2,9) , и тогда 
постановка задачи станет вполне определенной. Всего в ее общее решение войдут 
14 произвольных постоянных (девять констант интегрирования, три неизвестных 
параметра т^, 1?2, т?3 и постоянные А и C = / ^ 4 F " при 17 = 0). Для их определе­
ния имеются 14 условий (2,9) , (3 ,3) , (3 ,5) . Сформулированная задача решена на 
ЭЦВМ при значениях чисел Рейнольдса R 0 = 7 1 0 3 ; 1,1-10 4; 1,8-10 4; 2 ,5-10 4 ; 
5,1 • 10 4 ; 3 • 10 5 , для которых имеются экспериментальные данные [ 4 - 7 ] . 

В процессе обработки результатов расчетов установлено, что наилучшее совпа­
дение с опытами получается, если принять зависимость 

(4.1) а = 1,41 R o 0 ' 1 2 5 . 

Что касается фокусного расстояния х 0 > то оно обычно лежит в пределах 0 < 3 с 0 < 8 
и зависит от условий проведения опытов, в частности от степени поджатости струи 
на выходе из щели. 

В табл. 1 сведены основные данные, полученные при использовании форму­
лы (4,1) . На основании табл. 1 предлагаются следующие приближенные зависимости: 

(4.2) ^ = 2 , 4 0 R ^ 4 , 7,0,5= 0 , 3 1 R 2 ' 1 3 , — = -0 ,82Ro ° > 1 3 5 . 
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Рис. 1. Профиль осредненных скоростей в автомодельной зоне течения пристенной струи: 1 -
расчет; 2-4 - эксперимент [7] для R0 = 1,1-10* ( 2 ) , 1 ,8 -10 4 (3) и 2 , 5 - 1 0 4 (4) 

Вводя их в (2,1) , (2,2) и (2,5) , приходим к формулам 

(4.3) ^± = VOi5(AR0r0>2(x + * о ) 0 ' 8 9 5 ^ 0 , 2 6 R o ° ' 0 8 ( x + * 0 ) 0 ' 9 ; 

b 

(4.4) — = 2,40R§' 0 4 (Jc + X o ) " ° ' 4 7 5 ; 

(4.5) = 0 , 4 4 R o ° ' 2 1 ( * + X o ) - ° ' 1 0 6 r 0 ' 7 5 F " ; 

(4.6) c / = 2 C = 0 , 0 7 0 R o 0 ' 2 1 ^ + S 0 ) - ° ' 1 0 6 ; 
(4.7) с / = = 0 ,4R 0 - ° ' 1 3 (Jc + Г о ) " 0 ' 1 0 6 . 

Они свидетельствуют, что рассматриваемое течение во всех его частях (как в при­
стенной области, так и вдали от нее) существенно зависит от числа Рейнольдса (т.е. от 
молекулярной вязкости). Так, например, разница между толщинами струй при 
Ro = 1,1 -10 4 и R 0 * 2,5 • 10 4 составляет около 7%, что подтверждается опытами [7 ] . 
Для R 0 * 1,1 • 10 4 и R 0 = 3 • 10 5 это различие должно возрасти до 30%. 

В литературе можно найти следующие выражения для of: 

с / = 0 , 1 9 8 R ^ 0 , 0 8 3 ^ " 1 , 
( 4 . 8 ) с / = l , 3 8 R i " ^ 2 3 x 

первое получено в [5] путем обработки опытов, а второе — результат попытки при­
менить к пристенной струе профиль скорости Коулса (со специально подобранными 
эмпирическими константами). 

Формула (4,7) в части оценки влияния Ro на с} дает промежуточные 
значения между формулами (4,8) . Вторая из них, по-видимому, это влияние преуве­
личивает. В работах по пристенным струям в качестве характерной особенности от­
мечают несовпадение точки, где т = 0, с положением максимума скорости, что на­
ходится в противоречии с гипотезой Буссинеска о возможности введения понятия 
турбулентной вязкости. Заостренность профилей скорости струй и следов, присущую 
1-й теории Прандтля и обобщенной теории Кармана [2, 3 ] , следует рассматривать как 
сигнал о кризисе гипотезы Буссинеска в окрестности точек, где т = 0. Для сим­
метричных течений это остается незамеченным, так как у них совпадение точек 
и-ит и т = 0 обеспечивается симметрией потока. Для несимметричных струй и сле-
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дов точки и=ит и т = 0 расходятся. Этому обстоятельству не следует, однако, 
придавать большого значения, так как гипотеза Буссинеска нарушается лишь в малой 
окрестности течения. Из рис. 1 видно, что наш расчетный профиль, несмотря на 
заостренность и не конечный разрью кривизны в точке перегиба, хорошо под­
тверждается опытами [7] , начиная расходиться с ними только при т?/т? 0 5 > 1,2, т.е. 
лишь вблизи свободной границы струи. Но в этой области все методы расчета 
(не исключая даже восьмиконстантной теории переноса энергии, использованной для 
расчета пристенных струй в [9] ) дают заметную ошибку в сторону преувеличения 
ширины струи. 

Ленинградский государственный университет Поступило 
и м . А.А. Жданова 20 VI 1983 
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