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1. Пусть и(х) - дважды непрерывно дифференцируемая функция в интер­
вале (0, °°), удовлетворяющая условиям: 

a) co(x)>0 при х > 0 и в некотором интервале (0, а 0 ) , 0 < а 0 < °°,не 
возрастает; 

б) для любого а>0 

(1) fy/Z^dx + / 1 
0 sjl^x) 

в) для некоторого е > 0 

и(х) OJ2(X) 
dx< 

(2) lim a6 f \J u(xjdx = «>. 
a 10 a 
Пример: co(x) =Ax~v, A>0, v>2. 
Пусть q(x), 0 < x < °°, - непрерывная действительная функция такая, что 

для любого а>0 

(3) / (l+x2)\q(x)\dx + f 1 \q(x) + oj(x)\dx < °°. 

Целью настоящей заметки является уточнение некоторых положений спек­
тральной теории и теории рассеяния для самосопряженных расширений в L2(0,°°) 
дифференциального оператора Шредингера 

(4) ( # 0 / ) W = - / > ) +«(* ) / (* ) , 
определенного на множестве гладких функций, обращающихся в нуль вне интер­
вала [а, 0]'Е (0, °°) (своего для каждой функции / ) . 

В силу условий (1)—(3) оператор Я 0 и все его самосопряженные расши­
рения не ограничены снизу. Так как неограниченность снизу оператора Я 0 обус­
ловлена сингулярностью потенциала q{x) лишь водной точке - в нуле, - то ос­
новные результаты спектрального анализа и теории рассеяния, давно установлен­
ные и подробно описанные (*) для операторов Шредингера с несингулярными до­
статочно быстро убывающими потенциалами, переносятся и на рассматриваемый 
случай. Для того чтобы получить соответствующее обобщение, как и в случае, 
когда потенциал сингулярен в нуле, но является отталкивающим ( 2 , 3 ) , требу­
ется преодолеть лишь некоторые технические трудности. Тем не менее, при 
изучении операторов Шредингера с потенциалами, сингулярность которых в 
нуле настолько сильна, что имеет место ситуация "падения на центр" ( 4 ) , воз­
никают и специфические вопросы. Их выяснению в основном и посвящена 
эта работа. 



2. В силу свойств потенциала q(x) из формул приближения Лиувилля 
Грина ( 5 ) следует, что при каждом значении параметра \ уравнение 
(5) -y" + q(x)y = Xy 

имеет дважды непрерывно дифференцируемые решения ip(x, X) и в(х, X) та­
кие, что 

(6) sin5(je) + 0(e(x,X)), 

X) = - VcJ(xy[cos5(x) + 0(e(x, X))], 
1 

0 (*,*)= 7 cosS(x) + 0(e(x, X)), 

0'(JC, X) = Vw(x) [sin5(x) + 0(e(x, X))], 

« ( * ) = / V ^ 7 d x , e(*. X) = / L_ 

+. J _ [o/(*)] 2

 + 1 o,'(s) 

q(x) + a)(x)-\+~ 

16 co2(x) 4 <J(X) 
dx. 

При фиксированных значениях переменной х эти решения являются целыми функ­
циями параметра X. Для общего решения неоднородного уравнения 
(7) -y" + q(x)y-\y=g(x) 

с локально интегрируемой правой частью g (х) определены "граничные" функцио­
налы 

А(у)= lim 
х-+0 

В(у) = lim 
х-*0 

" 1 4 / , 
J (JC) sin6(х) + у ы(х) cos5(JC)^(JC) 

cos6(x)+ V ^ (*)" sin 8 (x}y (x) 

Отметем, что А(у) = 0, B($) = 1, А (0) = 1, Я(0) = 0. 
Область определения D(H*) оператора Я*, сопряжённого введенному опе­

ратору Я, состоит1 из абсолютно непрерывных вместе с первой производной функ­
ций пространства L2(09°°)9 для которых функции, определяемые выражением в 
правой части (4), также входят в Z, 2(0,°°). Из последнего утверждения непосред­
ственно вытекает, что линеал £)(Я ) принадлежит областям определения функцио­
налов А и В. При этом область определения замыкания В оператора Я состав­
ляют те и только те функции /Е£>(Я*), для которых A(f) = £ ( / ) = 0. Опера­
тор Н0 является эрмитовым с индексом дефекта ( 1 , 1 ) . Формулы фон Неймана 
теории самосопряженных расширений эрмитовых операторов совместно с приве­
денными результатами относительно решений уравнения (7) приводят к следующе­
му предложению. 

Каждое самосопряженное расширение оператора Н без выхода из простран­
ства Z,2(0,°°) определяется действительным числом А, - о о < Л < о ° , а каждое дей­
ствительное число Л(<°°) порождает такое расширение согласно правилу: область 
определения расширения Я(Л) есть совокупность всех функций /Е / ) (Я*) , удов­
летворяющих граничному условию 
(8) B(f) = hA(f) ( Л ( / ) = 0 при А=ов). 
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3 . Пусть f(x, \А), Im у/Т< 0, - решение уравнения ( 5 ) , удовлетворяющее 
условию 

(9) lim/(x, >f%)eix^ = l. 

В силу свойств потенциала q (х) такое решение существует и при фиксированных 
х > 0 по переменной £= у/Т является ограниченной голоморфной функцией в ниж­
ней полуплоскости и непрерывно дифференцируемо на оси Im£ = 0. С помощью 
решения уравнения ( 5 ) 

Ы*Д) = 0(хД) + М*Д)> 
удовлетворяющего, очевидно, условию ( 8 ) , для самосопряженного расширения Hh 

введем функцию 

(10) /„(\А>^(*> X)/(x f \ft)-MxA)f'(x, у/Т), I m V t < 0 . 

Из приведенных свойств решений [p(xf X), в(х, X) и f(x, у/Х) вытекает, что функ­
ция Д ( \ / Т ) , не зависящая от х как вронскиан двух решений уравнения ( 5 ) , п о 

переменной £ = голоморфна в нижней полуплоскости и имеет непрерывно диф­
ференцируемое граничное значение на оси Im£ = 0, не равное нулю всюду за ис­
ключением, быть может, точки £ = 0. Резольвента расширения Hh в каждой ре­
гулярной точке X, как обычно, оказывается ограниченным интегральным опера­
тором с ядром 

(•1) Я . А „ . ( * < « - » > № > Д Ш ^ ) . * « . 

1 т > Д ) * Л ( 5 д у / Л ( л / Т ) , х>*. 
Ввиду голоморфности функций \ph(x,X), f(x,yf\) и fn(y/T) и оператор-

функции R^ в регулярных точках оператора R^ из (11) следует, что спектр опе­
ратора Hh на полуоси (-°°, 0) состоит из изолированных простых собственных 
значений, совпадающих с нулями функции fh(y/T). Справедлива следующая • 

Т е о р е м а 1. Пусть Nn(X) - число собственных значений самосопряженно­
го расширения Hh оператора Д попадающих в интервал (Е,0), Е<0. 

Тогда (1) существует число к(Л), зависящее от выбора расширения, такое, 
что N(E):=0 в интервале (—к(А), 0); 2) для любого самосопряженного расшире­
ния Hh 

(12) lim:'ЛГЛ(£).|г| / y/7J(x^dx+ f [yf^ -у/ы(х) + E ]dx\~l= 
E—oo t<v(x)<|E| w ( * ) > l £ l ' 

= 1. 
Из второго предложения теоремы вытекает 

А 
С л е д с т в и е . Если со(х) = — - [1 + о(1)], А > 0, У > 2, то 

Nh(E) = — ^ — + / 4г (1 -7Т^? ) [ 1 + 0 ( 0 ] ; • 

есписо(*) = ^ " " П + 0 ( 1 ) 1 , Л > 0 , 7 > 0 , * > 0 , то 

Nh(E) = 7 1 / " Ш % П п 1 ^ 1 ] - 1 - , / , ' [ 1 + о ( 1 ) 1 . 
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Из соотношения (12) следует также 
Л е м м а . Пусть EH

F, — °°<f<<» - спектральная функция оператора Hh. 
Тогда для любой его регулярной точки X оператор R^EQ является ядерным. 

С помощью этой леммы доказывается 
Т е о р е м а 2. В каждой комплексной уточке X разность резольвент любо­

го самосопряжённого расширения оператора И и любого самосопряженного рас­
ширения симметрического оператора H° = -d2/dx2 в Z,2(0, °°) является ядерным 
оператором. 

В силу теоремы 2 для пар самосопряженных операторов, составленных из 
любых самосопряженных расширений в £ 2 (0,°°) симметрических операторов # ° 
и Я, существуют полные волновые операторы и оператор рассеяния, унитарный 
либо на всем Z,2(0,°°), либо на подпространстве единичной коразмерности ( 6 ) . 

4. В дальнейшем предполагается, что Х = к2>0. Решения / (х , к) и / (х , -к) 
уравнения (5), удовлетворяющие при соответствующем выборе знака к условию 
(9), линейно независимы и 

/ (х , к)f'(x, -к) -/'(х, к)/(х, -к) = Ш. 

Из свойств потенциала q (х) следует, в частности, что 

где / 0 (х ) и fx (х) - решения уравнения (5) при X = 0 такие, что 
l im/o(x)=l , lim 1Л (х ) -х ] =0. 

Через функции / (x , fc), / (x , -к) решение фп(х, к2) выражается в виде 

фн(х, к2) = ШЪП*. -*) - / „ ( - * ) / ( х , к)], 
Ък 

где //,(£) определяется согласно (10). 
В соответствий с принятым определением назовем фазой рассеяния само­

сопряженного расширения Hh функцию, связанную с fn(k) соотношением 

е 2 « „ ( * ) = Д ( Л ) / Д ( = * ) . 

Так как 
/ (х , * )0 ' ( х , к2) - /'(х, к)0(х, * 2 ) = £ [ / ( • , к)) =В(к\ 

/ (х , к)<р'(х, к2) - /'(х, кМх, k2)=A[f(; к)) = А(к), 

то 

е2*8^кК[В(к) + пА(к)][Щ + пЩ]-1. 

Поскольку решения / 0 (х) и fx(x) линейно независимы, то 

0(х, 0) = а о / о (х) + а 1 / 1 (х) = а 0 +о^х + о(1), 

( 1 3 ) <p(x,0) = hfo&) + PiMx) = Po + hx + o(l) 

и поэтому оказьгоается, что существует предел 

(14) ф)= lim [ »»(*) 
* - 0 L к 

называемый длиной рассеяния. 
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Так как дробно-линейное преобразование в (14) невырождено ( а ^ 0 ~ 
- а0^1 = 1) то с помощью соотношений (13) и (14) параметр А, фиксирующий 
выбор самосопряженного расширения оператора Я, однозначно восстанавливается 
по длине рассеяния. Например, если q(x) = -ух \ у > 0, v > 3, то 

\ A v — 
A cos 7Г У -Уsin - — А I. 

4 Р - 2 4 у - 2 'V 4 *>-2 4 ^ - 2 
7 I 1 / ( ^ - 2 ) ' 

В важном для приложений случае, когда q(x) = -ух~6 - #х~ 4 , 7 > 0, # > О, 

cos -
-1 

X 

V 1; - 2 / V * - 2 ' 

r5(A) = 271/4Re(l + /A) ехр[У8/(^1п7/>/7+ Зтг)] 

Re(l + /A) 

Г 0 4 + % | д 7 " % ) 

exp[V8/(^ln7/V7 +тг)]" 

X 

Г(Э4 + Й 1 0 7 ~ % ) 

При фаза рассеяния оказывается неограниченной функцией такой, что 

(15) lim lsh(k) - / [\/со(х) + к2 - к - у/из(х) ] dx - arctg - 1 = 0. 
к-+°° I о А > 

В частности, если со(х) = -Ax~v[1 + о(1)], Л > 0, У > 2, то согласно (15) 

bh(k) = Allvkl-2lv /.[Vl+x-"' - 1 - x-^ 2]dc[l 
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УДК 539.12 М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я Ф И З И К А 

B.A. ЖЕЛНОРОВИЧ 

О ТЕНЗОРНОМ ОПИСАНИИ ПОЛЕЙ ПОЛУЦЕЛОГО СПИНА 

(Представлено академиком B.C. Владимировым 14 VII1979) 

Покажем, что поле спина 1/2 можно рассматривать как взаимодействующую 
систему нейтрального псевдоскалярного, нейтрального векторного и заряженного 
векторного полей, полевые функции которых связаны некоторыми алгебраическими 
уравнениями. 

Рассмотрим в четырехмерном псевдоевклидовом пространстве Минковского, 
отнесенном к декартовой системе координат с переменными х(, i = 1, 2, 3, 4, и сигна-
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