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РАНГИ ПОДАЛГЕБР СВОБОДНЫХ СУП ЕР АЛГЕБР ЛИ 

Данная статья продолжает исследования, начатые в [1]. Основ
ным результатом работы является критерий независимости подмноже
ства свободной цветной (р-) супералгебры Ли, что дает удобный алго
ритм для определения независимости подмножества (теорема 2 ) . В ка
честве следствия получены критерий и алгоритм, определяющие, явля
ется ли эндоморфизм свободной цветной (р-) супералгебры Ли моно
морфизмом. 

1. Свободные цветные (р-) супералгебры Ли. Пусть К — поле, 
char Кф2, G—абелева полугруппа, е : G X G К* — кососимметрическая 
билинейная форма, G+ = {g E G | e(g, = G_ = { g € = G | e ( g , g ) = — 1}, 
R= © Ru—G-градуированная /(-алгебра. Алгебра R с умножением [ , ] 

является цветной супералгеброй Ли, если 

[a, Ь\=-вЩа)9 d(b))[b9 а], 

[а9 [6, с]] = [[а9 Ь]9 c] + e(d(a)9 d(b))[b9 [а, с]]9 

где a, Ь9 с—G-однородные элементы из R , d(u)=^g при u^Rg (в случае 
char К = 3 предполагаем дополнительно, что [v9 [v9 у ] ] = 0 для всех 
G-однородных элементов v9 d ( t ) ) e G _ ) . 

Пусть c h a r / C = p > 2 , R — цветная супералгебра Ли над /С, тогда 
R — цветная р-супералгебра Ли, если на однородных компонентах 
Rgy g ^ G + , задано отображение [pi: Rg^Rpg, такое, что для всех z^R, 
а^Ку G-однородных х, y^R, d(x)=d(y)y выполнены следующие ус
ловия: 

(ax)w = oPxlp\ (ad (хт)) (z) = (ad х)р (г), 

(х + у)ы = х т + у ы + 28г(х9 у)9 

где jsj(x9 у)—коэффициенты при t1'1 в многочлене (ad(tx + y)p~l) (х)9 

при этом (adа) (Ь) = [а9 Ь]. 

Пусть X — G-градуированное множество, А(Х) — свободная G-
градуированная ассоциативная /С-алгебра с единицей. Рассмотрим но
вую операцию на А(Х): [a,b]=ab—e(d(a), d(b))ba для G-однородных 
элементов а, Ь^А(Х). Тогда А(Х) — цветная супералгебра Ли. Пусть 
L(X)—подалгебра в А(Х) с операцией [ , ] , порожденная множеством 
X. Алгебра L(X) является свободной цветной /С-супералгеброй Ли на 
X (см. [21). Если c h a r / C = p > 2 , aW=aP для всех G-однородных эле
ментов а^А(Х)9 d ( a ) ^ G + , то А(Х) с операциями [,] и [р] является 
цветной р-супералгеброй Ли, а ее подалгебра LP(X), порожденная MHQ-
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жеством X, — свободной цветной р-супералгеброй Ли. При этом А(Х) 
является универсальной обертывающей алгеброй для L(X) (в случае 
c h a r / ( = p > 2 также ограниченной универсальной обертывающей алгеб
рой для Lp(X)). 

Д л я G-однородного элемента a^L(X) (a^Lp(X)) через а° обоз
начим старшую по длине компоненту элемента а. Подмножество Я 
алгебры L(X) (Lp(X) соответственно), состоящее из G-однородных эле
ментов, называется приведенным, если для любого а е Я элемент а0 

не лежит в подалгебре, порожденной подмножеством Ь ^ Я , ЪФа), 
и независимым, если подмножество Я является множеством свободных 
образующих подалгебры в L(X) (в LP(X) соответственно), им порож
денной. 

Т е о р е м а 1 [2, 3]. Любое приведенное подмножество в L(X) 
(в Lp(X)) является независимым. 

2. Частные производные. Пусть Х={хи хп). Любой элемент 
и^А(Х) может быть записан единственным образом в виде и=а-1 + 

+ Х\Щ+ ... +хпип, где ui^A(X), а^К. Элементы = щ, 1 = 1, . . . , я, 

называются частными производными элемента и. 
Пусть Я = { / 1 Ь hrrj — подмножество G-однородных элементов в 

L(X) (в Lp(X) соответственно). Через / ( Я ) обозначим матрицу 
( dh± 

дхг 

У(Я) = 

dhm \ 

дхг 

dhn 

\ дхх "' дхп j 

Пусть а { , a m ^ A (X). Так как элементы из Я не содержат сво
бодных членов, то 

/ ( Я ) , | = ( 0 ) (1) 

тогда и только тогда, когда h\d\ + ... +hmam=0. 
3. Основная теорема. Лемма. Пусть къ . . . , hm—G-однородные не

нулевые элементы в L(X) (в LP(X) соответственно), Y = {yv . . . , ут}, 
d(yi)=d(hi), i= 1, . . . ,т, и 

V i + ...+hma„ = 0 

для не всех одновременно равных нулю at^A (X), / = 1, . . . , т. Тогда: 
1) если ft = ht при 1<т и fm^hm + F{hly . . . , A m _ i ) , где F(уъ . . . 

. . . , y m _ i ) е L (Y) (Lp (Y) соответственно), d(F)~d (hm), то 

dF 
где bi = ai при Km и bm~atn; при шом не все bt 

m-i~hm-i 
равны нулю; 

2) если hx, . . . , hm—однородные по длине элементы, то 

для некоторого G-однородного ненулевого элемента F^L(Y) (Lp(Y)). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение леммы проверяется не
посредственно: 

т—1 

0 = A A + . . . + hmam= £ fiai + (fm-F(fly . . . , / m _ i ) ) a m = 
1=1 

m-1 

1=1 
«m) + fnflu 

Если все 6j = 0, то am = 6 m = OJH at=bi + 
dF 

' = 1, • m — 1. 

a m = 0 для всех 

При доказательстве второго утверждения мы можем считать, что 
ai , . . . , а т однородны по длине и что элементы А ь . . . , Л т линейно неза
висимы (иначе утверждение тривиально). Тогда из обобщенного алго
ритма Евклида в А(Х) (см. [4]) следует, что один из А/ лежит в пра
вом идеале алгебры А(Х), порожденном множеством {hi\i¥=j}. Мож
но считать, что 

К=-кф2+ ...+hmbm. 

Используя теорему Пуанкаре—Биркгофа—Витта для A (X) = U(L{X)) 
(A(X)=u(Lp(X)) соответственно, см. [5]), считаем, что bi^U(В)^ 
^А(Х), где В — подалгебра в L(X) (в LP(X)), порожденная подмно
жеством Я . 

Так как А/, bi, i = l , . . . , m , однородны по длине, то элемент hx не 
участвует в записи Ьч,Ьт. Таким образом, hx ассоциативно выража
ется через А 2 , h m , и по теореме Пуанкаре—Биркгофа—Витта hx ле
жит в подалгебре, порожденной { А 2 , Л т } , что завершает доказатель
ство леммы. 

Т е о р е м а 2. Подмножество Я = { й ь А т } G-однородных элемен
тов в L(X) (в Lp(X)) независимо тогда и только тогда, когда столбцы 
матрицы / ( Я ) независимы справа над А(X), т. е. когда из (1) при 
а^А(Х) следует, что a , = 0 для всех i = l , т . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Я не является независимым подмножест
вом, то существует ненулевой G-однородный элемент F e L (У) (F е U (У)), 
где У = {уъ . . . , ym}, d (yt) = d (ht)f i = 1, . . . , m, такой, что F (A l f . . . 
. . . , A m ) = 0. Так как L(Y)^A(Y) ( 1 Р ( У ) £ Л ( К ) ) , то Fs=A(Y), F^O. 
Среди всех таких ассоциативных многочленов F выбираем многочлен 
F0 минимально возможной длины по У. Ясно, что F0 не имеет свобод
ного члена. Дифференцируя равенство F(hu hm) = 0 последовательно 
по * 1 , . . . , * л , получаем, что выполнено соотношение (1 ) , где 

at = 
dF0 

Если 
dF0 

Допустим, что а% 

Ф О в А (У), то из минимальности длины F0 в А (У) следует, что 

dF0 :0 для всех i . Тогда 
дуг 

:0 для всех /, 

так как F0 не имеет свободного члена, то F0 = 0 в А (у). Полученное про
тиворечие доказывает необходимость. 
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Пусть теперь есть нетривиальная зависимость (1) . Тогда 

Если 

F e L ( F ) ( F E L P ( F ) ) , ТО рассмотрим подмножество H' = {h[, . . . , A m } , та
кое, что h'j^hj—F (Ах, . . . , Л/_ 1, А/+1, . . . , A m ) , = A f при * Ф j . По лемме 

A J f c 1 + . . . + A m 6 m = 0 

для некоторых одновременно не равных нулю Ьи bm^A ( X ) . При 
этом элемент А / имеет меньшую длину, чем А/. Повторяя описанную 
процедуру, мы либо получим на некотором шаге нулевой элемент (и 
тогда множество Я не является независимым), либо придем к приве
денному подмножеству элементов { и и и т ) , удовлетворяющему не
тривиальному соотношению и{е{ + ... + итет=0. Выделяя старшую часть 
по длине, мы получаем нетривиальное однородное по длине соотно
шение 

По лемме существует нетривиальный G-однородный многочлен F ^ 
e L ( Y ) (F^LP(Y)), такой, что F(u°{, . . . , ^ ) = 0. Противоречие с ут
верждением теоремы 1 завершает доказательство. 

С л е д с т в и е 1. Пусть ф — G-однородный эндоморфизм алгебры 
L(Y) {LP(Y) соответственно), такой, что столбцы матрицы Якоби 
/ ( ф ) = / ( { ф ( * 1 ) , . . . , ф ( * л ) } ) правонезависимы над А ( Х ) . Тогда ф — мо
номорфизм. 

Отметим, что если / ( ф ) обратима над А ( Х ) , то ф — автомор
физм [6]. 

Напомним, что подалгебры свободных (р-) супералгебр Ли свобод
ны (см. [2, 3 ] ) . Этот результат непосредственно вытекает из теоремы 1; 
ранг такой свободной алгебры определен однозначно и не зависит от 
выбора свободных образующих. Любой левый (правый) идеал алгеб
ры А (X) является свободным модулем единственного ранга (см. [4]). 

С л е д с т в и е 2. Пусть Я = { А Ь h m } — подмножество G-одно
родных элементов алгебры L(X) (LP(X) соответственно). Тогда ранг 
подалгебры, порожденной подмножеством Н, равен рангу свободного 
правого А (X)-подмодуля модуля А(Х)П, порожденного столбцами мат
рицы J(H). В частности, если ф — эндоморфизм алгебры L(X) (LP(X) 

соответственно), то ранг подалгебры q>(L(X)) (Ц>(ЬР(Х))) равен рангу 
свободного правого А (X)-подмодуля модуля А(Х)П, порожденного 
столбцами матрицы Якоби / ( ф ) . 

З а м е ч а н и е 1. Следствие 2 дает эффективный алгоритм нахож
дения ранга конечно-порожденной подалгебры алгебры L(X) (LP(X) 

соответственно) над конструктивным полем. Действительно, достаточ
но за конечное число шагов построить канонический базис правого идеа
ла, порожденного столбцами матрицы / ( Я ) . Число элементов в этом 
базисе дает искомый ранг. Другой алгоритм следует из теоремы 1: не
обходимо, используя элементарные преобразования и отбрасывая воз
можно возникающие нулевые элементы, редуцировать* подмножество 
Я к приведенному подмножеству Н', мощность которого | Я ' | дает 
ранг рассматриваемой подалгебры. В то ж е время, как показал 
У. У. Умирбаев в [7], проблема определения независимости конечного 

39 



подмножества элементов в свободной ассоциативной алгебре алгорит
мически неразрешима. 

З а м е ч а н и е 2. В настоящей статье мы рассматривали правые 
идеалы, порожденные столбцами матрицы Якоби. В [8] изучались ле
вые идеалы, порожденные строками матриц / ( Я ) ; ранги этих идеалов 
совпадают с рангами систем элементов Я ; получен также критерий 
примитивности систем элементов. 

Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований, Международного научного фонда и 
INTAS. 
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С. Б. Гашков 

«ПРОКЛЯТИЕ РАЗМЕРНОСТЕЙ» ДЛЯ СЛОЖНОСТИ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
КЛАССОВ ФУНКЦИЙ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ ЛИПШИЦА 

В работах [1—7] автор исследовал сложность приближенной реа
лизации различных классов функций схемами и формулами в бази
сах, состоящих из непрерывных операций. Напомним постановку за
дачи. 

Пусть Ж — вполне ограниченное подмножество нормированного 
пространства и s& всюду плотно в Ж\ Сложность е-приближения эле
мента х^Ж называется число 

Х(х, e) = i n f \\х— * / | | < е } , 

а сложностью е-приближения класса Ж — число 

$ (УС, е) = sup {J£ (х, е ) : х СЕ Ж), 

где мера сложности 3? определяется следующим образом. 
Пусть B={wk : k=\, 2, . . .} — некоторое множество непрерывных 

операций wK:RMK-+R, называемое базисом. Схема S в базисе В — 
это произвольная последовательность непрерывных функций f i ( * ) , . . . 
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