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Н.В.Трунов 
ЛОКАЛЬНО КОНЕЧНЫЕ ВЕСА НА АЛГЕБРАХ ШШАНА 

И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ 

ii работе продолжается изучение одного специального клас­
са нормальных весов на алгебрах Неймана, введенного автором в 
[ 3 ] в связи с задачами некоммутативного интегрирования.В схе­
ме интегрирования в духе [2^[ относительно весов этого класса, 
названные в [3] локально конечными, удалось получить эффектив­
ные теоремы типа Радона-Никодима [ 3 , 5] , причем условие ло « 
калкной конечности оказывается для этого фактически необходи­
мым. 

Работа состоит их трех параграфов. В § 1 собраны необхо­
димые предварительные сведения. В § 2 получен новый критерий . 
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локальной конечности точного нормального полуконечного веса 
в терминах ассоциированной с ним группы модулярных автомор -
физмов. В § 3 предлагается конструкция, позволяющая описы -
вать с помощью квадратичных форм на линеале фиксированного 
точного нормального локально конечного веса все нормальные 
веса на алгебре Неймана, естественно согласованная с теорией 
некоммутативного пространства Ц из [ 2 ] , 

§ 1. ПРВДВАШТЕЛЬНЫЕ СВВДЗНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

1 . Всюду низав J H - алгебра Неймана, действующая в 
гильбертовом пространстве Н , JU* - ее предвойственное 
пространство, Ж* (соответственно М* ) - конус положитель­
ных элементов М (соответственно Jli* ) . Мы будем придер­
живаться в дальнейшем терминологий и обозначений работ [192$ 

8 и 10]• В частности, для веса ^ на i t полагаем 

Для точного нормального полуконечного веса s? через 
№*>!?</) обозначается представление М ^ассоциированное 
с ^ , 0 :^^^—тождественное вложение. Через J ^ A ^ . . . 
обозначены известные объекты теории Томита-Такесаки, ассоции­
рованные с обобщенной гильбертовой алгеброй йл7?>1^ ? 
^<f » (*Ч*) ~ ^У™8- модулярных автоморфизмов Ji t , свя -
занная с *$ . Оледуя [ 2 ] , будем через 1*л[ч) обозначать 
банахово пространство интегрируемых относительно if билиней­
ных форм (б.ф.) на линеале веса 

\={^Н j З Ь о : (x4J)*Xv(x),Vx*JU.+}, 
и пусть ^ : Ц (<*) —* М* - соответствующий канонический 
изоморфизм. 

2 . Напомним [2 , 5 ] , что нормальный вес ^ на алгебре 
Бвймана JLL называется локально конечным, если он удовлет­
воряет одному из следующих эквивалентных условий: 
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(u) VoczJU* 3 ( * с ) с м £ ; ocL f * , 

(Hi) VxtM* : 4>(x)- suf{w)lye»Zyy*oc}. 

3 . З а м е ч а н и е . Отметим, что нормальный вес L? 
на JtL локально конечен тогда и только тогда, когда он на­
следственно полуконечен в слвдущем смысле: для каждого про­
ектора peJU вес ЧРр - редукция ч> на алгебру рМо 
полуконечен. Действительно, достаточно вспомнить о существо -
вании в Л1 наибольшего проектора е такого, что вес сре 

полуконечен. 
4 . З а м е ч а н и е . В классе всех нормальных весов на 

JH введем следующее отношение порядка: скажем, что V про­
должает У> (пишем с?^ t )# если У(*)- YY*) для каж­
дого хбТПф . Очевидно, что каждый нормальный локально ко­
нечный вес у максимален относительно этого порядка, более 
того, даже наследственно максимален ( т . е . для каждого цроек -
тора реМ вес Ч^ максимален). Наоборот, из замечание 
3 следует, что каждый наследственно максимальный нормальный 
вес является локально конечным. 

5 . Напомним [4 , 5 ] , что нормальный вес SP на алгебре 
Неймана М называется регулярным, если он удовлетворяет 
одному из следующих эквивалентных условий: 

(О VcoeJU* (co*o) J ш'еМ* (с*'*о): uUo*;*)'**;-

§ 2. ЮДШРНЫЕ СВОЙСТВА ЛОКАЛЬНО КОНЕЧНЫХ ВЕСОВ 

В этом параграфе SP - точный нормальный полуконечный 
вес на алгебре Неймана М . Обозначим через Л)(су ) множе -
ство тех операторов %€ М , для которых функция 4-*с^*(*) 
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(-££#.) продолжается по фу^щи об -^ Ĝ  (^) ( £ М) , непре­
рывной в полосе {°L £ С /o*:fm ос^Уд,] и аналитической внут­
ри этой полосы. 

I . Т е о р е м а . Для точного нормального полуконечного 
веса s$> на JIL следующие условия эквивалентны: 

(I) вес <tf локально конечен, 
(а) для каждого хе ЛС найдется 2 € j ) ( c ^ ) т а ­

кой, что х- 2*2 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (U) =? (О . Воспользу -

емся критерием, установленным в работе [3] (теорема 2.3),со­
гласно которому достаточно проверить, что для каждого i^JU1" 
найдется такой нормальный вес *f на JU , что 

(см. также [5], теорема 5). Мы проверим, что искомый вес Y 
определяется равенством 

^ ) = * ( < ( * ^ < V > ) * ) (^M+), (2) 
где ^ [ M ^ v i ) т а к о в» ч т о зс=2*2 . Для этого, во-пер­
вых, отметим, что равенство (2), очевидно, задает некоторый 
нормальный вес на ЛС , так что достаточно установить (1). 
Пусть ^ с >n* # Воспользовавшись выкладками доказательства 
леммы 7 работы А.Конна [б] и известными соотношениями теории 
Томита-Такесаки [ i j , нетрудно показать^ч^£ ^^^ 

В таком случае по определению ^ f 2] имеем 

(t)=^(il). Пусть х$М* . Тогда (см.[3], теорема 2.3) су­
ществует единственный нормальный вес -у на JU , удов -
летворящий условию (I) , причем у* / /* / / ^ . Пусть е -но­
ситель у и fе, ^ е - редукдая f и ^ соответственно 
на алгебру -eJlie . Тогда Уе и *е ~ точные нормальные по-
лукоаетаые веса на e i / e (отметим, что полуконечность у>е 
есть следствие того, что вес с? , а значит и 4>е , локально 
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конечен) . Поскольку -fe & ЦэсЦУе , то найдется оператор 
£ееМе такой, что <ye(. J^y e (€- е*) (см. [6J, теорема! 
и замечание 2). Пусть а ^ £ е , тогда Q t M , и для каж -
до го уеМ* имеем 

V(ay<S)=<te(t(eyfeH)e*)=re (eyUH) = V-(z)AU*l(*(V)-

В таком случае в силу лземмы 7 работы [6] функция -А -* б-^ (а) 
продолжается до функции o6-*'G^(a) (eJtC) , непрерывной в 
полосе {^^С/-1^<С^с^^о} и аналитической внутри этой 
полосы. Положим £~ С ^ ( а ) . Нетрудно проверить, что 
^ О ( ^ д ) й <fyjtG0 = Q ' В о с п с ш > 3У е м с я теперь выкладкой(З), 
откуда следует, что 

Отсюда следует, что ос- г*г- в силу тотальности множест­
ва функционалов ^{rrtf) в JU¥ . Язорема доказана» 

2. З а м е ч а н и е . Доказанная теорема дает полезный 
критерий локальной конечности по существу для любых нормаль­
ных полуконечных весов, а не только для точных, поскольку в 
[5] (лемма 3) показано, что для локальной конечности нормаль­
ного веса достаточно и, очевидно, необходима локальная конеч­
ность точного нормального веса, являщегося его редукцией на 
носитель. 

Ниже мы воспользуемся обозначениями, введенными в £3 и 
5], где для точного нормального локально конечного веса у 
на М через ^ ( * ) обозначается нормальный вес \}> на М , 
единственным образом определяемый условием ('!) по xeJU* • 

3. С л е д с т в и е . Прг: выполнении эквивалентных уо-
ловий теоремы 1 для каждого ^£ М ^ д ) спрьжрливо равен­
ство 

У,( * * * ) ( *>-У(^(г ) * ( г^ г ) * ) (хъМ*). (4) 
Следующий результат устанавливает связь между производ­

ной нормального веса Y^sf по у в смысле [ З и 5J и 
коциклом Конна (J)^.*])^ [" 6 J . 

4. С л е д с т в и е . пусть У, у " точные нормаль­
ные веса на JU , причем Y^<f и у локально конечен. 

- 84 -



Тогда функция -L-*U± = (j>*y: j ) ^ продолжается до функ -
ции <L —> к ^ ( £ JU ) , непрерывной в полосе ^ ^ ^ (£ \-</х< 
* « ^ о } и аналитической внутри этой полосы, причем 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Достаточно воспользовать­
ся равенством (4).и учесть, что 

(см. [б] , замечание 4 ) . 

§ 3 . НОРМАЛЬНЫЕ КВАДРАТИЧНЫЕ ЗОРМЫ НА ЛИНЕАЛЕ ВЕСА 

Всюду в этом параграфе будем предполагать, что у -фик­
сированный точный нормальный локально конечный вес на алгеб­
ре Неймана JU', действующей в гильбертовом пространстве Ц . 
Здесь будет введено понятие нормальной ква.вратичной формы,за­
данной на. линеале Ъ^ веса SP i и установлено взаимно од -
нозначное соответствие между такими формами и нормальными ве­
сами на JU, • Это соответствие является естественным продол­
жением соответствия между б.ф. из L1 (<#) и положительными 
нормальными функционалами на М, . 

Напомним следующее известное 
1 . О п р е д е л е н и е . Квадратичной формой (к.ф.) на 

3)ц> называется отображение 9: J)^ —>£о,-ю°7 такое, что 
(а) ? Д Л { Н ^ Ш U * C Л О * ) , причем о .~ = 0 > 

Мы будем назышть к .ф. <^ на J) но шальной, если су -
ществует такая возрастающая сеть б.ф. (а;,) с / . ^ ( ф ) » ч т о 

Условимся через Q ( ^ ) обозначать множество всех нор -
мальных квадратичных форм на }ц> • Заметим, что каждая к.ф. 
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$£(?0?) присоединена к JU в следующем смысле: для 
каждого унитарного оператора и € JU* и ft j)^ справед­
ливо равенство ^(^f) = Я(4) • 

Определим в Q(V) отношение порядка и Ьперации сложения 
и умножения на неотрицательные скаляры, полагая 

(а) ъ&Ъ , еоли %,{4)*%х{!) (****)> 

(в) (\%)(4) = *№) (Uo , # € j > y ) . 
Отметим, что каждая возрастающая сеть к.ф. (<j,L) cQlv) 

имеет в Qfa) точную верхнюю грань £г $ш> ^ , причем 

2. II р и м е р J . (а) С каждой б.ф. а £/,<(<?) связана 
к.ф. С а ] £ Q (v) , определяемая равенством £&]({)= a(f}4) . 
Такие к.ф, мы будем называть интегрируемыми, 

(б) Для каждого creJU* к.ф. О ] » заданная на ]>^ 
равенством IXJOf)- (a-f> £ ) > является нормальной. Действи -
тельно, пусть возрастающая сеть (oci.) с tt\* такова, что 
Xif ос . Тогда все к.ф. С^Л интегрируемы и Г*] ('О -
= sifp£>cL](^) ( f O ^ ) . Очевидно, что формами вида [х] {^eJV) 

исчерпываются все ограниченные к.ф. иь Q(^) . 
(в) Цусть JU - расширенная положительная часть алгеб­

ры Неймана JU [Э]. Для каждого т е JJC определим к.ф. 
Гш] на ]) у , полагая 

где w - J JL о1е(Д)-*-̂  • р - спектральное представление w . 
Тогда [> i j€Q(40 > поскольку существует возрастающая сеть 
(эсО с JU* такая, что ocL f гг> в ч.&* , (см.["9], след­
ствие 1.6 ;, и, следовательно,Г^]{4) = ^Lxil{4) ( fO</ ) - ' 
Из леммы 1.4 [7] (см.также £9], лемма 5) следует, что к.ф. 
вида cm] (me JU+) суть элементы Q(y>) , полунепрерыв­
ные снизу в сильной топологии И . 

Перед формулировкой следующей теоремы условимся через 
эс̂  обозначать для каждого ^£])у оператор из vn + $ 
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однозначно определяемый условием 
Yv\*{)(*)=(*fJ) (х*М+) . (5) 

3 . Те о р е м а. для каждого нормального веса, *f на 
ЛС равенство. 

Z*l{4) = -*(*+) (4*)ч) (6) 

определяет к.ф. [/У J £(2(V) . Наоборот, для каждой к.ф. 
Я zQ(4>) существует, и притом единственный, нормальный вес 
Y на Jit такой, что [у] = ^ • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть -у " нормальный 
вес на Ж . Тогда найдется возрастающая сеть б.ф. (я г )с /^ (ч>) 
такая, что 

[2, 8] . В таком случае Z*f][4)- suf> (aif>4) да каждого 
{^ )ц> ? поскольку из (5) следует, что 

Таким образом, к.ф. CVJ 6 Q (V) . 
Наоборот, пусть каф. ^ О ( ^ ) - возрастающая сеть ::.ф. 

( « 0 е ££(v) такова, что <£ = $4f [Q;] в б?(<р). По -
скольку сеть- У^(«:) положительных нормальных функционалов нь 
Jit возрастает, то равенство 

У ( х ) = 5Uf ft, ( а , ) (ос) ( ^ c e i t + ) 

определяет нормальный вес V на JW- . Из равенства (7) тог-
да следует, что f^J- ^ . Единственность у вытекает из 
следующей леммы, завершающей доказательство теоремы. 

4. Л е м м а. Для каждого х£ JU+ существует семей -
ство векторов (£)cj) tp такое, что вес ^ ( * 0 - ZI ((")&>& ) 
на JU+ , при этом V(x) = 2ZW(4i) • ' 

Д о к а з а т е л ь с т в е . Существование нужного пред­
ставления нормально веса fr^M следует из неравенства 
^(эс) ^ |(эс|(4> [ 3 ] . Обозначив для краткости эс*. = ос- , име­

ем %ч (°0 = ZT У̂  (*с) • Т о г д а w - кажД°Г0 # е ^ 
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В силу плотности 3{f(n(f)L в ^ ^ отсюда следует, что 
5̂ >(эс) = Д Г ^ ^ с ) > так что Jt-j?7*i . В таком случае 

Лемма доказана. 
5. С л е д с т в к е. Отображение y-^/TVj является 

монотонно аддитивной и положительно однородной биекцией мно­
жества всех нормальных весов па алгебре Неймана М на 0(V), 
цричем 

(а) y{i)<oo <=P к.ф. //VJ интегрируема, 
(б) у*Уч .для некоторого 1>о <F=S> к.ф. py j 

ограничена, / х 
(в) у-$ц(уп) для некоторого теМ* Ф=* к.ф. [/vj 

полунепрерывна снизу. 
При этом £ ̂ ( a ) ] -JTaJ fa £ А1 (V) ) ^ и 

ПйД^О] ~ Г»»3 (** ^ ^* J » г д е д я я *"£-№"*" нормальный 
вес ^(w) определен в £5] (теорема 5). 

6. З а м е ч а н и е . В работе [7] А.Конн предложил опи­
сывать нормальные полуконечные веса у на JU с помощью 
пространственных производных o/V/c/y' относительно фиксиро­
ванного точного нормального полуконечного веса ср' на ком­
мутанте Jll! алгебры Ж . Эти производные являются полунеп­
рерывными снизу плотно определенными ква.лратичныж формами на 
линеале J)^/ и, следовательно, определяются положительными 
самосопряженными операторами.' Однако далее для конечных весов 
^ соответствующие операторы, вообще говоря, не присоедине­

ны к ЛС . В нашем подходе нормальные веса у на JI описы­
ваются к.ф. [VJ ,• присоединенными к JUL , однако не всег­
да полунепрерывными снизу, т.е. не сводящимися, вообще гово -
ря, к операторам. Более того, из теоремы 6 работы £5] следует, 
что все к.ф. из Q(y) полунепрерывны снизу тогда и только 
тогда, когда вес у регулярен (тогда, в частности, алгебра 
М является полуконечной). 
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Рассмотрим теперь подробнее вопрос о том, .для каких 
нормальных весов t^ на Л их производные - к . ф . £VJ - с в о ­
дятся к операторам. Для этйго , во-первых, условимся отождест­
влять самосопряженный оператор &го , присоединенный к Л1 
с соответствующим элементом расширенной положительной части 

М* алгебры М • При этом, как нетрудно проверить , для 
^ \ 

Ш ) ( Л Л / | «если > } ( Л ) / 1 ] > * , 
-̂  ' I +ею , в противном случае. 

Отметим также, что из £>li следует C^J^L^J , и е с л и 

сеть £ . / £ » т о с е т ь К«Ф« U ^ J f [&] п о поводу поряд­
ка и сходимости в классе самосопряженных положительных опера­
торов [ щ [ . 

Следующий результат является очевидным следствием преды-
пущих рассмотрений и теоремы Радона-Никодима, доказанной Г.Пе-
дерсеном и М.Такесаки [ ю ] для G*,y -инвариантных весов на 
J i . Ниже через ЛЦ> обозначена подалгебра JU , состоящая 

из неподвижных точек группы автоморфизмов (^)^€ц> • 
7 . П р е д л о ж е н и е ( c p . [ 2 j , теорема 4 ) . для каж -

дого самосопряженного оператора &ъо , присоединенного к JU, 
к . ф . из Q ( ^ ) , отвечающая нормальному полуконечному весу 
<f(&) на Х£ , е с т ь [£] . Наоборот, если f - нормаль -
ный полуконечный, (ц - инвариантный вес на М , то суще -. 
ствует , притом единственный, самосопряженный оператор %ъо , 
присоединенный к Мц такой, что к . ф . £у] - [£] . 

8 , О п р е д е л е н и е ( с р . [ 4 ] , определение 7 § 2 ) . 
Скажем, что вес sfr почти доминирует нормальный вес f на 
М , если для каждой последовательности (осп) с JIL из у с л о ­

вия йгУ1^((^п-Хт^(хп-Хт))=:0 И &>» У ( ^ Х л ) = 0 ВСЯКИЙ 
раз следует, что ^т ^(^осп) =zO . 

9 . , Т е о р е м а ( с р . [ 4 ] , теорема 9 § 2 ) . Пусть V -
нормальный локально конечный вес на jLt . Следующие условия 
эквивалентны: 

(L) существует самосопряженный оператор къО , присое-
диненный к М такой, что к.ф. EtJ-^fi.] 
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(U) существует возрастащая последовательность (хк)сЛС 
такая, что вес ^h(-) - suf ^(оск)(-) } 

[iil) существует семейство (А) с])ц> такое, что вес 

(iv) к.ф. [Y] полунепрерывна снизу, 
(v) к.ф. pyj замыкаема (т.е. идя каждой последователь­

ности /&)с.])у из условия &*[1Д({,г&1) = 0 и &ml\$J = 0 
всякий раз следует, что &л Г$J (& ) = о ) , Л 

1\/0вес ср почти доминирует вес Vх • 
Для доказательства этой теоремы нам понадобится еле дающая 
11'. Л е м м а . Для каждого нормального локально конеч -

ного веса у на М линеал 

плотен в гильбертовом пространстве /•/ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку к.ф. [>+] при -

соединена к М , то линеал j)(b/?j инвариантен относительно Л 
и, следовательно, нам достаточно проверить, что j)(ryj) " раз­
деляющее множество векторов для JUL . С этой целью предполо -
жим, что оператор осеМ обращается в нуль на ])(r^j) , и 
проверим, что х - о . Поскольку 3̂ > плотно в Н [2], то 
достаточно показать, что х обращается в нуль на J)^ , что 
мы сейчас и сделаем. Пусть fO<p • Заметим, что ^(х*х)(у)=о 
для каждого ^ ^ тп^ такого, что ч± ос^ ф Действительно, нор­
мальный вес <jf̂ (̂ ) «a M можно записать в виде ^ ( у ) -
= £((•)& Ji) > где ( £ ) с j ) y . Отметим, что все £s])(r*j), 
поскольку по лемме 4 

М(£) * Г fvjft) = *(*) < - • 
Следовательно, 

Выбарем теперь возрастающую сеть (#J с УП^ такую, что 
'ч. f xt . -В таком случае ^(а**)(#)= 0 и, следовательно, 

Лемма доказана. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 9. 
(O^fcO . По спектральной теореме найдется возрастающая 

последовательность итераторов (а:*)с М* така^, что 
[%][$)- 3uf (Xfi^J) ДОЯ в с е х ^ ^ Dtp - Тогда по* следствию 5 
вес -V(-!N $%f «<?(**)(-) . 

(tO^fitO^ Полагав ^ а , , уЛ= хп - эгй., ( л ^ з , . . . ) , 
имеем у = 21 ^у(^л) . Заметим теперь, что для каждого л-/,*,... 
нормальный вес f̂r (уЛ) допу эка/ь т представле ние Уу (уп) = 

= Z ( ( ) ^ ! f ) . где (£и)) с J , , поскольку ^ Й ) * Ш * . 
*"(са)=г>(;.у). Обозначив даю краткости xft= xL , имеем для 

каждого | е ^ 

Отсюда следует, что к.ф,- ГУ] полунепрерьюна снизу как сумма 
непрерывных к.ф. С ^ ] • 

(lv)=>>(y). По поводу этой импликащи см., .например, £7], 
лемма 5. 

(y)^>(i). Поскольку J)(rvj) плотно в Н и .к.ф. TVJ 
замыкаема на ] ) (Г^] ) , то в силу хороши известного ре­
зультата о связи замыкаемых форм и операторов существует,при­
том единственный, самосопряженный оператор £ ?,о в И та­
кой, что ^ ( t ^ J ) - существенная область определения опера­
тора I*- и M(t)=Uv4llX для всех * 0 ( C * J ) -По­
скольку к.ф. £>f] . присоединена к Jli , то Из единственности 
такого оператора я легко вывести, что он присоединен к М. 
Для проверки равенства С^]-Г.£] в СШ1У следствия 5 дос -
таточно убедиться в том, что Y ' - ^ f r ^ j ) 7

 а для этого в силу 
локальной конечности у нужно лишь проверить, что нормаль­
ные веса ^ и #у> ( r f l ) совпадают на УА^ . Для проверки 
последнего утверждения предположим, что ^ 6 КЛ^ . Тогда из 
рассуждений, проводившихся при доказательстве леммы 10, еле -
дует, что вес Кц[у) допускаат представление 

М * ) = - £ ( ( • ) £ , £ ) • г*е (£)с}<*> • В таком с^чае 
по лемме 4 с 
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Доказательство эквивалентности условий fv) и (vl) поч­
ти дословно повторяет доказательство эквивалентности условий 
(с) и (vi) в теореме 9 из § 2 работы £*4]. 

Теорема доказана. 
10. З а м е ч а н и е . Оператор -я определяется усло­

вием (i) теоремы 9, вообще говоря, не единственным образом 
даже для конечных у и V (см. [2], замечание на с,88). 
Однако, как следует из доказательства импликации (V) =%> (г) 
этой теоремы, среди таких £ существует единственный с усло­
вием, что Jjfpfj) есть существенная область определения опе­
ратора %ук. 

Результат теоремы 9 можно несколько усилить, если потре­
бовать регулярность Ч (что, в частности, влечет полуконеч­
ность алгебры М в силу теоремы 2 работы [5]) . Отметим, что, 
как показано в [4] , это равносильно выполнению эквивалентных 
условий '(*•") —(vi) теоремы.9 для всех конечных нормальных ве­
сов -f на JU . 

И . П р е д л о ж е н и е . Пусть нормальный локально ко­
нечный вес ^ ре1улярен и V" - нормальный эес на J£ .Сле­
дующие условия эквивалентны: 

ft) линеал ] ) ( r v j ) плотен в / 7 , 
(il) существует самоеопрялоенный оператор А>,о , 

присоединенный к JU такой, что к.ф. T^J=C^J • 
При выполнении этих условий такой оператор £ единстве­

нен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (£)==* (U) . Согласно [5] 

(теорема 6) найдется те ж с условием Y"= ^y(>w) . Ес­
ли, УИ̂Г J* 1^€(Д) -f- cx> -^ - спектральное представление /п 
[9 j , то в силу плотности JffYj) проектор р = о , и оста­
ется заметить, что к.ф. f ^ ] = £Vnj . < 

(U)=*(l) . Поскольку линеал 3 ( М ) =* ] ) у Л J)( ^ ) 
инвариантен относительно М , то достаточно проверить, что 

^ ( r ^ J ) *" разделяющее множество векторов для J i . С этой 
целью предположим, что оператор осе JU обращается в нуль 
на j)(CVj) » и проверим, что ос=0. Поскольку. l)(&Vji) 
плотно з И , то достаточно показать, что х обраща,-
ется в нуль на D([£y<t]) » ч т о Уы сейчас и cue лаем. Пусть 



l O f ^ 1 ) - Найдется последовательность (fa) с])^ такая, 
что функционал ((-){,{)= ^ (10 fa > fi ) на i t . Пусть 
£-jTlc/€(Jj - спектральное представление £ и £п = 
= 1 i * W ( W , v ) . Тогда 

откуда следует, что все fa $])(£ ) • В таком случае 

откуда, в силу произвольности f € J) f-£ / , оператор ог-о . 
Доказательство единственности оператора к почти дословно' 
повторяет соответствующие рассуждения из доказательства тео -
ремы б из § 7 работы [4J. Теорема доказана. 

12. С л е д с т в и е . Пусть у - точный нормальный 
полуконечный след на М • Нормальный вес у на i t удовлет­
воряет эквивалентным условиям (I) и (И) предложения I I тог­
да и только тогда, когда он полуконечен, при этом f=4>(£-) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно воспользоваться 
предложением 7, учитывая,что вес ^локально конечен и регуля­
рен, причем ilip = М . 
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Н.В.Трунов, А.Н.Шерстнев 
ОБ УСЛОВНЫХ (ЖВДАНШХ В АЛГЕБРАХ НЕЙМАНА 

Заметка непосредственно примыкает к работам авторов £2 и 
3 ] . В ней продолжается исследование одного обобщения понятия 
условного ожидания в алгербах Нвймана, введенного в этих ра -
ботах в связи с теорией некодаутативного пространства / J 1 . 

§ 1 . Мы начнем со случая состояния. Пусть JJL - алгеб­
ра Неймана в гильбертовом пространстве /•/ , ср - точное 
нормальное состояние на J\k . В терминологии и обозначениях, 
касающихся теории пространства L^ (ff) интегрируемых били­
нейных форм (б.ф.) на линеале состояния 

\={UW l3i>o:(*U)4XvCx), VxeM+j, 
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