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УДК 517:513.88:530.145.6 
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА ОБОБЩЕННЫХ 

ФУНКЦИЙ МЕДЛЕННОГО РОСТА 
В. С. Владимиров 

Основы общей теории преобразования Лапласа обобщен­
ных функций многих переменных заложены Л. Шварцем 
[11] и Лионсом [8]. Однако для приложений в математичес­
кой физике необходима теория преобразования Лапласа 
обобщенных функций специальных классов. Здесь мы изла­
гаем основы теории преобразования Лапласа обобщенных 
функций медленного роста. 

1. Обозначения и определения. Обозначаем через 
z----(21, . . . , zn)=x + /у, £, . . . —точки n-мерного комплексного 
пространства С", х = {хъ ..., x„), у, %,... — точки «.-мерного 
вещественного, пространства R"; (г, •;)•=--г11.1+...+2„5„ — 
•скалярное произведение; \z\ = Y\ x |2+.|y|2> l x | , - - . — евкли­
дову длину z, x, .... 

Пусть В — множество в R". Трубчатое множество в С" 
вида R" + IB будем обозначать Тв. 

Пусть С—конус в R" с вершиной в 0. Обозначим через 
pr С пересечение С с единичной сферой. 

Конус 
C* = [-;:(y,.)>0,VyeC] 

называется сопряженным к конусу С. 
Очевидно, С* —замкнутый выпуклый конус с вершиной вО 

и (chC)*-—С*, intC** = chC; здесь ch С —выпуклая оболочка С. 
Конус С (с_вершиной в 0) называется компактным в конусе 
С, если ргС'срг С; при этом пишем: С'шС. Обозначим 

d(y) = inf(y,a) 
ogpr С* 

расстояние от точки у£С до границы конуса С. 
Пусть С — связный открытый конус с вершиной в 0. -Обоз­

начим через Н (С) алгебру, состоящую из всех функций / (2), 
голоморфных в Тс~ трубчатой радиальной области над кону-
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сом С—и удовлетворяющих следующему условию роста: для 
любого конуса СеС существует число К (С') такое, что 
справедливо неравенство 

| /(г) |</Г(С')(1 + М2)^|уГР, гетс' (1.1> 
при некоторых а > 0 и р > 0 (зависящих только от /). Обозна­
чим через На${С) совокупность функций / (к) , голоморфных в 
Тс и удовлетворяющих оценке (1.1) для любого C'GC. Топо­
логию в Яа|3(С) введем в соответствии с (1.1) с помощью 
счетной системы норм 

ll/HCc-.P.-sup МИМ*, ' = 1 , 2 , . . , (1.2) 
t&rCi (1 + |z |-) a / 2 

где Gj, С2 — строго возрастающая последовательность 
конусов, исчерпывающая конус C . C ^ ^ - S . . . ,уС — С. (Топо­
логия в На^(С) не зависит от выбора последовательности ко­
нусов Gi ,C 2 , . . . ) . Пространство На^(С) — полное. Алгебру 
Н (С) мы наделяем топологией индуктивного предела (объеди­
нения) пространств Я р(С), а > 0 , j3>0 (см. [1]). 

Мы будем использовать технику пространств обобщенных 
функций 3>'(@) и $р'\ &>' называется также пространством 
обобщенных функций медленного роста. Необходимые све­
дения из теории ЭТИХ пространств можно найти в книге 
Л. Шварца [10]. 

Совокупность обобщенных функций из &',..., носители 
которых содержатся в замкнутом множестве A, будем обоз­
начать через &>'{А), . . . Топология в ^'(A), . . . индуцируется 
соответствующей топологией пространства з0' 

В дальнейшем используем такие обозначения: если 
a— (a-i, . , .,ап)~• мультииндекс, ТО |а| = а.1+ . . . + ап и 

гу дМ П = д х ° — x ? 1 ха"> 
dxf1... дх%п J dxj 

Операция преобразования Фурье F и обратная к ней E~-
действуют на основные функции <?(х) из SP по правилам: 

Пусть обобщенная функция fg из <?' непрерывно зависит 
в spr от параметра о на компакте К. Определим обобщенную 
функцию \ fada из S"' равенством 

к 
(\fed*,4>\-\(fatv)do, те^- (ьз) 
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Нетрудно убедиться, что 
F\\fadaU\F[fe]da. (1.4) 

л J к 
Наша задача —изучить алгебры Н (С) и &>'(С*) и, в част­

ности, доказать их изоморфизм. 
2. Пространство Ж8, — o o < s < o o . Обозначим через 

5в<£\ — {infty}<s<oo, гильбертово пространство, состоящее из 
всех функций g(£) с конечной нормой 

iig-ii2W=[Sis-(-)i2(i+i'i2)^f2. 
Обозначим через Ж3 совокупность всех обобщенных функций 
и{х), ЯВЛЯЮЩИХСЯ преобразованием Фурье функций из дц2

а с 
н ормой 

INLHIFNko (2.1) 
Очевидно, ^ ,о=^2 = ^20 и || | |= | | |1о — ||||2(о); ^ — гильбер­

товы пространства, изоморфные S2
S- При этом 

s°cmsczz>'i &escMs-, s'<s, 
где под вложениями понимаются включения вместе с соот­
ветствующей топологией. Таким образом, {Ж'3, s>0} и 
Ms -»<0} образуют шкалы гильбертовых пространств. 

Докажем, что SP, а значит, и .®-=a)(Rn) плотны в ffls. 
В силу (2.1) достаточно доказать., что 3) плотно в Щ. 

Пусть g£<8% и е>0. Тогда 
Ф (6) -=«г (5) (1 - ь 16 |а)*- /яе--~2. 

Существует функция фХ.из -® такая, что ||ф — ф-. | |<е. Поло­
жив 

Я 1 ^ — ф1(-)(1 + |М 2 ) ^ / 2 ^ . 
получим 

11^-^11ад = 1|г(.)-^1(5)|2(1+|$|^^ — ||ф-ф1||2<-е-, 
что и утверждалось, 

ЖасС1, если /-целое, l<s —-----
Замечание . Это утверждение представляет собой про­

стой частный случай теорем вложения Соболева. 
Для доказательства заметим, что если u£ffls, то функция 

i^—2(l+|M2)J /2FM(') 
абсолютно интегрируема при всех | a | < i . Следовательно, 
интеграл в формуле для обратного преобразования Фурье 
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абсолютно сходится, равно как и все интегралы, полученные 
из него дифференцированием по х до порядка L включитель­
но. Это и доказывает, что uQC1. 

Пусть s — целое неотрицательное число. В этом случае 
пространство Жв состоит, очевидно, из всех функций и из &2> 
у которых обобщенные производные Dau£S52

 ПРИ всех| а | < s . За. 
метим также, что, как показывает легко проверяемое тождество, 

!W|,+i4rf+ 2 \\Djut (2-2) 
Ms.v\ состоит из таких функций и из Ms, y которых DjUQ&£s, 
/ = - 1 , . . . , д . 

Определим теперь пространство, сопряженное к простран­
ству Шs. Поскольку © плотно в Ms, то всякая непрерывная 
линейная форма на Ж$ однозначно определяется своим суже­
нием на @. 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Если L (и) есть непреры вная линей­
ная форма на Ms, то для некоторой v из ffl_s 

L(u) = (v,tt),aG&. 
Норма этой, формы равна | |" | |_ г Таким образом, Ж_г 

является сопряженным к пространству Жв. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию линейная форма 

Mx)=L(F[x(s)(i+m2)-f]) 
непрерывна на &2 и совпадает с формой L(a) при х(-) = 
-=(1 + |5|-)-/-.р---[и], п р и ч е м ц^Ц-Ц^Ц. По теореме Рисса 
существует функция giG&2 такая, что 

МхН&ФхФ-я. 11й II=11--ill-
Отсюда, вводя функцию 

и обозначая •о— F -1[g], при всех и из ^ получаем 

i [ « H J g(У F"1 [«] (-) di = (F-1 [я], и) = (v, и) 
и, кроме того, 

II --"11Ч1ЫЧИ1-Ч.12)-*/21|=|| o|U 
что и требовалось установить. 

Из определения пространства Ж3 вытекает, что ВСЯКИЙ 
его элемент и однозначно представляется в виде 

u=g*Ls, gQ%2, (2.2) 
причем если и->0 в Ж3, то и £{to}0 в « 2 . В (2.2) ядро LS 
выражается формулой 
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М*)-=-^Ч(- + Ш2)-П 
при этом L^(x)=---(l--A)-!/-'S(x), если - | < 0 —целое; 

Ls {Х) = Т2п)"/22^Г (5/4) №*~т**>*-* (!*<D. ЁСЛИ S > «> 
где /Cv—функция Бесселя МНИМОГО аргумента; 

Ls*L, = Ls+t. (2.3) 
З а м е ч а н и е . Свертка (2.2) называется бесселевьш потен­
циалом. 

Действительно, в качестве требуемой Функции g доста­
точно взять функцию 

F-4FM(.)(i + l&|-)*/2]. 
Единственность представления (2.2) следует из необращения 
в нуль функции (1 + Щ^У/2. 

Пусть u&Ms и vQffla. Определим свертку а*", положив 
u,*v = F-l\F\u\F{v\\. (2,4) 

Свертка wv существует в SP' и непрерывна по совокупности 
аргументов и и и : если и->щъ Ms U'V-+v0 в Же, то .»*-..->-
—>• гг0*т/0 в &'• 

Аналогично, если u&ffis
 и •Ft'-'i]» • • •, F [Чл] ограничены, то 

их свертка 
u*vx*... *vm=F~i [F [и] F [v,] ...F [vm}\ 

существует в ffis и непрерывна по и из Ж3 в Ж$> 
Если и.5-5£„ и v£${!s, s > 0 , то справедлива формула 
Da(u*v) = (Daa(x'), v{x-x')) = {u{x'), Dav{x — x')). (2.5) 
В силу (2.4) формулу (2.5) достаточно, установить при 

а = 0. При всех ср из ^ имеем: 
(u*v, т) = (E-i [E [и] E И] , ср) = (E [«] F [v]), 

j^\f(x)e-^"Ux)^\^xXFla]FM,e~^% . 
так что 

—----^(й^), F[FM^<^ )](x')) = 

- ^ ( « ( 4 j / ' W ( 9 « - , ^ , ' B « ) - -
= (а (х'), F~\ [F [v]](x - x')) = (a (x'), v(x- xf)). 

Обозначим &'д> индуктивный предел (объединение) воз­
растающей последовательности пространств Жх, 5 = 0 , 1 
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В силу предложения 2.1 *$Ь%г есть совокупность линейных 
непрерывных функционалов на счетно-нормированн ом про­
странстве 3)<£ — проективном пределе (пересече нии) убы 
вающей последовательности пространств &6S, 5 = 0, 1, . . . . 

Для того чтобы u,Q.S<>', необходимо и достаточно, чтобы 
она представлялась в виде 

u(x) = xaf(x), fes>'sgt. (2-6) 
Достаточность очевидна, а необходимость вытекает иа 

представления 
F[u] = (iD)ag($, 

где g—непрерывная функция полиномиального роста в R\ 
т. е. F[g]&ffls

 ПРИ некотором 5. Обозначая f=F~1 [g]> полу­
чим требуемое представление (2.6). 

3. Ядро «%с(г)- Пусть С—-связный открытый конус. Функ­
ция 

a-c(2)-=ife'<«'-)<# (3.1) 
с* 

называется ядром трубчатой области Тс. 
Конус С называется острым, если существует опорная 

плоскость к ch С, имеющая с ch С единственную общую 
точку 0. 

Пример 1. Конус 
С+-[у:у1>0, . . . , у л > 0 ] 

острый, причем С+* — С+ и d(y)==miny,. 
Пример 2, Световой конус будущего 

^ + Ч У = (УоЛ0.Уо>М] 
острый, причем V+* = V+ и д,(у)-= — (у0—-|у|). 

Предварительно докажем две леммы. 
Лемма 3.1. Следующие утверждения эквивалентны: 
1. Конус С —острый; 
2. Конус chC не содержит целой прямой; 
3. intC*=^0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . l{to}2. Если конус ch С содержит 

целую прямую у = у0 + te, — оо < t < сю (|е| = 1), то он содер­
жит и прямую y = te, — оо <jt<C оо. Следовательно, любая 
опорная плоскость к chC должна содержать эту прямую, 
что противоречит 1. 

2{to}3. Если intC* = 0, то, поскольку С* — выпуклый конус 
с вершиной в 0, то он лежит в некоторой (п— 1)-мерной 
плоскости (<?,•;) = 0(|е|--=1). Поэтому ± ееС**=с¥С. A тогда 
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и целая прямая y = te, —oo</f<oo, лежит в ch С, что'про­
тиворечит 2. 

З-^-l. Если inte*-y--0, то существует точка -S°e int С*, 
(такая, что (.i0,y)>0 при всех убс. Отсюда следует, что 
6°,У)>0 при всех yGch.C у----0. Это и значит, что конус С 
острый. Лемма доказана. 

Лемма 3.2. Пусть конус C'echC. Тогда найдется такое 
число -, — <-'(С/)>0, что 

(i;,y)>o|i,||y|, убС, Ц6С*. (3.2) 
До к аз а т е л ь с т в о . Поскольку все точки конуса С , 

отличные от 0, лежат внутри области chC, то (i;,y)>0 при 
всех ?6С*, убрг С. Отсюда, а также из непрерывности и од­
нородности формы (!., у) следует существование числа о>0 , 
при котором справедливо равенство (3.2). Лемма доказана. 

Изучим теперь свойства ядра Жс{г). В силу леммы 3.1 
ядро $ГС(2.) = 0, если конус С- не является острым. Далее, 
поскольку C*==(chC)*, то хс(г)*=>Кчьс{г). 

Поэтому без ограничения общности можно считать конус 
С острым и выпуклым. 

Далее, в силу леммы 3.2, интеграл 

^c{z)=^enx'%)-^^d^ = F[^{l)e-{v'l)\ (3.3) 
с* 

сходится равномерно по z на всяком трубчатом множестве 
Т , где С'сС, определяя тем самым функцию, голоморфную 
в Т . Здесь 0С«(Ь) — характеристическая функция конуса С*. 

Покажем, что ядро '&Cc(z) представляется интегралом 
Я-с(г) = *»гЦ(--^-в. (3.4) 

ргС* 

Действительно, так как (у,о)>0 при всех убС, обргС*, то 
подынтегральная функция в (3.4) не обращается в нуль и, 
следовательно, правая часть (3.4) определяет голоморфную 
функцию в Тс. Поскольку ядро Жс{г) также голоморфная 
функция в Гс, то равенство (3.4) достаточно доказать на 
многообразии z = iy, у6С. Но при x = 0 формула (3.4) легко 
следует из (3.1): 

Kc(ty)= Je-^'^i-----^ Je-P^y^dpda-
С* рг С* О 

со 

ргС* 0 рг С* 
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Из представления (3.4) следует, что ядро ж (z), а также 
и ядро Ж_с{г) голоморфны в области 

D = Cn\u[z:(2,o) — 0]. 
egpr С" 

Эти ядра удовлетворяют соотношениям 

^_c(z) = ( - \)nZCc(z)^Xc{z) = Xc{-z). (3.5) 
Нетрудно убедиться, что область D содержит трубчатые 
области ТсяТ~с и вещественные точки конусов Си - С . 

Из представления (3.3) и из (3.5) вытекает оценка 
I DaXc (z) | <Mad-n~m(y), zeTG[)T-°. (3.6) 

' Действительно, 

|L>a-^C(Z)|<Cn,aJ ! {z_ ст) |Л+|а| < 
prC* 

л-л-lal ля j—n— |al <Cn>a sup(y,.-r"- | 01 |=^ad-' I- | a ,(y) . 

Докажем оценку при всех s > 0 
|| D«XC {x + iy) | | - < ^ , a [1 •+- cT» (y)} d~nl2-^ (у), 

yecu(-c). (3.7) 
Действительно, в силу (3.3), (3.5) и (2.1) имеем: 

|| D«MC (x + iy) ||2- = (2те)--» J е-2-»-*'- (1 4- | 6 р)* | Sa |2 di; < 
c* 

< (2-)2« 5 (1 +,p-)--p''-1+2|a| jj е " 2 ^ 0 W p < 
0 prC* 

< - ^ (2тг)2" J e-2pi^(l + P2)y-1+2|a|dp = 

0 

2n+l+2|aldn+2|a| ^ } e [ i ^ 4d2 ((/) J " " И ^ 

</C2,«[l + d^(y)j-d^-2|al(y); 
здесь (в-площадь поверхности единичной сферы в R". 

Ядро Жс (г) принимает при у-* О, ye ± С по норме в Ж 
при любом, s < - у граничное значение- (+ l)"F[0±o] соот­
ветственно, 

"68 



Яс (х + iy) {to} (+ \)«ЖС (± x) - (+ 1)«E [e±c*], 
y{to}o, ye ± с (3.8) 

Действительно, по доказанному 3£c{x + iy)Q.Ms при уб ± С 
и любом s, а обобщенная функция F\b±c*\{x) принадлежит Ms 
при всех s < —.-у. Поэтому при s < —^- и y6G, y{to}0 имеем: 

|| хс (.х + iy) -F [6С*] ||;= (2*)2« jj [е~(^> - 1р (1 + | 612)*#-*0. 
с* 

Если же уб—С, у {to} 0, то, в силу (3.5), 
^_с (x + iy) = ( - 1 )пЖс (- х - iy) {to} ( - 1)»ЖС ( - x) -= 

- ( -1 ) "F [0 -c+ 
Формула (3.8) доказана. 

Из (3.5) и (3.8) для граничных значений ядер ffCcrz) и 
Ж~с (г) вытекают следующие соотношения: 

Ж_с{х) = Жс{х)=-Жс(~х), х&РА 
Яс(х)~(-\)"Яс(х), X6CU(—C);J ( 3 , 9 ) 

Re жс {х) = у F [0С, + 6_СФ] = i f̂ c (x) -f ггс ( - x)], 

1 m Жс (х) = 1 E [6С -9_с»] = 1[Л-С (х) - Жс (- x)], 
(3.10) 

Отсюда, учитывая тривиальные равенства 
(0С* - е„с,) - (ес*+s_c.) - ес, + е_с,, 

(9
c .-9-c .)(s

c*+6-c*)=0
c .-e-c*. 

в силу (2.4) между обобщенными функциями Re Л"с (х) и 
lm.3{cdot}j"c(x) получаем следующие соотношения: 

— lm .#"c*1m Ж с = Re <2rc*Re Жс=* - (2-re)« Re жс, (3.11) 

lm ̂ rc*Re й1----; (2-.)" Im Я"с. (3.12) 
Вычислим R e ^ c и Jm^"c. Для этого при k = 0 , 1 , . . . 

введем обобщенные функции 
(8<*\[(*, о)], ср) = ( - 1 ) * \ [^\{x)dS, сре^, 

(дг.--)--о 
00 

{pW-WW^y^^p\T \ ^(x + Xo)dSdK ^ , 
—09 (Х,я) -=0 

непрерывно зависящие от параметра о, |о|.— 1. 
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Докажем равенство 
&ъ, (х)=--(_;)<.--- J a-»-1-1 [(.*, о)] da 

pre* 

-<-'>" \ p™wwd*- ( З Л З > 
рг С* 

Действительно, пользуясь представлением (3.4), при всех 
yQC и ерб-̂  получаем: 

^c(x+iy)cp(x)dx=^(«)5r 51--—Я^———1сР(.,)^=-
Lprc* 

ргС* 

Пусть теперь у->0, увСг Тогда 0 < e = (y, о)-г-О при 
обрг С* и интеграл. 

оо 

(л,-)=0 

_ 1 
"г О 

OQ 

1 {* 1 дп~~х С W ) X+teW^ ) <P(->- + Xa)dadX-
(x,a)^Q 

оо 

\ In (X + ie) ^-n ^ cp (x + Xo) dodX 
Г (rt) . 

- оо (A-,a)=0 
равномерно ограничен по е и о при всех 0 < е < 1 и ogprC*; 
далее, в силу формулы Сохоцкого: 

j—i—{to}---^(x) + P - [ , s - ^ + o , 
этот интеграл стремится при е.+ ^ . О к пределу 

00 

^fWVp S x £ = . • S <P({cdot}* + Xa)dodX = 
- o e (.v-o)---0 

( Г (я). К*' °Л+ r ( n ) ^ —-—, <?) = 

WToT+Щ" ' V" 
Поэтому, переходя в интеграле (3.14) к пределу при y{to}0 
yGG и пользуясь теоремой Лебега и предельным соотноше­
нием (3.8), получим равенство (3.13). При этом мы попутно 
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получили равенства: 
1 ( — ' ) " ' " sjO'--1) r / . . „ \ , , 

[(*, а) + Ю]п~ Г (ft) И*' -vi-1" 

ea . '<•(*)--**(») ^ [ - ^ p i o F . 

(3.15) 

(3.16) 
prC* 

Наконец, отделяя в (3.13) вещественную и мнимую части, 
получим следующие полезные формулы: 

Re^c(x) = 

я - 1 
-с ( - 1)2 jj S^-11 [(х, -)] da, я-нечетное, 

ргС* 

(_!)- 1 ^я(»-1)_1._.Л> --_чеТное; 
(3.17) 

Im^c(x) — 

prC* 
и - 1 

(-1)" 5 - $ 
РГС* 

,(„_1) 1 
(х, а) da, n — нечетное, 

« ( - l ) " / 2 ^Ь{п-г)[(х,с)]ас, га-четное. 
(3.18) 

ргС* 

Пример 1. Л-с+(2) = -———, гбТ с + , 
z l • • • ztl 

^c + (x ) —[^(.«i) + .?P—]x'...x[--(A;B)' + i / ' -^ - ] . 
Пример 2 (см. [3], § 30 .и [2]). 

п - 1 п+1 
2 #v,+ (Jg) = 2'---'! r(--^---J(-.-j-) " , гбГ^; (3-19) 

п+ Г п - 1 
2 ' 

(п-1 ) п+1 
~Г, ..^ , -г, /«+ П/ , 1 Т . , 1 2% - Tcie(x0)s - (Л2) + г qpj(-1) - я ^ _ 

Л-^Г-. ;-^- нечетное; 
п-1 

2%2 Г*"*"1"1 
«+1 

( x V ^ +i(_i)- e(x0)(x2)+ 

П+1 
2 

я-четное. 
Вычислим ядро Жу+Х&)- ^•ак было сказано выше, достаточ­

но вычислить его при х — 0: 

Wv+(iy)=[e-{yil)dl-t yeV+, 
v+ 

(3.20) 

71 



Далее, в силу инвариантности интеграла (3.20) относительно 
собственной ортохронной группы Лоренца, достаточно вычи­
слить его при у — (у0,0), у0_>0. Имеем: 

со 

-,+ (iy0 ,"0)— jj е-уоЬ<К = ^е-у!,1° ^ d?di=D = 

lii<6. 
00 

^e-^HWo-^fT^e-Wdu-№"-\е — -тип"* „т, , 

=г(я)«л[-(^0)2] 2 =2"- 2 г(-^)[-(-у0)-Г 2 • 
Распространяя полученное равенство на все y6V+ и далее на 
все zeTv+, получим формулу (3.19). 

4. Обобщенный интеграл типа Коши—Бохнера. Пусть 
/6#?„5 при некотором s>0 . Функцию 

^iz)-^r(f^')^c{z-x'), zeTciJT-v (4.1) 

назовем обобщенным интегралом типа Коши— Бохнера. Здесь 
конус С предполагается выпуклым и острым. 

Так как Xc(xi-iy)£%s при всех s>0 и yeGU( — С) 
(см. п. 3), то в силу (2.5) интеграл (4.1) можно переписать 
в виде свертки 

*№=-щг\/(*')*хс(х' + iy)](z)t- геТ сиг- с . (4.2) 

Замечание. При /г= 1, С — (0, оо) и /б^г интеграл 
(4.1) превращается в классический интеграл Коши 

оо 

Ж (г) = — С i - _ L dx' 
—ов 

Функция •--"(г) голоморфна в ГсиТ-с, причем 

Я^М=-Щ7(/(х'),ЯаХ
с(г--х')), (4.3) 

/С -"-Hal 
l-^(z)|<-^||/|Ul^d-(y)]d 2 (У). (4.4) 

Голоморфность ^(z) в ГсиТ~с и формула дифференциро­
вания (4.3) непосредственно вытекают из того факта, что 
ядро Жс (г) —голоморфная функция в ГсиТ-с и Wc (х + iy)GMa 
при всех s > 0 и yeCU(--C) (см. п. 3). Оценка (4.4) следует 
из предложения 2.1 и из оценки (3.7): 
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I D ^ & I < W II / IU il D*Xc(z-x') I -= 

= -^-ll/IUI^a^c(x + i y | | , < ^ l i / | U ld+-(y)]d~~,a'(y).. 
Докажем оценки при всех s > 0 и убС11(—С) 

||Z)^(.x; + iy)|U<A/a | |/ |Ud-w(y), (4.5> 
| |L)^(x + iy)||_,_ lal<||/i|_„. (4.6} 

Действительно, из представления (4.2), из определения 
свертки (2.4) и из формулы (3.3) для ядра -#с(г) следует, что-

F \D*$r (х + Iу)] - - J - - [/](!5) F [D«^C](E) = 

=F[/](^(-^)aF"M^c](-0---=F[/№)( — i,)a^.!i)6c,(--S). 
Поэтому 

|£>°--*'(А:-Иу)||1в--= J | F [/1(E) I21 б0612 e?(-'-e)(l +1S l-T*rffi < 
- c * 

<[|/||2_,sup|$|21ale-2(y ' l)-=||/|]2_-sUpp2|a| sup e - 2 P ^ ' -
IQC* p»0 ogprC* 

= || /1 | 2 _ , sup p2 , £V-^> = || / ||2_-2-2|a|d-2|a| (y) sup в21 V » , 

что и дает оценку (4.5). Аналогично, проще, выводится оцен­
ка (4.6). 

Функция & (г) при у {to} О, уб ± С принимает по норме в. 
&6_s граничные значения ^г± (х), равные соответственно 

r+=w/*^, *"- w^c- (4-7); 
Действительно, ^с{х)0.Жл при всех <х<—|- (см. п. 3)-. 

Далее, в силу (3.8), 

Р W+\ -~щпр [A F F d = F 1/1 (6) F"1 Fc] С- е)= 
= F [ Ж У 0с* ( - , ) • 

Отсюда, учитывая формулу (4.6), у {to} О, y6G получим 
W (х + iy)-&+ (x)\\ls = j \F[f] (-!j)|- [е-(*.6)- 1]2Х 

с* 
X(1 + |i;|2)Jd^0. 

Аналогично рассматривается и случай у {to} 0, у б - G. 
5. Обобщенное преобразование Гильберта. Пусть f$M-s 

при некотором s > 0 . Обобщенным преобразованием Гильберта 
/1 обобщенной функции / назовем свертку 
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Из этого определения следует, что 
fSM^ suppE[/1]cC*U(-C*), (5.2) 

поскольку, в силу (3.10), 
F[/i] — -i(eC*-6-C*)F[/]. (5-3) 

Если f^.§£~s, то условия 
supp;E[/]cC*U(-C*), (5.4) 

. /=-£грг№*** (5.S) 

эквивалентны. 
Действительно, из (5.4) следует (5.5), в силу (5.3) и (ЗЛО): 

F[ / ] — ;(0C*-O-c*)F[/+ 
Из (5.5) следует (5.6), в силу (5.1) и (3.11): 

= - - - ^ / ( I m ^ c * I m ^ c ) — —^/*Re-^c 
и из коммутативности свертки (см. п. 2). Наконец, из (5.6) 
вытекает (5.4), в силу (3.10): 

F[/ ] = (0c*+<U*)F[;+ 
Будем говорить, что обобщенные функции / и / . из 

M^s, s > О, образуют пару обобщенных преобразований Гиль-
•берта, если они удовлетворяют соотношениям 

/г=-Щ-п/*1т^с, f --J— A-Im-Tc. (5-7) 

При it = 1 (ем. п. 3) 
Re .5ГС.- %Ь{х\ I m « - = P | 

:и формулы (5.7) принимают ВИД: 

/ . - - - -_- ! /* />! , / = 1 / ^ 1 , (5.8) 

-а соотношение (5.6) превращается в тождество / • = / . 
З а м е ч а н и е 1. Формулы (5.8) получены Бельтрами и 

•Волерсом [6]. При /6^2 формулы (5.8) превращаются в клас­
сические формулы преобразований Гильберта. При п>2 фор­
мулы (5.4)-(5.6) получены Владимировым [4]. 
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Замечание 2. Отметим разницу между случаями 
й = 1 и п>2: при п—1 условие (5.4) выпадает, ибо 
•C*U(— C*) = .ft1, в ТО время как при п>2 это условие суще­
ственно. 

6. Преобразование Лапласа. Пусть Г —замкнутый острый 
выпуклый конус в R" с вершиной в 0. По лемме 3.1, 
С = ЫТ*ф0. Пусть g£#>' (Г). 

Назовем преобразованием Лапласа L[g] обобщенной функ­
ции g(!) выражение 

M g H F [.§•(-) е- (^'](х), 
где F—операция преобразования Фурье. 

Очевидно, операция L линейна и взаимно однозначна. 
Докажем представление 

j-[£] = (£(-), ^)(-)е'(г'|)), z&Tc, (6.1) 
где функция •.-(..•) обладает ' свойствами: -̂ еС00 (R"), т,— 1 в 
Г8 —е-окрестности конуса Г, i~== 0 вне Г2е и | Da4j (.,) | < Са; 
представление (6.1) не зависит от вспомогательной функции 
•т] с указанными свойствами. 

Действительно, пусть у&С и фб^. Тогда 

= ( g (•). 4 (S) e~te, |) J <p (x) e ' ^ ' d x ) . (6.2) 
Докажем, что 

4l$)e-(v'l\{x)ei(x,l)^{Wn). (6.3) 
Это вытекает из того, что срб-5-7 и из оценки 

| ^Da [TJ (?) е<«*•«] | < С (y) |5 |Ре-С'6»-(*.Ь) < 

< С; (у) (2е +1 $. |)Vl-,|e-e(-)l-'1 ' ^ <С;,р (y), (6.4) 
справедливой при всех zQTc и >=бГ28 ($ — Si + £2, Н21 < 2е, ̂ 6Г). 
Убедившись в справедливости включения (6.3), мы можем 
вынести в (6.2) интеграл за знак функционала и в результа­
те получим 

(L [g], 9)=S «p C*j fe (У. ч (-)е'<8 '5)) <*-«. 
откуда и вытекает формула (6.1). 

Обозначим & (г) — L [g]. Докажем, что функция & (z) голо­
морфна в Тс и справедлива формула дифференцирования 

D^{z) = mfg{%), ^)е1М)). -(6.5) 
Непрерывность функции & (z) в Тс вытекает из представ­

ления (6.1), непрерывности функции i, (?) е{--- -) по z в Тс в 
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топологии пространства У (ср. (6.4)) и из непрерывности 
функционала / на &\ 

•^(z) = (£(-), Ч(Ув'(*'6>)-* 
-»•(?(£). ч (У е'(*е))----*&>). «->-«o. г6Тс, г0€Гс. 

Для доказательства голоморфности функции -^(г) в Тс до­
статочно установить, в силу теоремы Гартогса, существова-

ние первых производных -----, / — 1 , •••, п. Но (ср. (6.4)) 

где обозначено А —(0, . . . , Л, 0, . . . , 0). Поэтому из пред­ставления (6.1) и из непрерывности функционала / на ^имеем: 

h — \fcw> Л 
->(Я®. 1?(У i^e'C ->)-= (*£,£(I), ij (•;)e«z> *>), h-->О, 

так что •---— существует и равна 

•ijr-=(-^(6), ч(б)^-'«), / - 1 , л). (6.6) 

Таким образом, формула (6.5) доказана для всех первых произ­
водных. Применяя приведенные рассуждения к равенству 
(6.6), убедимся в справедливости формулы (6.5) и для всех 
вторых производных, и т. д. Наше утверждение доказано. 

Установим простейшие свойства преобразования Лапласа, 
вытекающие из соответствующих свойств преобразования 
Фурье. 

а) Дифференцирование: 
DaL[g] = L№ag]. (6.7) 

Это есть формула (6.5). 
б) Преобразование Лапласа производной: 

L[D«g] = (-izrL[g]. (6.8) 
Формулу (6.8) достаточно доказать для первых производных. 
Имеем: 

• Г - — _ _ Б) dg(l) 
Щ~ 

е-Ол £> 
^ С* ( - )* -<»•->) + 

+ y ^ [ f i r ( y e - - » ' 4 - = ( - ^ + .y/)/?[ff(6)e-(-'.e)I-=-izlL[g]. 
в) Сдвиг. Если ImagC, то 

L[g(t-}e^t)]{z) = L[g]{z + a). ( 6 9 ) 
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г) Преобразование Лапласа сдвига. Если абГ, то 
L \g (6 - а)} (г) = в'«*. *>£ ДО (г). (6.10) 

д) Преобразование Лапласа подобия. Если й>0 , то 
L\g№\~^L\g\(±). (6.11) 

е) Преобразование Лапласа свертки. Если g, g&&" ф), 
то 

^ * Ы = ̂ 1 £ Ы - (6-12) 
Предварительно докажем формулу: 

g-e-(iv. £)*g-ie-(x/. £) = (g*g-j) e-<f/, S), y 6C. (6.13) 

Действительно, пользуясь определением свертки в алгебре 
-^" (Г), при всех «рб-5 имеем 

(gerlv.tt*gie-U-U, Ф) == (ёГ(5) е-^'£)• ^. (--')е-СУ- £'>, 
'11 (5) -Ъ (60 <Р (- + 60 = (§ (6)• ffi (-0. -Ч1 (6) "la (60 е-(У- 6+Б') X 

X? (б+ 60)— (£*£!> Te-<-*'») = (e-<-''»(g»<g1). <Р)> 
здесь 7)t и 7i2 — определенные выше вспомогательные функции 

Из формулы (6.13) сразу следует формула (6.12): 
Lk*gi]==F[(g*gi)e-(y'S)l = F [ ^ - ^ ^ * ^ e - ( v ' S ) ] — 

= F[g(6)e-^-)]F[g1(6)e-(-'.l)] = LU]L[g1]. 
7. Обобщение интегрального представления Коши<-

Бохнера. Обозначим через 'M(~S)(C), s>0, банахово прост­
ранство функций /(г), голоморфных в Тс с нормой 

|l/ll(-n=^Pc--2-i-| |/(x-ffy)|U. (7.1) 

П р е д л о ж е н и е 7.1. Если g-fr-V (С*), s>0> то L\g\Q 
'&£{-!) (ch С) и справедливо равенство 

11Ш11(--->Н№--*)- (7.2) 
При этом L[g](2) принимает при у {to} 0, y6ch С (единственное 
граничное значение в Ж^, равно„е Elgi. 

Действительно, по условию g(6)=0 почти всюду вне С* и .er(-i) (1 -Ь IS|2)—*f/2G-—?2- Тогда по доказанному (см. п. 6) функ­
ция L[g] голоморфна- в Tmc** = Tchc и она представляется 
интегралом 

j-[&l(-2)=f.?(6)e;(-'l)d6; гбГ11 . (7.3) 
с» 

-Отсюда, пользуясь определением нормы в &£^s) (chC), полу­
чаем равенство (7.2): 
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||L « _ , , = sup (2«)-*« \\L [g] (x + iy)||i, = 

-= sup Ы-)12е_2(^'(-- + 1-12Г^== 

-=J|^ (6)1-(1 + 151Г-Л---№(_„. 
Наконец, из 

||L[^(x + iy)-EM||2_,=-J |g(- ;)P[^^)_l]2x 
с* 

x(i + №~ads-+o, y{to}0, yechc 
следует утверждение о граничном значении функции L [g] (г). 
Предложение 7.1 доказано. 

Теорема 7.1. Следующие утверждения эквивалентны: 
1. / принадлежит ,%,-_-) (С), s > 0 . 
2. / есть преобразование Лапласа (единственной) функции 

g из ^-Я(С*). 
3. / обладает обобщенным интегральным представлением 

Коши — Бохнера 
1 (/(г), 2бТс1,с; 

^п(/(х'),Жс{г-х')) = ^ у гет^с> (7-4} 
где /(х) — граничное значение в Ж_3 функции f(z) при 
y{to}0, убспС. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . l->2. Пусть feffl(-s)(C). Введем 
обобщенную функцию gy(i;) из £Sr(RnXQ по формуле 

gy® = e^)F-4f(x-bLy)](Z,y). (7.5) 
Докажем, что gyfi) не зависит от у. Действительно, диф 
ференцируя равенство (7.5) по у,- и пользуясь условиями 
КОШИ—-Римана, имеем: 

- $ Р ~ «/-"> F-i [f (x + iy)} + e™F* [^/(x + iy) =-= 

= e^ {?/.-! [/ (x + iy)} + iF-* [ A / (x + iy)]} = 

= e , E ' , , / ! i | / ( i T i l i ; T « E i ) = 0 , / = 1 , . : . , » . 
Обозначая gv(t)=g(Z) и пользуясь (7.5), выводим 

/(-« + iy)--/?[ff(5)e-('"-,]l zeTc. (7.6) 
Так как f&3€(_s){C), то f(x + iy)QM_s при всех уеС, так что 
в силу (7.6) g(l-)e~iy,v есть функция и 

$|г(6)|-е-а(',8,(1 + | 6 | - Г - « < | | / | | ^ ) , убС. (7.7) 
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Переходя в неравенстве (7.7) к пределу при у-{to} 0, у£С и 
пользуясь леммой Фату, получим 

S|g(5)|-(1 + |42r^<ll/||U' 
откуда следует, что F[g]£M_s. Докажем, что £(.•) = О почти 
везде вне конуса С*. Пусть S0—.произвольная точка, лежа­
щая вне С*. Тогда найдется такая точка у0б рг С, что 
(-о- .Уо).< ~ ° ПРИ некотором о>0. По непрерывности это 
неравенство сохранится и в достаточно малой окрестности 
| -; — 501 < 8. Поэтому, полагая в неравенстве (7.7) ji---/y0, при 
всех t > 0 получим 

eta \ I g (?) |2 (1 + | Е p)-*rf« < 
1.5-боКб 

< \ iff(6)|-e-2("'6,(l + |E|8r*-.6<||/||;_a), 
11-loK-

|что возможно ЛИШЬ при условии g (£)----О почти везде в 
-: — Ео1<-. Поэтому g (•;) = 0 почти везде вне С*, так что 

suppgcC*. Наконец, из (7.6) следует, что f{z) = L[g]. 
2{to}3. Пусть /(г) —L\g], причем g£S6f*(C*). В силу пред­

ложения 7.1,/(2)6^(_s)(chC) и f(x) = L\g\. Применяя форму­
лы (2.4) и (2.5) для свертки (см. также (4.1) и (4.2)) к равен­
ствам 

f(*) = L[g}~F[g ®Qc4)e-{y-l)], геГис, 
0 = F [g (•=) 8_C.(S) e-№.«], геГ--".-\ 

и пользуясь обозначением (3.1) для ядра Жс{г), получим пред­
ставление (7.4): 

/ («Нда-'ДО^с-^Д/ (-«О, xc(z~x% *еТс11С> 

Здесь мы воспользовались одним из равенств (3.5): £fC_c(z)~ 
= (-l)"^c(z). 

3{to}l. Пусть имеет место представление (7.4) с неко­
торой /б^„- . Тогда по доказанному в п. 4 J^M(_^(chC), 
Теорема доказана. 

Замечание . При s = 0 теорема 7.1 превращается в тео­
рему Бохнера [7]. 

Из теоремы 7.1 и из предложения 7.1 вытекают следствия. 
С л е д с т в и е 1. Пространства Ж{__^{С) и #.?.-_,.,•. (ch С) изо­

морфны и изометричны, причем 
sup ||/ (x + ty)||_ - sup \\f (x + iy)\\_s. (7.8) 
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Замечание . Этот результат не вытекает из теоремы 
Бохнера об оболочке голоморфности трубчатой области (см. 3): 
равенство (7.8) дает оценку роста функции класса Ж,3)(С) 
в оболочке голоморфности через ее рост в исходной области Тс. 

С л е д с т в и е 2 (Аналог теоремы Лиувилля). 
Если конус С—не острый и /б--%,•_, „.(С), то f(z)s=Q. 

Действительно, по лемме 3.1 в этом случае mesC* —0. 
Поэтому (в силу следствий 1 и 2) без ограничения общнос­

ти впредь мы можем считать конус С острым и выпуклым. 
С л е д с т в и е 3. Пространства Ж{_$)(С) и &^S(C*) изо­

морфны и изометричны, причем изоморфизм осуществляется 
операцией преобразования Лапласа. 

С л е д с т в и е 4. Всякая функция /(г) из 3€,s)(С) обладает 
при у-*-О, ygC (единственным) граничным значением / (х) в 
M_s и это соответствие изометрично (и линейно). 

Теорема 7.2. Для того, чтобы обобщенная функция /из 
•M_s, s>0, была граничным значением в 'M_s некоторой функ­
ции из Ж (_S){C), необходимо и достаточно, чтобы она удов­
летворяла соотношениям 

R e f= -Щ-" lmMm &c I m /=ЩГ> Re/*Im^c, (7.9) 
так что Re/ и Im/ образуют пару обобщенных преобразова­
ний Гильберта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. ПустьfQffl_sесть 
граничное значение в Ж_э функции f (г) из M,s)(C). Тогда 
для f(z) справедливо обобщенное представление Коши—Бох­
нера (7,4), из которого, в силу формул (4.7), следуют соотно-

' шения 

- / в {2йр .^с . 0 = ЩЯРХс- (7Л°) 
Отсюда, отделяя вещественную и мнимую части, получаем 
соотношения (7.9). 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть ff*M_s и удовлетворяет соот­
ношениям (7.9). Тогда она будет удовлетворять и соотноше­
ниям (7.10). Построим функцию 

- ^ (f(x% Жс{г~х')) 

класса H(__S)(C) (см. п. 4). Граничное значение этой функции 
в MJs в силу (4.7) и (7.10) равно f (х). Теорема доказайа, 

Замечание. При п=1, С==(0, оо) формулы (7.9) прини­
мают вид 

R e / = — l i m / ' p i - . I m / = - l R e / * P ^ . (7.11) 

80 



Формулы (7.И) в физике называются дисперсионными соотно­
шениями (без вычитаний). Формулы (7.9) естественно рассмат­
ривать как обобщение дисперсионных соотношений на много-
мерный случай с причинностью относительно произвольного 
выпуклого острого конуса С*. 

8. Изоморфизм алгебр Ж (С) и <р'(С*). Здесь мы /адим 
внутреннее описание преобразований Лапласа обобщенных 
функций,из &>'(С*), подобно тому как это сделано в п. 7 для 
функций из • SB^S{C*). Предварительно докажем лемму. 

Лемма 8.1. Пусть функция f(z) голоморфна в Тс и удов­
летворяет условию роста: для любого конуса С'сС сущест­
вует число М (С) такое, что 

||/ (х + iy)|| < М (С) (1 + \y\-v), у б С, (8.1) 
где число ~;>0 зависит ЛИШЬ ОТ / . Тогда /B^,s) (ch С), 
где s>f, и при любом у06ргС справедливо неравенство 

11/11(_„<-Т.-И(у0)) (8.2) 
где Ks не зависит от у0, а число М(у0) в неравенстве (8.1) 
соответствует конусу C/ = [y:y==ty0, 2->0]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и при доказательстве пред­
ложения 7.1, из условий леммы 8.1 выводим, что обобщен­
ная функция 

g® = e{y'l)F-l[f(x + iy)](i, у) 

не зависит от убС и g(i)e~{y'^Q^2 при всех убС, так что 
выполнено равенство Парсеваля 

№)№\\g®\2e-2ltt,l)dl*=\\f(x + iy)\\*, yeC. (8.3) 
Как и при доказательстве предложения 7.1, убеждаемся из 
(8.3) и (8.1), что £(-,) — 0 почти везде вне С*. Пусть 
С' = [у:у = tyQ, у0бргС]. Тогда из (8.3) и (8.1) имеем при 
всех t > О 

** \ \g(V\>e-2t^^<^M-(l + tY (8.4) 
с* 

Примем во внимание неравенство (у0, У< |£ | , поделим нера­
венство (8.4) на а.1-8, где е>0—произвольное число, проин­
тегрируем полученное неравенство, по t на (0, 1) и восполь­
зуемся теоремой Фубнни. В результате получим неравенство 

' \ IS (-) I2 j t2y~l+se-2mdtdl < M- (y0) K'e. (8.5) 
с* о 

Далее, учитывая оценку 
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Il l 

> 

•, если I % | < 1 
о 

i > <L 
E |-2Y~8 j tt

2Y~1+V-«d«, если | S | > 1 0 + IE l2)Y+B/2 ' 
0 

из (8.5) выводим оценку 

откуда следует, что gQ^2~s (С*) при всех " > | и оценка 

Отсюда, в силу предложения 7.1, 
f(z) = L[g]e*e(_s)(<hC), | | / | | (_в )-—||г| |2(_, )</С,Ж(у0) ) s>T* 
Лемма доказана. 

Рассмотрим теперь функцию f(z) из алгебры Н (С); это 
значит, что / 6 # а - ( С ) при некоторых а > 0 и f3>0 (см. п. 1). 
Предположим, что конус С острый, т. е. в силу леммы 3.1 
mtC*--£0. Выберем (произвольный) базис еи , , . , ( .„ в R" так,. 
чтобы efiC'*, j= 1, . . . , п. Полином l(z) = (eu г) ... (еп, z) 
назовем допустимым для конуса С. Так как (ei, у ) > 0 при 
всех убС, то 
L(z) = [(eu x)+i(eu у)} ... [(еп, x)+i(en, y ) ]^0 , z£Tc. (8.6> 

Докажем, что при 8>а + я/2 функция 
/ i(z)==/(z)[/(2)]-6 (8.7) 

принадлежит -3-f
(_iS) (ch С) при всех s > p + «(8—1/2) и при не­

котором целом I >0 справедливо неравенство 
11А11С-,)</С^6||/]ГР)- (8-8> 

Действительно, в силу (8.6), функция / х (г) голоморфна 
в Тс. Пусть С'сС. Тогда найдется такой конус С.сС, фи­
гурирующий в определении нормы (1.2), что C'<z.Ct. Следо­
вательно, в силу леммы 3.1 найдется такое число а-----,, что 

(ер i)>o\y\, / = 1 п, yeCz-
н поэтому 

I | (г)|2 = [(е-, x)2 + {ex,yf] . . . [(еп, х)2 + (еп, у?]> 
> [(с-, х? + -2 1 у |-1 . . . [(е., xf + о* | у р] > (8.9> 

>{о\у\Г-*\{еъ x)2-f . . . +(еп, х)> + <**\у\*\, 2 б Г
с <. 
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Так как векторы е-, . . . , еп~ линейно, независимы, то суще­
ствует такое число а 2 >0, что 

(еь x ) 2 + . . . + (enix)*>a?\x\*. 
Отсюда, продолжая оценки (8.9), получим 

\Цх + 1у)\-г>(в\у\)ы-Ца*\х\* + а*\у\>), zQTCl. 

.Учитывая полученную оценку при всех z£T ', имеем: 

l/i (x + iy)p=\f{x + iy)f \i (x + ;y)|-26 < 
< [И /||.-а.Э>1.. (1 + l-v + tt/lT -
" Ш Л " J ltflap(a|tfl)-e<'-1>(a-W- + a-|j,|-)- < 

->2 -.. : . , .«„ (i+uis + it/i-)a 

<<sf|l/|f'P)]2- | y | 2 | H - 2 6 ( « - l ) ( | J e | , + | y l S ) 6 

и потому 

|l/i(^ + ty)l|-== ц„2р+2в(«-1) J (И--НУ1-)6 

<'л-|||Л1Г,Р)]2
Г[1 + м-о + 1И-)1а 

<<« [ll/ll/a'pT [i + \y\-^-'l{26-\ yeccc-, 
так как 28— 2a > n и 2a <2|3 + я (28— 1). Отсюда, в силу леммы 
8.1, следует, что /-6#£(_-) (chC) при всех s > p + /i|8 — — J и 
справедливо неравенство (8.8). 

Таким образом, мы доказали, что всякая функция f(z) из 
Ha,,|3(C) представляется при 8><х+я/2 в виде 

/(z) = [4z)ja/i(s), /i(z)e^(_,)(chC), (8.10) 
где .s>p+n(8—• 1/2), причем операция /{to}/i непрерывна из 
Яв1р(С) в ^ (_>(chC). 

Используя результаты п. 7, из представления (8.10) полу­
чаем: всякая функция / (2) из Н (С) имеет в смысле &>' (един­
ственное) граничное значение f (х) при у->0, y6G, причем 
операция f(x + iy)-*f(x) непрерывна из Н (С) в &>'\ алгебры 
Н (С), #(chC) и з°'(С*) изоморфны. ' 

Замечание. Теорема о существовании в <?' граничных 
значений у функций из алгебры Н (С) была доказана Влади­
мировым [2] и Тильманом [12]. Более общие результаты со­
держатся у Мартино [9]. Приведенное здесь доказательство 
содержится в работе Владимирова [5]. 
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