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КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ОДНОГО КЛАССА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ОТКЛОНЯЮЩИМСЯ АРГУМЕНТОМ 

В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 1 ) 

В данной статье изучаются дифференциально-разностные уравнения нейтрального типа с 
неограниченными операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве. Для указанных 
уравнений устанавливаются результаты о корректной разрешимости начальных задач в весо­
вых пространствах Соболева на полуоси. 

Кроме того, для автономных уравнений в конечномерном пространстве рассматриваются 
свойства системы элементарных (экспоненциальных) решений, а также приводятся утвержде­
ния об асимптотическом поведении сильных решений в критическом случае. 

Результаты данной статьи обобщают и уточняют некоторые утверждения из [1 ] - [3 ] . 
Статья состоит из трех частей. В первой части приводятся формулировки результатов, 

во второй - доказательства основных сформулированных утверждений, в третьей - замечания 
и комментарии. 

§ 1 . Определения, обозначения, формулировки результатов 

Пусть - сепарабельное гильбертово пространство, А - самосопряженный положитель­
ный оператор в § , имеющий ограниченный обратный, I - единичный оператор в ф. Превратим 

область определения оператора А? (В>0) в гильбертово пространство ф б , введя на 

9 U h норму | - | | ^ = 1 ^ - | -
Через W2((a,b),A) ( - с о < а < Ь « + э о ) обозначим пространство, состоящее из вектор-функций 

со значениями в § , для которых Ajv{1~j)(t)eL2((c,,b),!Q), j=0 , 1, снабженное нормой 

N , - {\\\\va4t)\\2+lAv(t)\\2)dtY/2. 

Здесь и всюду в дальнейшем v^\t) = v(t), j=l,2,... 
dt3 

Подробнее о пространстве Wl

2((a,b),A) см. ([4] , гл.1). 

Наряду с пространством Wl

2((a,b),A) введем пространства L2 ( ( a , i ) , £ ) и W2((a,b),A) 

вектор-функций со значениями в пространстве ф, с нормами, определяемыми соотношениями: 
г рЬ „ \ 1/2 

N L (.,» S J вхр(-2у«)|««)р)Л] , 

Л и I . = | |exp(-yfMi)lj , у > 0 . 
Wi (o.W V > , 6 ) 

l,y it 

u Работа выполнена при поддержке Международного научного фонда (грант N 31000). 
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На полуоси R + =(0, +00) рассмотрим следующую задачу: 

%и = UJk + Av(t)+BAt)CAu(t)+ У {B.(t)Sk (Au)(t) + 
dt 0 j=A 1 hj 

+ DXt)S. [—1«)1 + \t[K(t-s)Au(s)+Q(t-s)uw(s)]ds = fit), tsR, (1) 
3 hAdt) ) Jo 

«(+0) = (2) 

Здесь BQ(t), Bj(t), Djit) ( j - 1 , 2 , . . . ) - сильно непрерывные (см. [5]) оператор-функции, 

принимающие значения в кольце ограниченных операторов, действующих в пространстве ф, 
K(t), Q(t) суть оператор-функции, принимающие значения в кольце ограниченных операторов 
в пространстве ф, и такие, что оператор-функции exp(-xt)K(t), exp(-xt)Q(t), интегри­
руемы по Бохнеру ([5] , гл.З) на полуоси R + при некотором ж г= 0, числа k таковы, что 

0~hn<h, <... <h <...; l im Л = + о о , С - компактный оператор, действующий в пространстве ф, 
0 1 71 71 

71.-» + 00 

вектор <р0 е ф 1 / 2 . 
Операторы 5 Д определяются (см., напр., [6]) следующим образом: 

з 
(S v)(t) = v(t-h.), t»h.; (Sh v)(t) = 0, t<h.. 

j 3 3 j 3 

Принимая во внимание то, что в случае конечномерного пространства ф ( ф ^ С т ) нормы 

|| • || и I • I , а также | | - | | , . , и | • II эквивалентны, в дальнейшем (тео-
Wl

2aa,b),A) V'((a,W,/) 1 / 1 

ремь; 2-5) в случае конечномерного ф (наряду с введенными) будут использоваться нормы 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Вектор-функцию «(О, принадлежащую пространству (\R+,A), при 

некотором уз=0 назовем сильным решением уравнения (1), если u(t) удовлетворяет уравнению 
(1) почти всюду на R + . Будем говорить, что u(t) - решение задачи (1), (2), если допол­
нительно выполняется условие (2) в смысле сходимости в пространстве Ф 1 / 2 -

Обозначим через г^у) и г2(у) следующие величины: 

г (у) = sup Ц А Ш + Л Г 1 ! , Г (у) = sup Ш Ц Щ + Л Г 1 ! , уз=0. 

Заметим, что в случае сИтф<+со, г^у)—»0 (у—»+»). 

Приведем результат о корректной разрешимости задачи (1), (2) в операторной форме. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть существует такое у^О, для которого выполнено неравенство 

о(у.)=гЛу) £ е х р ( - у А . ) sup \\В Щ +г (у ) £ ехр(-у А ) sup |1? (i)|| < со. (3) 
; = 1 J t e [ A . , + c o ) J ; = l J t e [ A . , + o o ) J 

j з 
Тогда найдется такое у 0>тах(у 1 ,зе), что при любых y>yQ оператор V ,̂ действующий согласно 

правилу W^u=(Slu, u(+0)), отображает, пространство W2(\R+,A), на ^ ( К + , ф ) * ф 1 / 2 и имеет 

ограниченный обратный. 
ЗАМЕЧАНИЕ 1. Из условия (3) вытекает соотношение 

<у(у) — 0 ( у — +св). (3°) 

СЛЕДСТВИЕ. При выполнении условий теоремы У найдется такое yQ > max(yj, ж), что 

при у*у для любых f(i)eL (R ,ф) и у? е ф существует единственное решение задачи 
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(1), (2) u ( i ) e W * (IR , А), удовлетворяющее неравенству 

Н<>1 , Л * « У \ 1 « > + K I U > 1 / a ( 4 ) 

с постоянной d, не зависящей от (fit), <pQ). 

Приведем два утверждения, уточняющие теорему 1. 

ЛЕММА 1. Пусть оператор-функции K(t) = Q(t) в BAt) в О, и оператор-функции B,(t), 

( i = l , 2 , . . , ) дополнительно удовлетворяет неравенству 

Z [ sup \\В.(Щ + sup | £> . (0 | ] < 1. (5) 
j » 

Тогда утверждение теоремы 1 выполнено с постоянной У 0=0, ы при fit) е 2/2(R+, •£>) любое 

сильное решение u(t) задачи (1),(2) удовлетворяет соотношению lim j | u (£) | | 1 / 2 =0. 
t~* + оо 

Приведем оценку величины у 0 , фигурирующей в формулировке теоремы 1, в терминах ко­

эффициентов В^D, D.(t), j ' = l , 2 , . . . 

ЛЕММА 2. Пусть оператор-функции Kit) = Qit) = BQit) = 0, а оператор-функции B^it), 

D.(t), ij-1,2,...) удовлетворяют неравенству 

I f sup \\B(t)\\ + sup \\D.it)\\) < +co. (6) 

Тогда утверждение теоремы 1 выполнено с постоянной 

У0 > — max fin Г £ [ sup \В.Щ+ sup \\D it)\X\, о ] . (7) 

Перейдем к рассмотрению начальной задачи в конечномерном пространстве ф г С т с ко­

нечным числом запаздываний h^, 0=hQ<hl< ... <hn=h<+a>, 

^ + Au(t)+BnCAu(t)+ Y(B.Au(t-h.) + 
dt 0 ji\ 3 3 

+ D.4lL(t-h.))+[hK(s)Au(t-s)ds = 0, t e R , (1°) 
3 dt. > Jn + 

dt 3 J o 

u(t) = g(t), t e [ - f t , 0 ) , и(+0) = p 0 , <?(-0) = (2°) 

При этом будем предполагать, что выполнено 

УСЛОВИЕ (С1). А, С, BQ, В., D., K(s) - матрицы размера тхгп с вещественными эле­

ментами, вектор-функция git)eWl

2ii-h, 0), А), вектор <р0^т, элементы K^is) матрицы Kis) 

принадлежат пространству L2(0,h); K(s) = 0, s>h. 

Известно (см., напр., [6] , [2]), что задача (1°), (2 е) может быть сведена к задаче 

вида (1), (2), причем вектор-функция f(t) представима в виде 

f(t) = F 1 U f l r ) ( - f )+F 2 ( ( / ( 1 ) ) ( -0 . (8) 

Операторы Fj и F 2 , действующие в пространстве L2ii-h, 0), C m ) , определяются по 

аналогии с [7], [8] следующим образом: 
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(F.wXO = - I x(-h,,0)B v(-t-h) - f K(-s)v(s-t)ds, 
'~l -h (9) 

(F.iiXt) = - I *(-Л. , 0)£> .t /(-f-A.), t e [-Л, 0), 

X(-h.,0) - характеристические функции интервалов ( - h , 0). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Вектор-функцию u(f), принадлежащую пространству W\ ((-h, +со), Л) 

при некотором у>0, назовем решением начальной задачи (1°), (2°), если u(t) удовлетворя­

ет уравнению (1°) при почти всех (п.в.) telR+, а также условию (2°). 

Приведем результат о корректной разрешимости задачи (1°), (2°). 

ЛЕММА 3. Пусть выполнено условие (С1). Тогда найдется такое yQ * 0, что при всех 

У&У0 задача (1°), (2°) однозначно разрешима в пространстве Wx

2 ((-h,+а>), А) для любой 

вектор-функции g(t) е W},((-h, 0),А) и для ее решения выполнено неравенство 

\\и\\ 1 « ^ ( ^ ( - о ) ! 2 * ! ^ ^ ) ^ » ) ! » ^ / ^ - (Ю) 
2,у + 

с постоянной dj, не зависящей от g(t). 

Принимая во внимание лемму 3, аналогично [8], [9], введем полугруппу U{ ограничен­

ных операторов, действующих в пространстве w],((-h, 0),А) согласно правилу 

(Utg)(s) = u(t+s), se[-h,0], t*0. 

Здесь u(t) - решение задачи (1°), (2°), отвечающее начальной функции g(t). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Семейство операторов U (t&O) образует С^-полугруппу в простран-

С уравнением (1°) естественным образом связана матрица-функция (пучок) вида 
п -Xh ffh , \ 

S£(X) = XI + A + B0CA+ l(B.A+XD.)e 3 + \j K(s)e~ dsjA, 

а также числовая функция Z(A)=det(i?(A)), нередко называемая характеристическим квази­
многочленом уравнения (1°). 

Обозначим через А нули функции ДА), упорядоченные по возрастанию модулей с уче­
том кратности (числа с равными модулями нумеруются в порядке возрастания аргументов). 
Собственные векторы из канонической системы корневых векторов, отвечающие характеристи­
ческому числу А?, обозначим через x

q j Q 0 = 1 > 2 , . . . ,rj, их присоединенные векторы по­
рядка s через . s ( s = 0 , l , . . . 

По системе корневых векторов х^ . ? построим систему элементарных (экспоненциаль­

ных) решений уравнения (1°) 

у . Ш = е ? — х ft + - х . , + . . . + х . . (11) 

Вектор-функция вида (11) является решением уравнения (1°) в том и только том слу­
чае, когда система векторов х . Q , я; , . . . , г . ^ является цепочкой корневых векто­
ров матрицы-функции i f (А). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть del 0^*0. Тогда система элементарных решений {у^ . 5 Ш } явля­

ется полной в пространстве W\{(-h, 0), C m ) . 

стае W^i-h, 0), А). 
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Рассмотрим частный случай задачи (1°), (2°), а именно, предположим, что A, BQI С, 

В., D. - вещественные постоянные, JC(s) - такая числовая вещественнозначная функция, что 

K(s)=0, s>h. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть Dn*0< & множество Л корней квазимногочлена Д А ) отделимо, т.е. 

существует такое <5>0, что круги радиуса 5, центрами которых являются попарно различ­
ные точки из Л, не пересекаются; причем корни Д А ) являются простыми. 

Тогда система элементарных решений z^(t)=a^y^(t), где числа выбраны так, что 

II z II =1, образует базис Рисса в пространстве W\((-h,0), С). 
9 w\i-hjn 2 

ТЕОРЕМА 4. Пусть выполнены условия теоремы 3, х - sup (Re Ад). Тогда для любого 
А ? 6 Л 

сильного решения задачи (1°), (2°) выполнено неравенство 

f f ° ( | u ( 1 ) ( < + s ) | 2 + | « ( t + 3 ) | 2 ) d s l 1 / 2 s ci,exp(xf}M . , i * 0, (12) 
y_k ) 2 V*(-*.o) 

с постоянной d2, не зависящей от вектор-функции g(t). 

В дальнейшем будет использоваться следующее известное (см., напр., [10], леммы 3.1, 
3.2) утверждение. 

ЛЕММА 4. Пусть С - компактный оператор, действующий в пространстве ф. Тогда 
для любого заданного ve(0,n) найдется такая постоянная Pj(v), что в области Q(v)s{A: 
|argA| < л-v) справедливы неравенства 

|А| Ц Ш + Л Г 1 ! « pXv), \АШ±АГ1\ « pj(v); рЛ.я/2) * \, (13) 

а также имеет место соотношение 

l im sup \САШ+АУ1\ = 0. (14) 
о - > + оо | А | =р 

А е я ы 
Условимся в дальнейшем обозначать нормы операторов, действующих в пространствах 

I 2(IR,£) и £ , ( К + ) ф ) , через | - | и | | - | | + соответственно. 

§ 2 . Доказательство сформулированных утверждений 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1. Учитывая то, что следствие из теоремы 1 является 
переформулировкой теоремы 1, мы начнем рассмотрение с изучения задачи (1). (2). 

Будем искать решение задачи (1), (2) в виде u(*)=exp(yf)w(0. Тогда вектор-функция 
w(t) будет удовлетворять уравнению 

dx 
d 
^ + U+yDw(i)+B0(t)CAw(t) + J exp(-yh.)\B.(t)Sh(Aw)W + 

D.(t)S. {^-+yw(t)\\ + f exp( -y (* - s ) ) t f ( i - sMw(s )ds + 
J h j \ d t JJ Jo 

+ ltexp(-y(t-s))Q(t-s)(4w + yw(s))ds = exp(--yf)/tt), (13) 
Jo vds ) 

а также начальному условию 

ш(+0) = <pQ. (16) 

В свою очередь, решение задачи (15), (16) будем искать в виде 
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w(t) = exp(-U+YDt)<P0 + f < exp(- (4+yI) ( f -s ) )z(s )ds (17) 
J о 

с неизвестной вектор-функцией z(s) e LJR+, Ф). 

Можно проверить (см. также [6], гл.1), что вектор-функции z(s)eL 2(IR +, ф) и векто­

ру р 0 е ф ] ^ согласно (17) соответствует вектор-функция ги(<), принадлежащая пространству 

Й^2(К+, Л) и удовлетворяющая неравенству 

i ^ ) i [ y l ( R ) *4 i 2 ( f ) «w + l k o l i ? / 2 ) 1 / 2 ( 1 8 ) 

с постоянной к, не зависящей от (z(t), р 0 ) . 

Кроме того, в смысле сходимости в пространстве ф 1 / 2 справедливо соотношение 

lim w(t) = <р . (19) 
t- + o 

Подставляя (17) в (15), получаем уравнение 

z(t)+(H z)(t)+(G z)(t)+(U z)(t)+(W zKt) = &(t), (20) 
Y Y Y У 

для вектор-функции z(t) с операторами 
Я = ff"+ff\ (H u z) ( t ) = BAt)C¥„)(t), 

Y Y Y Y 0 

(Hlz)(t) = £ е х р ( - / Л . ) Б . ( 0 5 . (Fz)(t), 
y i=i 1 3 nj 

(Grz)(i) = lexp(-yh.)D.(t)Sh(,z-¥(z))(t), 

(U z)(t) = fexp(-y(t-s))K(t-s)(\F(z)(s))ds, 
Y J o 

(W z)(t) = f f exp(-y( t -s) )Q(i -s) (z(s) -F(z)(s) )d .s , 
Y J ft 

'0 

F(z)(s) = Г 4 e x p ( - U + y / ) ( s - $ ) ) z ( £ ) d £ , (21) 
J o 

а вектор-функция ^"(i) имеет вид: 
&(t) = j F 1 « ) + e x p ( - y t ) / ( 0 , (22) 

&M) = - Г £ exp(-yA.)[B,W-£»,a)]5. № ) ( 0 + 

+ J*exp(-y(f-s))[ i i : ( t -s)-Q(f-s)]* y (s)ds+B 0 ( t)(7* y ( t) j , 

¥ ( 0 = Лехр(-(Л+у/Юу> 0 . 

Введем в рассмотрение операторы RJ<y) 0 = 0 , 1 , . . . ) , действующие по правилу 

(Д^(у)г)(« = Sk^Aexp(-(A+yI)(t-s))z(s)ds]. 

Принимая во внимание то, что норма оператора R.(y) в пространстве 1 2 (К + ,ф) не пре­

восходит нормы оператора Р .(у), действующего в пространстве L,(R, ф) согласно правилу 

( Р ^ у ) 2 ) ( * ) « J ' A e x p ( - U + y / ) ( ( f - / i i ) - s ) ) z ( s ) d s , 
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а также используя то, что преобразование Фурье - унитарный оператор в пространстве 
L2(R, ф) , получаем следующие оценки: 

| Д Х у ) | + * sup\exp(-ifih)A«iu+y)I+Ar1\. (23) 

Здесь и в дальнейшем через /< обозначается переменная преобразования Фурье. 
Совершенно аналогично получаем неравенства 

\S d - F ) | + = \Sh -RXy)l+ s u p | e x p ( - i / i f c , ) ( y + v ) ( ( y + ^ ) 7 + ^ ) - 1 | . (24) 
j j /iGR 

Отсюда на основании неравенств (23), (24), а также (13) (см. лемму 4) приходим к 
оценкам 

| Л / у ) | + * rj(y) =s Pl(*/2) « 1, (25) 

p h - Л . ( у ) | + * г 2 (у) * p ( я / 2 ) < 1, y * 0 ; j = 0 , l , . . . (26) 
i 

Из неравенств (3), (2.5), а также представления оператора Я 1 (см. (21)) вытекает, 
что при у^ух 

\Н% « г,(у) £ехр( -уЛ ) sup | В ( 0 | . (27) 
j = l te[A . , + е о ) 

3 

В свою очередь, из представления оператора G , а также неравенств (3), (26) полу­
чаем оценку 

l G J . * г ( y ) f ехр( -уЛ) sup \\D(t)\\, у * у (28) 
з 

Перейдем к оценке норм операторов U ̂  W^ в пространстве i-2(IR+, ф ) . С этой целью 

рассмотрим операторы f , М ^ действующие в пространстве £ 2 (К,ф) по правилу 

{/угШ = ^ exp(-y(t-s))K(t-s)z(s)ds, 

(Ji^z)(t) = ^ exp(-y(t-s))Q(t-s)z(s)ds. 

Обозначим через л+ оператор, действующий по правилу 

(n+v)(t) = v(t), teR+; (n+v)(t) = 0, t<0. 

Заметим, что при t е R + справедливы представления 

(Uyz)(t) = ^(/Y<K+(R0(y)z)))(t), ( М ) 

(W z)(t) = я (Л (n(z-Rn(y)z)))(t). 
у + у + U 

Принимая во внимание то, что преобразование Фурье является унитарным оператором в 
пространстве 2#2(К,ф), получаем следующие оценки норм операторов £ , Jt в пространстве 
i 2 ( R , Ф): ' 

j / J « sup|A:(y+«/*)|, « s u p | Q ( y + ^ ) | , (30) 

где через Ж - ) , Q(-) обозначены преобразования Лапласа оператор-функций К(-), Q(-); 
у >эе. 

Согласно известным свойствам преобразования Лапласа (см. также [5], гл.VI) спра­
ведливы соотношения 

supj|isT(y+t//)f — 0, sup||Q(y+i//)|| — 0 ( у - * + ») . (31) 
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Учитывая оценки (25), (26) при j '=0, а также представление (29), (25), (26) при j=0 
получаем при у»зе 

p j + * s u p | £ ( y + i j i ) | r . ( y ) , jW| « sup|Q(y+tAi)|r (у). (32) 

Оценим теперь норму оператора Я° в пространстве Ь 2 (К + , ф) . С этой целью рассмотрим 

оператор У , действующий в пространстве L 2 (R,$) согласно правилу 

(y yz)(f) = j ' a4exp ( -U+y/) t t -s))z(s)cfs . 
- 0 0 

Используя то, что преобразование Фурье - унитарный оператор в пространстве L2(R, ф) , 
получаем 

||У | « sup||C7A((t>+y)/+A)- 1 | |. (33) 
7 

Заметим, что в соответствии с соотношением (14) (см. лемму 4) 

sup \\САШц+у)1+АУх\\ — 0 ( у — + » ) . (34) 

Учитывая неравенство (33), приходим к оценке 

1НЧ+ * sup \\В0Щ sup ^ ^ ( ( y + i ^ J + A ) - 1 ! . (35) 

Завершим доказательство теоремы 1. Объединяя приведенные оценки (27), (28), (32), 
(35), получаем 

Ц Я Ч Я Ч С +U +W | + * sup | |В 0 (*) | sup ||СЛ((г /и+у)Л-А)- 1|| + 
' 7 " " " гш+ /<ек 

+ г (у) I ехр(-уЛ.) sup Ц В ( « | + r ( y ) f e x p ( - y f c ) sup | Д ( 0 | + 
1 y=i ' <е[л .+«.) J 1 j=i 3 telhj, +~) ' 

+ r (y)sup \K(y+i/t)fl + r (y)sap ||Qiy+iju)||. (36) 

Из соотношений (31), (34), условий (3) и неравенства (36) вытекает, что для любого д е 
е(0, 1) найдется такое у 0 , у0>тпах(эе, у{), что при у*У0 будет выполняться неравенство 

|ffJ+ffJ+G +1/ +W | + < д < 1. (37) 
В свою очередь, из неравенства (37) следует, что уравнение (20) однозначно разрешимо в 
пространстве L2(R+, и д л я е г 0 Р е ш е н и я z (*) справедливо неравенство 

1 * « > 1 W * ( 3 8 ) 

Опираясь на оценки (18), (38), приходим к тому, что вектор-функция w(t) удовлетворяет 
неравенству 

| » < * ) | ^ ^ ( 1 ^ ( 0 1 » ) + | f 0 | 2 / 2 > 1 / a - ( 3 9 ) 

Используя условия, наложенные на оператор-функции K(t), Q(t), BQ(t), B,(t), D.(t) 
0 = 1 , 2 , . . . ) , непосредственной проверкой убеждаемся в том, что вектор-функция &x(i) (см. 

(22)) при у >тах(зс, yj)*0 удовлетворяет неравенству 

IK«> I W * sIklU <40> 
с постоянной с 2 , не зависящей от вектора <р0 е Ф 1 / 2 . 

Таким образом, из представления (22) и оценки (40) получаем, что при у>тах(эе, уу) 
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l *«>L«>«^Mi /2 + l /«>L ( R ) (4D 
l + 2,y + 

для любой вектор-функции fit) e L (R , ф) и любого вектора «>. е ф, _,. 

Опираясь на неравенства (39), (41), а также определение нормы пространства 

Wx

2 y ( R + , i 4 ) , приходим к искомому неравенству (4) при у * у 0 с постоянной d, не зависящей 

от ifit),<p0) е L 2 у ( К , ф ) ф ф 1 / Г Наконец, из оценки (4) с постоянной d, не зависящей от 

ifit),<p0), вытекает ограниченность оператора V " 1 • L2 у ( К + , ф ) ф ф 1 / 2 y ( R + , . 4 ) при у*у„. 

Теорема 1 доказана. 
Доказательство леммы 1 основано на том, что при сделанных предположениях (5) для 

у 0 =0 выполнена оценка (37). Следовательно, при у * у 0 =0 интегральное уравнение (20) и, 
значит (см. доказательство теоремы 1), исходная задача (1), (2) однозначно разрешимы, 
причем для решения задачи выполнено неравенство (4) при у 0 =0 (T.S . оператор VQ имеет 
ограниченный обратный). 

Из принадлежности решения uit) пространству И^(К + , А) с помощью интегрирования по 

частям формы Г iu' is), Au(s))ds с последующим предельным переходом при t —»оо может быть 
J о 

получено соотношение 

i - > + га 

Для доказательства леммы 2 заметим, что из неравенств (27), (28), (36) при B0it) • 
= Кit) = Q(i) s 0 и (6) вытекает оценка 

KL + I<M* * ехр( -уЛ , ) [1 ( sup | В < * ) | + sup | |Z? . (0 | ) ) . (42) 

В свою очередь, оценки (42), (7) обеспечивают выполнение при уз=уо неравенства (37), 

а следовательно, однозначную разрешимость уравнения (20) и задачи (1), (2) при y*yQ. 
Доказательству леммы 3 уместно предпослать следующее 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Принимая во внимание то, что в последующих утверждениях (теоремы 2, 
3) речь идет о достаточно гладких (экспоненциальных) решениях, мы приводим определение 

решения задачи (1°), (2°), близкое [7], [8], как функции, заданной на полуоси [-Л, +») 

я являющейся непрерывным продолжением начальной функции git) е W2i(-h, 0),А). Тем самым 

решение uit) задачи (1°), (2°) определяется следующим образом: u(t)=g(t) при f e [ - h , 0); 

u(Q)=g(-Q)=<p , а при tdR+ является сильным решением задачи вида (1), (2) в предположе­

нии (С1) со специальной правой частью вида (8), к которой естественным образом приво­

дится задача (1°), (2°) (соответствующие комментарии см. в [6], [11], [2]). 
После сделанного замечания 2 для доказательства леммы 3 достаточно убедиться в том, 

что в результате сведения задачи (1°), (2°) к задаче вида (1), (2) будут выполняться 
условия теоремы 1 (точнее, их конечномерные аналоги). 

Действительно, из условия (С1) вытекает, что Kit) удовлетворяет требуемым услови­
ям, а вектор-функция fit), определяемая соотношением (8), принадлежит пространству 
1 2 ((0, А),ф). 

Более того, согласно определению операторов Fj и F 2 , а также теореме о следах [4] 
справедлива оценка 
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Цд(-0Ц2Ц^+Чаа)П1 ,-л.о)> 1 / 2 * с\д\ (43) 

с постоянной с, не зависящей от g(t). 
В свою очередь, из неравенств (10), (43) для любых сильных решений задачи (1°), 

(2°) при у>у 0 (у 0 определяется в лемме 3) вытекает оценка 

II"! , * dM i <44) 

с постоянной d 4 , не зависящей от g(t). 

Доказательство предложения 1 опирается на лемму 3, оценку (44), и оно проводится 
аналогично [8] , см. также [9] . 

Доказательству теоремы 2 предпошлем следующее легко проверяемое 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть det.D n*0. Тогда найдутся такие а, / З е К , что матрица-функ­

ция i ? - 1 ( A ) является голоморфной в полуплоскостях {A:ReA<«} и {A:ReA>/?} и удовлетво­
ряет неравенствам: 

| A | | | i r 1 ( A ) | + | | ir 1 (A)l =s const, Re А < max(0, В), 
II и и и r ( 4 5 ) 

|A | | |ехр(-АЛ):г >" 1(Д)| « const, Re A < min(0, a). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2 проводится по известной схеме. Предполагая, что сис­

тема элементарных решений у . (£) не является полной в пространстве w\((-h, 0), С т о), 
заключаем, что найдется вектор-функция f(t)eW}A(-h, 0),C m ) (f(t)*0), для которой выпол­
нено соотношение 

для любых значений индексов q, j , s. 
Рассмотрим вектор-функцию 

F(X) = (ie*<J)rx\xf extfl\t)dt + J ° e A ' / ( O d t j . (47) 
- A - A 

Принимая во внимание представление (47), можно проверить, что соотношение (46) 
влечет за собой то, что главная часть вектор-функции F(X) в окрестности точки ^ = ^ ? бу­
дет нулевой, т.е. вектор-функция F(A) является регулярной (голоморфной) в точке А=А?. 
Таким образом, F(А) - целая функция, причем не более чем первого порядка роста, тип к о ­
торой не превосходит nft. 

Последнее вытекает из того, что элементы матрицы JSf _ 1 (А) представимы в виде отноше­
ния алгебраических дополнений элементов матрицы .Sf(A) и характеристического квазимного-
члёна /(А), являющихся целыми функциями экспоненциального типа, тип которых не превос­
ходит nh. 

Покажем теперь, что вектор-функция F(A) s 0. 
Согласно неравенству Коши-Буняковского справедливы оценки 

| |J°/ a )(t)exp(A*)c«| « ( _ A 0 ) | e x p ( - 2 R e A A ) - l ! 1 / 2 | 2 R e A | - 1 / 2 , 

" А 2 (48) 

I]"0/Шехр(AM*I =s | | / | i ( _ W ) | e x p ( - 2 R e A A ) - l | 1 / 2 | 2 R e A | " 1 / 2 . 
-A II 2 ' 

Отсюда, принимая во внимание предложение 2, получаем, что найдутся такие постоянные а < 0 
и в>0, что в полуплоскостях {Re А > /?} и {Re А < а} справедливы неравенства 
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J F(X) I * const j 2Re AI _ 1 / 2 . (49) 
В соответствии с сценками (48), (49), а также с тем, что JS?_1(A) является мероморфной 
матрицей-функцией, найдется такое ее (0, л/2), что вектор-функция F(A) будет являться 
ограниченной на сторонах углов У(+е)={А: larg А±л;/2| <е} . Отсюда, учитывая то, что поря­
док вектор-функции F(A) не превосходит единицы, по теореме Фрагмена-Линделёфа получаем, 
что F(A) ограничена в углах Y(±e), а в силу оценки (49) и во всей комплексной плоскос­
ти. Обращаясь к теореме Лкувилля и оценкам (49), заключаем, что 

Aj°exp(A*)/ ( 1 )(i)dt + j° exp(At)/(f) • 0. (50) 
-А -А 

Интегрируя по частям, из соотношения (50) получаем: 

J exp(A*)/(f)d* = (1-А 2 ) _ 1 А(/ (0) -ехр( -АЛ)/ ( -Л)) . (51) 
-А 

В левой части выражения (51) стоит голоморфная по А функция. Следовательно, из голоморф­
ности правой части при А=±1 

/ ( 0 ) - е - А / ( - « = 0, / ( 0 ) - е А / ( - Л ) = 0. (52) 

Отсюда заключаем, что / ( 0 ) = / ( - Л ) = 0 и, значит, 

I exp(Xt)f(t)dt = 0. 
-А 

Далее, используя известные свойства преобразования Лапласа, приходим к тому, что f(t)=Q. 
Теорема 2 доказана. 

Доказательство теоремы 3 основано на теореме 1.2.1 [12] (см. также теорему 1 из 

[13]) и на теореме 1 из [14]. Действительно, зафиксируем корень X функции 1(Х) и рас­

смотрим функцию m(A)=exp(A/i/2)Z(A)(A-Ap) _ 1. Принимая во внимание предложение 2 и усло­

вия теоремы 3, непосредственной проверкой убедимся в том, что для функции n(z)~m(iz) 

выполняются условия теоремы 1.2.1 [12] и ее следствия. Следовательно, система у (.t)=t*qt 

(А еЛ, А *А ) образует базис Рисса в пространстве £,((-А, 0), С). Обращаясь к теореме 1 
9 ? Р * 

X t 
из [14], приходим к тому, что после добавления к системе {е ' } (А^еЛ, ^ q * ^ p ) решения 

X t X t 
yp(t)-e р и нормировки в W2((-h, 0),С) система z^.t)=a^e 9 ( | |z ? | | { =1) образует 

базис Рисса в пространстве W2((-h, 0),С). 

При доказательстве теоремы 4 используется теорема 3, а также соображения из работы 
[15]. 

Остановимся на наиболее существенном моменте доказательства. Обозначим через Q 

ортогонализатор, т.е. оператор, действующий в пространстве W2((-h, 0), С), превращающий 
х t . 

систему z ? ( f )=a ? e ' в ортонормированный базис пространства W2((-h, 0),С). 

Разложим начальную функцию g(s) по базису {z ?(s)} 

g(s) = У с z (s), se[-h,0) 053) 
А ел * * я 

и подействуем на g(s) полугрупповым оператором Uf: 
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Xt 
Wtg)(s) = u(t+s) = l c e 9 z ( s \ s e [ - A , 0 ) , t*0. (54) 

X ел 9 9 

9 
X t 

Здесь мы воспользовались тем, что е 9 (А?еЛ) являются собственными значениями операто­

ра U, соответствующими собственным функциям z (s). 

в 
Искомая оценка (12) вытекает теперь, с учетом (53), (54) из следующей цепочки н е ­

равенств: 
(55) 

Здесь уместно сделать следующее 
ЗАМЕЧАНИЕ 3. Для известного примера П.С.Громовой и А.М.Зверкина из статьи [16]; 

а именно для случая n = m = l , В0=0, В{=1, £ ^ = - 1 , K(s) = О, Л=1 при любом Г > 0 справедливо 
соотношение 

г 
J ( | u W ) ( « 12+А21 u(f) 12)df+Л( I u(T) 12+ I u(T-1) 12) J 1 / 2 • const. (56) 

T-l 
Кроме того, элементарные решения y^it) попарно ортогональны в скалярном произведе­

нии, порождаемом нормой, которая определяется левой частью соотношения (56) при Г=0. 
Утверждения, приведенные в замечании, могут быть без труда получены с помощью интегри­
рования по частям. 

§ 3 . Некоторые замечания и комментарии 

В связи с изучением ряда задач, возникающих в приложениях (задачи управления сис­
темами с распределенными параметрами, задачи наследственной механики и т.д.) в послед­
нее время значительно вырос интерес к изучению абстрактных функционально-дифференциаль­
ных уравнений. При этом главным образом рассматривались задачи для уравнений запазды­
вающего типа. Уравнения нейтрального типа изучались в значительно меньшей степени. 
Ограничимся здесь указанием наиболее близких работ [8], [17], [18]. Одним из основных 
отличий теоремы 1, лемм 1, 2 от результатов указанных работ является то, что нами рас­
сматривается случай неавтономных уравнений с неограниченными операторными коэффициента­
ми B.(t)A (j = 1,2,...) при запаздываниях. Кроме того, в леммах 1, 2 приводится оценка 

у 0 , характеризующая поведение сильных решений на бесконечности. 
ЗАМЕЧАНИЕ 4. Условие (5) леммы 1 является существенным. В этом можно убедиться 

на следующем простом примере задачи вида (1), (2) для скалярного уравнения запаздываю­
щего типа: A=const>0, BQ=0, n = l , B j = - 1 , D,=0, hx=h, <p0~i, f(t)=x(0,h)A. В этом случае 

задача (1), (2) имеет решение u(t) = 1, <eR + , очевидно, не принадлежащее пространству 

W\(R+,C). 

Уместно дополнить лемму 3 следующим предложением. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть выполнены условия леммы 3 и 

sup \&а)Ш+АУх-1\ < 1. (57) 
R e W 

Тогда справедливо утверждение леммы 3 с постоянной у 0 =0. 
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Доказательство предложения 3 может быть без труда получено на основании оценок 
(45) с помощью преобразования Лапласа. 

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Оценка (57) является существенной. В этом можно убедиться на при­
мере П.С.Громовой и А.М.Зверкина. Действительно, для этого примера величина, стоящая в 
левой части неравенства (57), равна единице; и при этом все корни (см. [16]) квазимно-

А t 

гочлена К л) лежат на мнимой оси. Каждому чисто мнимому корню А? отвечает решение « ' , 

не принадлежащее пространству И^(К + , С). 

В связи с последним замечанием, а также предложением 3 отметим, что теорема 4 от­

носится к изучению асимптотического поведения и устойчивости решений задачи вида (1°), 
(2°) в критическом (в том числе и сверхкритическом случае, как в примере П.С.Громовой и 
А.М.Зверкина) случае, когда имеется цепочка корней квазимногочлена, лежащая или прибли­
жающаяся к мнимой оси. 

Вопросы полноты системы экспоненциальных решений для сходных уравнений в простран­

ствах L2((-h, 0), C m ) , С((-Л, 0), C m ) изучались целым рядом авторов. Ограничимся здесь 
указанием работы [19] (там же см. соответствующую библиографию). 

В настоящее время имеется обширная библиография работ, посвященных изучению базис­
ное™ системы экспонент в пространстве L2. В дополнение к [12], [13] укажем лишь моно­
графию [20]. 

В контексте данной статьи теорема 3 носит вспомогательный характер и сформулирова­
на в частном случае простых корней А?. Соответствующие обобщения для случая кратных 
корней могут быть получены на основании [12], [20]. 

Цель включения теорем 3 и 4 в статью состоит в том, чтобы проиллюстрировать воз­
можности использования спектрального подхода к изучению вопросов устойчивости и асимп­
тотического поведения решений в критическом случае. 

В 1 заключение отметим, что в случае гильбертова пространства в [21]- [24] изучалось 
поведение оператор-функций, являющихся символами уравнений, сходных с (1) в автономном 
случае. Там же получены некоторые результаты об асимптотическом поведении сильных реше­
ний указанных уравнений. 
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