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§ 1. ОБЗОР И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Настоящая статья является непосредственным продолже­
нием статьи С. В. Ведерникова [16]. Здесь, так же как и в 
статье [16], изучается глобальная пара (G,A), где G — группа 
Ли, а А — подмножество группы гладких эндоморфизмов груп­
пы Ли G, порождающее полугруппу с единицей Г={-4]. На­
помним, что в статье [16] требовалось, чтобы элементы Г были 
инволютивными, перестановочными между собой и чтобы груп­
па Г была конечной. Здесь эти свойства группы Г не требу­
ются. Соответственно изменены определения G-пространств, 
порождаемых данной глобальной парой, но все результаты 
статьи [16] включаются как некоторые частные случаи. Отме­
тим, что результаты статьи частично пересекаются с результа­
тами, полученными в [16]. Естественно также, что мы суще­
ственно использовали теорию обобщенных симметрических 
пространств. 

Изучению обобщенных симметрических пространств посвя­
щены монография A. С. Феденко [43] и книга О. Ковальского 
[23]. В них изложена общая теория обобщенных симметриче­
ских пространств. Дальнейшему развитию этой теории в 
последнее время посвящено значительное число работ. 
В дальнейшем мы будем использовать терминологию, приня­
тую в [43] и [23]. 

В работах [32]—[34], [40] и [41] изучены зеркала однород­
ных римановых Ф-пространств и, естественно, редуктивных 
пространств. Глобальная классификация односвязных периоди­
ческих пространств с умножением проведена в [35]—[37]. 
В [38] введено понятие тора пространства с регулярным умно­
жением и получен критерий сопряженности максимальных то­
ров. Контрпример к гипотезе О. Ковальского, сформулирован­
ной в книге [23], приведен в статье [39]. Статья [42] посвяще­
на построению семейств инвариантных аффинных связностей 
на пространствах с периодическим умножением. В статье [27] 
указаны условия, при выполнении которых пространство с ре-
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гулярным умножением совпадает со своим центром. Классиче­
ское разложение римановых симметрических пространств (см.,. 
например, [24]) обобщено на случай римановых регулярных 
пространств с регулярным умножением в статье [28]. 

В статье [45] изучены регулярные римановы .--многообра­
зия, у которых степень минимального многочлена симметриче­
ского тензорного поля s равна четырем, и указаны 5-инва-
риантные структуры на изучаемых многообразиях. В [47] до­
казано, что для всякого целого n^=3 существует обобщенное 
аффинное симметрическое пространство порядка «, диф-
феоморфное Rn~2, компонента единицы его полной группы изо-
метрий разрешима. В [48] и [49] приведена полная классифи­
кация односвязных псевдоримановых s-пространств. неразло­
жимых и не являющихся локально симметрическими.. 
В каждом случае найдены соответствующие метрики и систе­
мы симметрии. В [57] доказано, что регулярное риманово-
5-многообразие некомпактного типа не может быть изометриче­
ски и эквивариантно погружено в RN. Статья [58] посвящена 
изучению «-мерных компактных связных подмногообразий RN,. 
которые k-симметричны в смысле Ковальского, причем сим­
метрия в каждой точке- продолжается до изометрии объемлю­
щего пространства, тождественной на нормальном простран­
стве. В [60] изучены компактные римановы 3-симметрические 
пространства, которые не ЯВЛЯЮТСЯ келеровыми относительно' 
канонических инвариантных метрик и комплексной структуры. 
Статьи [62] и [63] посвящены классификации всех обобщен­
ных симметрии в евклидовых пространствах E3, Ei и Eh 
Теории симметрических пространств некомпактного типа с 
геометрической точки зрения посвящена статья [591, в которой,. 
наряду с односвязным симметрическим пространством, рас­
сматривается и его компактификация. В [51] вводится класс 
аффинных симметрических пространств, являющихся пара-
комплексными аналогами эрмитовых симметрических про­
странств. Получена классификация пространств этого класса с 
полупростой ••фундаментальной' группой параголоморфных изо-
метрий. Конкретное симметрическое пространство с унитарной 
группой движений изучено в статье [49]. Ряд работ ([46], 
[56], [61]) .посвящен изучению подмногообразий симметриче­
ских пространств, являющихся симметрическими или локально-
симметрическими пространствами. Статьи [52] и [54] посвяще­
ны классификации четырех- и пятимерных естественно редук-
тивных- пространств. Новый класс симметрических про­
странств— класс диск-однородных И1 строго диск-однородных 
римановых пространств-введен в статье [53]. 

Для локально симметрических пространств этого класса в: 
частных случаях получена классификация этих пространств. 

Большая статья1 Леджера и Разави [55] посвящена общей 
теории редуцированных-"^пространств:. Общее определение-
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^-пространств и редуцированных 2-пространств было дано в 
работе Лооса О. (РЖМат, 1973, 1А421). В статье [55] доказы­
вается теорема, связывающая теорию редуцированного 
Б-пространства с теорией S-троек (G, Я, S), где G— группа 
Ли, 2 — группа Ли автоморфизмов группы Ли G, Я — замкну­
тая подгруппа в G такая, что 

(G*)0czHczG\ 
и, кроме того, требуется, чтобы 

g=h@tn. 
Здесь через G1 обозначена замкнутая подгруппа группы Ли G, 
состоящая из элементов группы Ли G,. неподвижных при всех 
•аб2, через g и h обозначены алгебры .Ли групп G и Я соот­
ветственно, и 

т={Х~а(Х)\Х^,аЩ. 
Эта теорема обобщает известную теорему в теории симметри­
ческих и обобщенно симметрических пространств (см. [43] и 
1.23]). 

Н, A. Степанов в ряде статей [27]—[31] развил метод ис­
следования Ф-пространств Q (Ф), который основан на изучении 
оснащения <3(Ф) как вложенного в группу G-подмногообразия. 
Им введено понятие инвариантного оснащения и показано, что 
введение инвариантной нормали индуцирует в Q(0) инва­
риантную аффинную связность. Он выяснил условия существо­
вания инвариантного оснащения Q (Ф) и связь понятия инва­
риантного оснащения с регулярностью Ф-пространства. В ра­
боте [27] Н. A, Степанов ввел понятие оснащения, инвариант­
ного относительно Ф. Следует заметить, что так как 

sx (г/).- >хФ{у) Ф {х-1) = Тх • Ф (у), 
то инвариантность относительно Ф есть инвариантность отно­
сительно sx. Естественным представляется обобщение инва­
риантности относительно Ф на случай инвариантности относи­
тельно множества Ac-End(G) (или, что то же самое, относи­
тельно полугруппы Г—[A], порожденной A), что эквивалентно 
инвариантности оснащения относительно «симметрии» sv, где 

----Г-1 .? , VY6A. 
Естественно, что инвариантность относительно А. сводится к 
инвариантности относительно конкретного sx (т. е. для кон­
кретного XF6A). 

Т е о р е м а . Если гГ—- гладкий автоморфизм группы Ли G, то 
в случае регулярности GIH® и перестановочности Ф и Т, су­
ществует ^-инвариантное оснащение G/H®. 

В случае, когда Ф и Т не перестановочны, следует рассмат-
ривать отображение GlH® в С?/¥(ЯФ). В случае регулярности 
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0/Нф следует рассматривать отображение инвариантных норма­
лей. 

В случае перестановочности Ф и W будет верной теорема 6-
статьи [27] с заменой dФг на dxYe. 

Теорема б статьи [27] допускает следующее обобщение. 
Т е о р е м а . Пусть ¥6Aut((3) и ¥ перестановочно с Ф. Если 

Ne — инвариантная нормаль относительно Нф в точке eQM, то-
с№е (-/V.,) — также инвариантная нормаль относительно Н . 

B случае, когда Ф и Т не перестановочны, следует рассмат­
ривать отображение sx однородного пространства Q (Ф) в 
Q (^офсТ-1). 

Т е о р е м а . Пусть aGAut(C?) и Л/-—-инвариантная нормаль к 
<2(Ф) относительно Я ф в точке eQQ (Ф). Тогда das (N-) — инва­
риантная нормаль к (^(аофоог1) относительно а,(Нф) = На°ф°а~1 ~ 
Так как для отображения sx, определяемого равенством 

также имеет место равенство 
sx=Tx'°a, 

где 
Ta(z)=az[(a° Ф° а~1) (сг[)], 

то, сформулированная теорема имеет место при замене <а на sx~ 
Статья '[28] посвящена дифференциальному продолжению-

групп Ли и ср-пространств', и доказывается, что касательное 
расслоение к группе Ли есть группа Ли; касательное рассло­
ение к ф-пространству есть Г(ф)-пространство, где ~ (ф)— 
дифференциальное продолжение ф на касательное расслоение. 
При этом из регулярности ф-пространства следует регуляр­
ность его дифференциального продолжения, и наличие. инва­
риантной аффинной связности на ф-пространстве эквивалентна 
наличию инвариантной аффинной связности на его дифферен­
циальном продолжении. Изучена .также, связь между оснаще­
ниями ф-пространств и их дифференциальных продолжений. 

Статья [29] обобщает исследования, проведенные в £28], на 
более общий случай расширения группы Ли G до полупрямого 
произведения K*G. Указаны критерии, когда свойства регуляр­
ности, редуктивности, существования инвариантного оснаще­
ния и инвариантной аффинной связности переносятся на 
ф-пространство — произведение его сомножителей. 

Статьи [30] и [31] посвящены изучению ф-пространств, по­
рожденных полными эндоморфизмами, т. е. такими эндомор­
физмами ф, что индуцированное ими отображение хЯф->-
{to}xcp (г~1)Яф является диффеоморфизмом однородного про­
странства Gj№. 

В статьях [1]—[3] в случае линейных групп Ли изучалось 
проектирование инвариантной тривиальной связности линейно-
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го пространства gl (n, R). В этом случае получены хорошо про­
веряемые критерии, характеризующие взаимосвязь между ин­
дуцированными связностями и инвариантными структурами,. 
введенными ранее Н. A. Степановым — естественным диффео­
морфизмом D и почти комплексной структурой (в случае три-
циклического пространства). Индуцирование левоинвариантных 
связиостей данной группы Ли на ее подгруппу с помощью ин­
вариантных оснащений изучалось в [44]. 

Статьи [4]—[10] посвящены изучению инвариантных тензо­
ров на симметрических римановых пространствах. 

Все последующие параграфы этой статьи являются изложе­
нием и дальнейшим продолжением исследований, результаты 
которых опубликованы в [11] — [22]. 

§ 2. КАТЕГОРИЯ ГЛОБАЛЬНЫХ И ЛОКАЛЬНЫХ ПАР 

О п р е д е л е н и е 1. Глобальной парой" называется пара 
(G, A), где G — группа Ли, a A—подмножество в End (G) — 
полугруппе всех гладких эндоморфизмов группы Ли G. Ло­
кальной парой будем называть пару (я. Л') , где g — алгебра 
Ли, а А' — подмножество в End(G)—полугруппе эндоморфиз­
мов алгебры Ли g. 

Через r = [ A ] обозначим полугруппу, содержащую тожде­
ственное отображение и порожденную подмножеством А. Та­
ким образом, для всякой глобальной пары (G, A) опреде­
ляется глобальная пара (G, Г). Аналогично, через у=[А'] 
обозначим полугруппу, содержащую тождественное отображе­
ние и порожденную подмножеством А'. Очевидно, что гло­
бальная пара (G.A) порождает локальную пару (g,A'), где 
g — алгебра Ли группы Ли G, а Л' —{ср =^Ф-|ФбЛ}. Для вся­
кой локальной минимальной пары найдется хотя бы одна по­
рождающая ее глобальная пара. 

О п р е д е л е н и е 2. Глобальная -пара (G,A) называется 
полной, если группа Ли 

Н{А) = {heG|<D (Я) - Я , УФ6Л} 
дискретна. Локальная пара называется полной, если алгебра 
Ли 

/i(y) ={cu6g-]cp (©)—-co, УербЛ'} 
равна нулю. 

О п р е д е л е н и е 3. Пусть (О, Г) и ( С , Г')-глобальны 
пары, где Г и Г —полугруппы в End (О), содержащие тождест­
венные отображения. Тогда пара (а, а), где 

— гомоморфизм группы Ли, а 
а:Г ' ->Г 
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— гомоморфизм полугруппы, называется морфизмом глобальных 
пар, если ВЫПОЛНЯЮТСЯ условия 

Ф/оа==аоа(ф'), уФ'бГ'. 
Композицией морфизмов (а, а) и ф, р) по определению является 
морфизм (taop,"poa). В результате получаем категорию глобальных 
пар. Аналогично определяется категория локальных пар. 

В. случае, когда заданы глобальные napbi (G,A) и (G', 5 ) , 
необходимо перейти к соответствующим глобальным парам 
(G,D и (О.П,.гдеГ~М,Г'---{.В1. 

Очевидно, что в случае изоморфизма глобальных пар, го­
моморфизм а должен быть изоморфизмом, кроме того Г'— 
'—{а<> Фо а-ЧФбГ}, a 

я(Г')-а(я(Г)). 
Ч а с т н ы й ел у ч а й. Группа Ли G есть подгруппа группы 

Ли О', а отображение а есть отображение вложения. В этом 
случае из условия морфизма для всякого a6G следует 

Ф' (a) = а [а (Ф') (а)] = а (Ф') (а), 
т. е. 

Ф'.(0)сО, Ф=а (Ф / ) = Ф / | с . 
По аналогии с соответствующим определением, в случае 

Ф-пространств, можно ввести следующее определение. 
О п р е д е л е н и е 4. Пусть [G',A')—глобальная пара, G— 

подгруппа Ли группы Ли G', удовлетворяющая условию 
<b'{G)<=.'G,VU>'*A'. 

Тогда пару (G,A), где А СОСТОИТ из ограничений элементов 
Ф' на подгруппу G, назовем подпространством глобальной па­
ры {С,А'), Аналогичное определение имеет место и для 
локальных пар. 

Ч а с т н ы й с л у ч а й . Пусть дана глобальная пара (G',A') 
и «-эндоморфизм группы Ли G', перестановочный со всеми 
элементами А'. Тогда подгруппа 

H*={heG'\a(h)<=h} 
обладает свойством Ф' (На)аНа, и поэтому определится под­
пространство (На, А) глобальной пары (G'.A'), где A состоит 
из ограничений элементов А' на На. , 

Во множестве глобальных пар введем отношение эквива­
лентности: глобальные пары (G,A) и (G'.A') будем называть 
эквивалентными, если существует такой элемент a6G, что 

Г '= / (а )о Г с / (a- 1 ) , T=t[A], r = [ A ' ] . 
Здесь и в дальнейшем через /(a) будем обозначать 

внутренний автоморфизм группы Ли G, определенный элемен­
том a<5G. 
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• Смысл этого определения эквивалентности состоит- в том, : 

что если задано подмножество ВаА, то соответственно опре­
делится подмножество В'—1(a) - В- 1{сг1), а также подгруппы 

Н(В) = {heG]<D (A)— А, УФЩ 
и 

H(B')>={hreG\{I(a) cфo^(a-^)](/l ')=-«'}==aЯ( J5)a- , . 
Однородные пространства G/H{B) и G/H{Bf) будут, изо­

морфными фактор-пространствами, отличающимися только от­
меченными точками Я и аН. 

З а м е ч а н и е . Наряду с подгруппами Я (В) часто рас­
сматриваются подгруппы Я, удовлетворяющие условию 

Я0(В)сгЯс=Я(В),. 
где через Я0(В) обозначена связная компонента единицы 
группы Н(В). Ясно, что Я — аНсг1. 

Для всякой пары__ (G, А)_ определится ее дифференциаль­
ное продолжение_(С?, Л), где О—-дифференциальное продолжение 
группы Ли С?, а А состоит из дифференциальных продолжений Ф 
эндоморфизмов Ф-элементов множества А. Напомним (см. [19]), что 

G=Q*G = {(©, a)|coeO, aeG}, 
т. е. О является полупрямым произведением группы Ли G на 
ее алгебру Ли G, считая, что G действует в 0_ при помощи 
присоединенного представления группы Ли G. Эндоморфизм Ф 
определяется (см. [19]) равенством 

Ф(а>, а) = (ф(со), Ф(я)), 
где 

ср=^Ф-. 
Т е о р е м а . Дифференциальное продолжение полной глобаль­

ной пары есть полная глобальная пара. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 

ф"(а, со) — (a, ш)-.=*-Ф(а) — а, ф(ш)----сй-->. 

=>HA = {{h,Q)\h£HA}, • -

ибо алгебра Ли 

/ г А = Я л = {0}. 

Отметим, что для группы G определится канонический идем-
потентный эндоморфизм Фо, который определяется равенством 

Ф0(со, h) = (0, А), 
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и для него определится соответствующее однородное прост-
р аиство 

Q (Ф 0 )—{xo- (со, а) [Ф0 (о, a)-1] | <&ea aeG}—{(«-• о) | ©eGb 
в котором группа Ли G действует по закону 

Т---(ш)—Ad(a)co-fco0, a==(a), a)6G. 
Однородное пространство Q (Ф0) в работах Б. A. Розен-

фельда называется базисным пространством. _ 
Кроме того, эндоморфизм Ф0 перестановочен со всяким Ф,. 

что согласуется с тем, что 
Ф(0*{е})СО*{е}, 

Ф({0}ХС?)с{0}*0. 
Ограничение Ф на группу Ли {0}*О = Ф-(С?), которую можно 

отождествить с G, совпадает с Ф, а ограничение Ф на G*{0} 
(отождествляемое с G) совпадает с ср. Отметим, что _О*{0}----
= р ( 0 ) , где 

p(a)=--M->0(a-1). 

§ 3. G-ПРОСТРАНСТВА, ПОРОЖДЕННЫЕ 
ГЛОБАЛЬНОЙ ПАРОЙ (О, А) 

В этом параграфе мы все время будем считать, что задана 
глобальная пара (G,A) и соответствующая полугруппа 

В качестве основного объекта, изучаемого в этой статье, 
рассмотрим множество G0=Map[A{to}G], т. е. множество всех 
отображений 

f :A{to}G:0{to}f(<P). 
Как известно, множество G0 является группой относительно 

естественной операции умножения, определяемой равенствами 
fo А{Ф)- / (Ф)- /1(Ф) , / - 1 (Ф)- [ / (Ф)]- 1 . 

Единичным элементом этой группы является постоянное ото­
бражение е- в единицу группы G. 

Для группы Go естественным способом определяется эндо­
морфизм 

•у : Go{to}Go: f{to}v (/), 
7(/)(Ф)=Ф[/(Ф)], УФеД• /еб0. (1) 

Эндоморфизм у допускает обобщение в следующем плане. 
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Сначала определяется произвольное отображение 
\0:A->End(G), 

где через End (О) обозначено множество всех гладких эвдомор--
физмов группы Ли О. После этого задается отображение -у. 
равенством 

у(/)(Ф)-=Чо(Ф)[/(Ф)]- <2> 
Это отображение также является эндоморфизмом группы О0, 
и целесообразность введения этого отображения будет выяснена! 
позднее. Отметим, что в частном случае y0—Id получим эндо-, 
морфизм у, введенный ранее, а в случае, когда уо — постоянное: 
отображение, т. е. когда у0 (Л)--=a6End(G), получим 

Для пары (Go, у) стандартным способом определяется отоб­
ражение 

p:O0->a0t/{to}p( /) , 
где 

Р(Л(Ф)-/(Ф)1Ф-Я-1(Ф)- (3) 
В множестве р(О0) определяется структура (70-пространства' 

отображением 
p:GoXp(G0)->p(Go)(/,P(/o)">P(/°/o)-r /[p(/o)]-

Таким образом, p(Go) будет однородным Go-пространством,, 
•7,/[р(/о)](Ф)-/(Ф)-Р(Ь)Ф[/(Ф-1)]. • 

Структура Go-пространства может быть введена ..на мно-. 
жестве Go отображением 

TjGoXGo^Go: (f,fo)^Tf(f0), 
где , 

Г/(/о)(Ф)=Г(Ф)Ь(Ф)Ф[/(Ф)-1]. (4)' 
В этом Go-пространстве p(Go) будет орбитой, содержащей еди­
ницу е0 группы Go. 

В группе Go имеется подгруппа, состоящая из постоянных 
отображений, которая изоморфна группе Ли G, и ee будем 
обозначать через G. Задание элемента f&G эквивалентно зада-. 
нию элемента a=f(Ф)б.З, и действие группы Ли G в Go описы­
вается равенством 

Та(П(Ф)=а|(Ф)Ф(а-1), aQG. (5) 
Легко видеть, что G инвариантно относительно действия 

группы Ли G, и ограничение действия группы Ли G на G опи-
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«сывается равенством 
Га(л:)---а*Ф(а--).. xGO, OBG, YOGA. 

,.,• Важным частным случаем являйся случай одноэлементного 
множества A. В этом случае G- можно отождествить с G, и 
•соответствующее G-пространство обозначим через G(d>). 
•Структура G-пространства в в(Ф) описывается отображением 

GXG^)-^G(O) : (a,x){to}ax©(a-1), x=f(Q)eG. 
Орбитой единичного элемента e6G будет в этом случае 

f>(G), и эту орбиту обозначим через <2(Ф). 
Другим частным, более общим, случаем является случай ко­
нечного множества А = {Фь Ф2,,..., Фп}. В этом случае 

G 0 - a X G X . . . X G , G-diagGo-
п 

y-—Ф1°ф2°. ..-Фп; 
Р (О0)—Q (Ф1) X <Э (Ф2) X ... X Q (Ф„); 

/ -{ (a i , а2, ..., a„)\aieO}', 
p(f)={(xvx2,...,xri\xl = ai(bi(aTl), a*eG}> 

Tf (хь x2, ...,xn)=(ai.x:.®i (аГг), a2x2®2 (а-Г1), . •., а^пф^а^1)) • 
Если /6G, т. е. f(A) = (а, а,,.., a) = aGG, то (4) влечет 

1 f(x\, х2,..., хпу~Та\Xi, х2,. • •, xn)- ' 
= (axi©1(a-1), ах2Ф2(а-1),... ,ахпфп(а~1)). 

G-орбиту с начальным элементом во обозначим через 
<Q(A). Ясно, что 

Q(A) = {(xb х2,..., л;п)|л;( = аФ((а-1), a6G}. 
З а м е ч а н и е . Введенные здесь понятия обобщают соответ­

ствующие понятия, введенные в статье [16] для частного слу­
чая, когда полугруппа Г является конечной абелевой группой, 
все элементы которой инволютивны. 

Определение . Через S(A) обозначим множество отобра­
жений /6Go, которые могут быть продолжены до отображения 

f : r{to}G. r=[A], 
так, чтобы выполнялось условие 

/(Фо^)=/(Ф)Ф[/(ЧО], УФ, тег. (6) 
Теорема. S(A)—инвариантная часть G-пространства Go. 

Отсюда следует, что S(A) есть G-пространство с индуцирован­
ной G-структурой. 
164 



Из равенства (6) непосредственно следует, что 
/ ( Ф . - Ф 2 ' ° • . . ° : Ф , l ) -

=f(Фl)•Фl[ / (Ф 2 )^ . . ( © . ^ - . . . o O ^ O t ^ ) ] . (7У 
Это равенство выполняется для любого f£S(A). Легко так­

же установить, что /6.S (Л) влечет f(Id) =<?, и, следовательно,. 
всякое постоянное отображение принадлежит S(A) тогда и 
только тогда, когда /---е-. Орбитой отображения е0 является 
Q(A), и из сформулированной выше теоремы о G-инвариантно-
CTH-S(A) следует, что 

Q(A)crS(A), 
однако примеры показывают, что 5(A) в общем случае не бу­
дет однородным пространством, т. е. не" будет совпадать с Q(A)-

При Ф1---Ф2--- . . . -=ФП равенство (7) дает 
/ (Ф")= / (Ф)Ф[ | (Ф) ] . . . Ф"-^(Ф)] . 

В случае периодического автоморфизма Ф группы G и f65(A) 
будем иметь 

хФ(х) , . . Ф м ( х ) = е , х^ЦФ). 
Отсюда уже следует, что S{A) в общем случае не совпадает 
с Go. 

Если Ф ь Ф2,. • •, Фп — перестановочные эндоморфизмы из A, 
то для f выполняется условие 

/ (ФО Фх U (Ф2)] •. • (Ф.°Ф2° • • • °Ф„-1)[/ (Фп)] -
---/(Фв(1))Фо(1)[/(Фо(2))1-..(Ф«(1)-...ьФв(»--1))[/(Фа(*))1» 

Т е о р е м а . При любом f6G0 отображение (хи x2, • • •. xn)-*-
-*-xi<b\{x2) ... (Ф1 - Ф20 . . . ° Фп-i) (xn); x.=--f(©i) является 
морфизмом G-пространства G(ФО ХО(Фг) X - •. ХО(Ф,.) в-
G-пространство 0(Ф1-Ф2--.. • °Фп). 

Предположим теперь, что фиксировано отображение foGGo-
Тогда для орбиты 

0,.={Щ)\аЪО} 
определится ее правый сдвиг 

•; Я . - i ( O л ) = {r-(fo)fo-MaбG}• / о 
Это множество, очевидно, содержит единичный элемент e0eG0, и 
легко установить, что 

. J о 
где Q(A') определено глобальной парой (С?, А'), в которой. 

Л'={Ф^.=--/ (х0>Ф № А } . 
Здесь через x0 обозначен, элемент /o(<t>)6G. 
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•G-пространства О /о и Q(A'), изоморфны, причем правый сдвиг 
JZ f -\ есть отображение изоморфизма. 

•' о 
Отсюда следует, что для всякой орбиты Ofll имеется .ей 

изоморфная орбита Q(A'), которая содержит единичный эле­
мент eo6GQ. Таким образом, соответствующим изменением под­
множества AeEnd(G) можно всегда перейти от орбиты Ofa к 
орбите Q(A') единичного элемента e0&G0, которая будет изо­
морфна первоначальной. В частности, в случае одноэлементного 
множества A — {Ф}, однородное пространство 

0 / o = {.K=axoCl)(a-1)|aeG}, хо==/0(Ф), 
изоморфно однородному пространству Я(ФХй)^ где Фдг0 —/ (Ло)°Ф-

В случае конечного множества -4 — {Ф1,Ф,1, ...,Ф..} однород­
ное пространство 

Qf0-= {(X1. Хь • • • > x/() I x< = axi®i (а-1). a&G} 
изоморфно однородному пространству 

Q (A') — {0/i, Уз, - •., Уп) \yi = xt (.л:̂ )-1} == 
—{(i/i,y2, ...,уп)\у1^аФ0{аг1), agG), Ф о=/(л.г0)°Ф-

xi xi 
Замечание. При установлении изоморфное™ соответст­

вующих пространств учитывается, что законы преобразования 
в Of, и Q {А') различны и определяются заданием соответствую­
щих элементов множеств А и А'. 

Так как свойства изоморфных пространств изоморфны, то 
при установлении каких-либо свойств этих пространств доста­
точно установить их для "одного из изоморфных пространств. Но 
эти свойства часто определяются свойствами множеств А (со­
ответственно А'). Например, симметрические пространства ха­
рактеризуются тем, что A состоит из одного инволютивного ав­
томорфизма; периодические пространства получаются тогда, 
когда A состоит из ОДНОГО периодического автоморфизма. 
В общем случае, для A или для r=--[A] (для А' или для Г = 
==[A']) может иметь место какое-либо тождество. 

Для G-пространства S(A) разбиение на орбиты, одной из ко­
торых является Q(A), есть переход от начального элемента е0, 
орбитой которого является Q(A), к другому начальному эле­
менту f065(A) и к соответствующей орбите Qf„ , что с точ­
ностью до изоморфизма эквивалентно переходу к орбите Q(A'). 
Но Q(A') полностью определяется заданием множества 

Л' = (ФМФ) J Фб-А}, ФМФ) = j [/о (Ф)]°Ф-
О-пространство S (А) есть объединение орбит Ofo, /o€S(A.), 
каждая из которых изоморфна орбите Q (Л'), где 

А'-~{ФмФ)|ФеЛ}, 
ФыФ)--П/о(Ф)ЬФ. 
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Поэтому можно полагать (с ТОЧНОСТЬЮ до изоморфизма), что 
S(A)--= U Q{A'). 

Важной является 
Г е о р е м а . Пусть для эндоморфизмов Ф1, Ф2, . . . , Ф-., XVU Ч"2, . . . , We выполняется тождество 

Фгоф-° . . . офй — Т,Л;
2о . . . -лГе. (8) 

Тогда, если /o6S (А), то для эндоморфизмов 
/ [/о (<D0H>i, / [/о (Ф2)]°Ф2, •. •, / [/о (Ф*)]~Ф*. 
/ [/о O W ^ , / [/о 0Г2)№, • . , / [ / » С-'*)]^-

также выполняется тождество (8), т. е. имеет место 
I [ / О (ФО^Фхо . . . о / [ / 0 (Ф,)]офЛ— / [ / - (Т-J loT-o . . . о / [ / 0 О ? , ) ] с Wfi. 

Из сформулированной теоремы следует, что всякое свойство 
глобальной пары (G, A), описанное тождествами, имеющими 
место для полугруппы Г и характеризующими однородное про­
странство Q(A), немедленно переносится на все орбиты G-npo-
странства S(A). В частности, если множество А содержит толь­
ко один элемент Ф, то получим утверждение: если однородное 
пространство Q(Ф) симметрическое (периодическое), то и все 
орбиты в S(A) также симметрические (периодические). 

§ 4. МОРФИЗМЫ G-ПРОСТРАНСТВ. 
СИММЕТРИИ G-ПРОСТРАНСТВ. 

СТРУКТУРА ПРОИЗВЕДЕНИЯ ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВ 

Как показано в статье i[16], для того, чтобы изучать геомет­
рические образы однородных пространств, и для построения 
специальных морфизмов и инвариантов О-прострзнств, следует 
изучать морфизмы вида: 

s :MXN~*P :.(x, j/){to}s(x, у), 
где N — однородное пространство с отмеченной точкой рбЛ/, а 
М я Р — произвольные G-пространства. Для построения таких 
морфизмов полезна следующая, легко проверяемая, лемма. 

Лемма . Для определения морфизма s необходимо и до­
статочно задать Яр-морфизм 

sp : М-+Р ;£/-{to}sp((/), 

где Hv — стационарная подгруппа точки p6N, и считается, что 
в М к Р действие группы G ограничено до действия ее подгруп­
пы Яр. Если х — Ть(р), р — произвольный элемент однородного 
пространства N, то само отображение морфизма s определяется 
следующим равенством 

s(x, y) = Tbosp°Tb->{y). (9) 
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Приведем примеры применения сформулированной нами 
леммы. 

1. N=Q(<£), M---G(^), /> = G(Id), p---e, # Р = # Ф . 
В ЭТОМ случае полагаем 

М#)=#. 
и s„, очевидно, является Яр-морфизмом G-пространства. Toni-a 

's(x, y)=yx-K' ' (10) 
2. N = Q(<b), M = P = G(<t>), p = e, НР~НФ . 

Полагаем 
s*(y)=®(y)-

Соответственно определится морфизм s, который подсчитывает-
ся по формуле (9) и определяется равенством ' 

$(х, у)==хФ(у)Ф(х-]). 
3. N-=Q(a), М---С(Ф), Р = в(Ф), 

эндоморфизмы а и Ф перестановочны, р — е, #,.----#". Здесь по­
ложим 

se(y)=a(y). 
Соответственно подсчитывается s, и 

s(x, у)=ха(у)Ф(х~1). (11) 
4. N = Q(a), М=0{Ф), 

но а и Ф не перестановочны. В этом случае можно также поло­
жить р = е, и 

*е(у)=а{у). 
Но оказывается, что в этом случае se будет морфизмом из М 
в G(ao ф о сГ1). Полагая P = G(a ° Ф ° а - 1 ) , получаем, что 

s(x, у)-=ха(у)[{ао ф о «-•) (х-1)]. 
5. N = Q(a), M = G(©), P - G ( I d ) , p=e, 

a a и Ф перестановочны. В этом случае, полагая 
se(y)=ya(y-1), 

получим 
s(x, У) = УФ (х) а (У-1) я'1- (12) 

З а м е ч а н и е . Приведенные нами примеры морфизмов s 
можно разделить на два класса. К первому классу относятся 
морфизмы в примерах 1 и 5. Они отличаются тем, что при фик­
сировании х отображение 

sx : N-+P : #{to}s (x, у) 
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переводит однородное пространство N в неоднородное простран­
ство (в общем случае). Напротив, в примерах 2, 3 и 4 обра­
зом N = Q(a) при отображении ss будет орбита Q(a - Ф <•> а - 1 ) . 
Поэтому примеры 1 и 5 не могут быть обобщены на случай, 
когда изучаются отображения однородных пространств более 
общего вида, чем изученные ранее. В случае примеров 2, 3 и 4 
такое обобщение возможно способом, который дается в после­
дующих примерах 6 и 7. 

6. N=*Q(a), M = G/H, P^Gfa(H), p = e, Hp=Ha, 
где 

Здесь Ф—эндоморфизм группы Ли Q также как и а, а через 
Hf обозначена связная компонента единицы группы Ли Нф-
В этом случае для y=qH&3iH положим 

se(y)=a{a)u{H), 
и тогда 

. S (2, у)=z • а (а) а (Н), . . 
где 

z=;b-a{b-%Q(a). 
7., JV-=G/tf-, M^GIH, Р —G/a(H ) , 

где 
Я ? с Я 1 с Я » , HfcHczH®. 

В этом случае, используя канонический морфизм 
п : G/#1{to}Q(a) : 6H1{to}ba(&-1) =z , 

определим для х — ЬНи у=аН 
s(x,y)=s(n(x),y)=z-a(a)-(x{H). 

Осталось лишь заметить, что а(Я) =// 'х о ф ° а ф _ 1 Для того, чтобы 
получить дальнейшие обобщения, можно применить полученные 
морфизмы к тому случаю, когда задана глобальная пара 
(G,A), и на ее основе построены пары (Go>4) и (Go>4), кото­
рые определены в § 2. 

8. Используя пример 1 и отображения у и y, определенные 
в (1) и (2), для пары (С?, Л) определим однородные пространства 

Qo (7)-=fe—/ -̂  С/"1) I /еоо}; 
Qo(7)-=fe=/7(/-1)|/eGo}- : 

Соответственно определится морфизм 

s: Qo <y) X Qo (Y)-> C?o (Id) :(/,£•)-->-
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9. Аналогично строим морфизм (на основе примера 4) 
s: Qo (y) X Q М -> Qo (y~i°V°уГ1): (/ , g)-> 

->- •* ( / , # )=£?( / ) [(fi-foyr1) (Г1)]-
Здесь всюду вместо Qo можно поставить (jg. 

Отметим, что 5 является Оо-морфизмом, и, тем более, s бу­
дет G-морфизмом, где G рассматривается как подгруппа Go, 
состоящая из постоянных отображений A в G. 

В случае, когда А— конечное множество, т. е. Г == [Л] — ко­
нечно порожденное множество, будем иметь 

А = {Фи Ф2, . . . ,Ф„}; 
7o(A)-{аь а2, . . . , а„}, aJ=yo(®.) 6End(G). 

•Здесь 
G0--=GXGX . . . Х(?={(а„ а2, ..., ап) \ а^О}; 

п 

Qo(A) —{(xi, x2,. •. , хп) | х1=а1Ф1 (а-1), a6G|; 
у \(av а2, ... , а,,)] —[oci(xi), cc2(x2), . . . . а„ (хп)], 

и тогда 
s\(хи х2,..., хп), (аи а2, ..., ап)\ = 

= ххах (a.) [(aiocTĵ ar1) {хГ% x2«2 (~~2) [(аг-Фг-а-Г1) (xF"1)], . . . 
. . . . xnan (a„) \{ano%oa^) (x^1)]. 

10. Также как в примерах 6 и 7, можно определить отоб­
ражение однородных G-пространств OlH в G/Я-, используя 
морфизмы примера 9. Для этого следует сначала ограничить 
действие группы 00 до действия группы G в Q0(Y) и в Qô Y). 
Соответствующие орбиты единичного элемента <2o6Go обозначим 
через Qo(y) и QoOiO. Стационарной группой единичного элемен­
та в Q(Y)(Q0(y)) будет подгруппа H(A)(Hi{A)) группы "Ли G, 
определяемая равенствами 

Я(А)---{АбО|Ф(А)=.А,уФе.А}; 
Я1(Л) = {А1ба|а1{А1)-=А1,усб16:У0(Ф), ФбО}. 

Далее следует определить подгруппы Я(Я1), удовлетворяю­
щие условиям 

Я0(А)сЯс#(А) ; 
[Я1(А)]0сЯ1с:Я1(А), 

где индекс 0, как и ранее, означает переход к связной компонен­
те единицы группы Ли Я1 (А). После этого следует восполь­
зоваться полученной ранее формулой и записать соответствую­
щий морфизм 
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'где 
\H (у0оАочо%с.Н'сЩу0°А^о1). 

В частности, когда «f0(A)=a. будем иметь следующее отобра-
.жение 

s : G/#1XG/tf{to}G/a(tf) : (Ь#ь atf){to}z-a(a) •« (# ) , 
где, как и ранее, 

z=b.a(b- 1 )6Q(a) . 
Отметим, что подобный, но не совпадающий с ним, морфизм 

использовался в статье '[55]. 
Введем обозначения, принятые в частных случаях в совре­

менной литературе. Если дано z6G{a), то определится отобра­
жение 

sz: G(Q){to}.G(a° Ф -a - 1 ) : x-*-s(z,x) =. 
=z.a( . -0[(a° Ф-or 1 ) (z-1)], 

и положим 
s(z,x)=z*x. 

Будем называть z*x произведением элементов z6G(a) на 
.элемент х^й(Ф). Следовательно, 

2#x-=2.a(x-1)[(ao Ф- а - 1 ) ^ - 1 ) ] . (13) 
Т е о р е м а . Имеет место коммутативная диаграмма 

к "-oteA0.-*. 

- г * 

-где 
а(Ф)=-4офс.а-1. 

Если /6S(A), то sz(f) принадлежит S ( a ° A ° a _ 1 ) и 
s-[Q(A)]cQ(ao A oa- ' ) . 

В частном случае, когда а» Ф.= Ф° а, всегда Sz[Q(Ф)3 = <3(Ф). 
В этом случае можно искать точки, неподвижные при этом 
•отображении, т. е. такие элементы яб(2(ф), что 

sz(x) =z*x=x-4=->--za(x)-=x©(z). (14) 
Т е о р е м а . Подмножество 

R = {(z,x)\sz(x)=x} 
— инвариантная часть G-пространства Q(a)XQ(®) . 

171 



Условие (14) введено в статье [16], в которой также введе­
ны подмножества 

М ~={xeQ(<D)|s-(x)=x}, 
которые инвариантны относительно действия стационарной 
подгруппы Я- элемента zreQ(a) (как G-пространства). Но в об­
щем случае, как видно из примеров, приведенных ниже, Mz не 
является Яг-орбитой. 

Т е о р е м а . Множество Мг является Я--орбитой при любом 
z&Q(a) только тогда, когда множество R является G-орбитой. 

В общем случае, т. е. в случае неперестановочных эндомор­
физмов, можно искать неподвижные точки в Go, т. е. такие 
отображения /бGo, Для которых выполняется условие 

что эквивалентно равенству 
2-ed[f(-J>)].{(ao©oa-1)(z- ,)]---/(ae фо «-•). (15) 

Оказывается, что это условие будет выполняться, если «6A к 
feS(A). Если же f$S(A), то условие (14) выделяет в Q(a)XGo 
G-инвариантное подмножество, которое также обозначим через. 
R. Таким образом, 

R={(z,/) |z.a[f(<J>)]=f(ao фо c.s--)i[(d-o ф о «- ' )(2)]}. 
Введенное нами произведение элементов z*x и отображение S--
обобщают соответствующее произведение, введенное в работах 
[23] и [16] в частных случаях, когда о = Ф, или в случае пере­
становочности,--. и Ф и дополнительной их инволютивности. 

Важной является следующая 
Т е о р е м а . Если zeQ(a), x&Q(Q>), yZQW) (или же z6G(p), 

x6G(a), г/GG (Ф)), то имеет место 
г* (х*у) = (z*x)*(z*y)<=> 

-4{Rightarrow}Sz (X*у) =» [Sz (х) ] » [ S 2 (у) ] . 

Точнее, если через я обозначать отображение, описывающее *,. 
то имеет место коммутативная диаграмма 

s 
&(Ф,хв(Чг) - &(о1оф°оГ1) KS(ot«-F»oi"1) 

. . V 

&(Ф°ЧГ-Ф"<) . -б^офофвф" 1 - -*" 1 ) 

В частном случае совпадения Ф и Т , т. е. в случае, когда 
G(Ф) =G{4), а операция * является идемпотентным умноже­
нием в О(Ф) (соответственно в G(a<> ф о а"1)), теорема может: 
быть сформулирована следующим образом: 

JT 
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Отображение sz является гомоморфизмом пространств с 
идемпотентным умножением. Если, кроме -того, а и Ф переста­
новочны, т. е. в случае, когда G(a° Ф о a"1) = 0 ( Ф ) , отображе­
ние sz будет эндоморфизмом пространства с идемпотентным 
умножением. Отметим также, что всегда 

х*х=х, VxeGC®), 
и, в частности е*е — е, что согласуется с тем, что умножение 
идемпотентно-

Предположим теперь, что z&Q(a), «6Q(a), тогда верна сле­
дующая 

Т е о р е м а . Если a — автоморфизм группы Ли G, то отобра­
жение su обратимо, и 

s^1osll = Ta, a==a-1(w1z), 
где через Та обозначено преобразование <2(Ф), определенное 
элементом a&G в G-пространстве <3(Ф). 

Отметим, что теорема остается верной, если Q(a) и <3(Ф) 
заменить на G(a) и 6(Ф) соответственно. 

В частном случае инволютивного автоморфизма а будем 
иметь 

Sz° su — Ta, a=za(u). 
Если же отображение f : a-*-z принадлежит S(A), т. е. если 

za{z)=e, 
то s- — инволютивное отображение при всяком Ф. 

Топологическое замыкание (в группе Ли G) группы, порож­
денной преобразованиями Ta—sz"S,r\ z, ueQ(a), будет замк­
нутой подгруппой Ли группы Ли G. Как показывают примеры, 
эта группа не будет совпадать с G и даже может действовать 
интранзитивно в Q(Ф). 

Если а является внутренним автоморфизмом 1(b) группы 
Ли G, то 

Q(0).= {x = p(fl)=.-a>(a-'-)|aeG}, 
Q (а°Ф-а-1) = {у=ах0Ф (аГ1)^-11 a6G}, 

г д е • • 
х0=р(Ь)=ЬФ(Ь-1)^(ф). 

Отсюда следует, что в этом случае однородные пространства 
Q(Ф) и Q(a° Ф ° а - 1) изоморфны и отображение изоморфизма 
задается отображением изоморфизма 

f :x=--p(a){to}p(a6)xD-I = £/. 

Эндоморфизмы а и Ф будут перестановочными только в том 
случае, когда р(Ь) принадлежит центру группы Ли G (изомор­
физм / — тождественное отображение). Считая полученный 
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изоморфизм отождествлением G-пространств, МОЖНО полагать,, 
что (с точностью до изоморфизма) отображение s- является 
отображением <3(Ф) в себя, а неподвижные элементы этого 
отображения, с учетом отождествления, определяются из усло­
вий 

.S- (x) = f (х) <$=>-гЬхЬ~1 =/ (x) z. 
Совершенно аналогично изучаются морфизмы однородных 

фактор-пространств, определенные в примере 8. Здесь, следуя 
терминологии, принятой в монографии [23], будем называть 
Ф-пространством тройку (G, Я,Ф), где и — группа Ли, Ф — 
эндоморфизм группы Ли G, а Я— замкнутая подгруппа груп­
пы Ли Q; удовлетворяющая условию 

Фактор-пространство G/H также называется Ф-пространст-
вом. Будем рассматривать два Ф-пространства (G,H,<&) к 
(G,Hi,a). Соответственно определится морфизм 

s : G/HxxG/H^G/a{H) : (ЬНи aЯ){to}гa(a)a(Я) ~sz(bH), 
где .2 = 6a(6_1)6Q(a). 

Вводя и здесь обозначение 
s(z, x)=*z*x, 

где z = bHx, x = aH, получим следующие результаты. 
Теорема. Отображение sz сохраняет произведение, т. е-

Mx*#)-[Mx)]*[M.y)]. 
Если а-—автоморфизм группы Ли О, то отображение s^ обрати­
мо, причем 

•S71 = .я-,, z = aHv Zi^air^Hi) 
и, таким образом, sz является изоморфизмом пространств с 
умножением. 

Теорема. Если z^^aH^GlH^ u=a1HleGlHl, где 

причем, a — автоморфизм группы Ли О, то имеет место равенство 

где с определяется заданием элементов Zi = aa,(a~1) и 
щ = a-a {аТх)-

Замечание . В случае, когда а является внутренним авто­
морфизмом 1(c), 5г отображает GjH в изоморфное ему одно­
родное пространство QjaHar1. 

При использовании морфизмоз примеров 1 и 4 следует при­
менить морфизмы 

g: GIИ {to} Q (Ф): аН {to} аФ (а~1) -=- р (а). 
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Таким образом, можем определить морфизм 
^-=-0/ЯхО/-£-г->0(1с1):(аЯ,а1Я)->ху-1 , 

x = q{aH), у=*д(агН)> 
Аналогично, в случае перестановочности эндоморфизмов Ф 

и а, т. е. в случае, когда ' 
.s z[Q(0)]c:Q(®),26Q(a), 

определится отображение морфизма 
G/#iXG/tf{to}G(Id)'. (ЬЯ,, йЯ)->го(*)Ф(2-1)*-1, 

где z=q(bHi) = b-a(b~l),x=q(aH) = аФ(а-]). 
Если же а и Ф не перестановочны, то можно определить 

отображение морфизма 
G/HlxG/HlxO/H-+Q(U) : (ЬНи сНи aH)^sz(x)[su(x)]-\ 

где z=*q(bH{), u. = q{cH{), х—аН. . • 
Здесь пользуемся тем обстоятельством, что sz{x) и su(x) при­
надлежат одному однородному пространству Q(a- Ф° а - 1 ) . 

Полученные морфизмы позволяют строить инвариантные 
отображения и -инвариантные условия. Например, в случае на­
личия линейного представления группы Ли G, можно исполь- ; 
зовать инвариантность следа матрицы в G(Id). 

Инвариантным будет условие 
s2(x)=sz(y). 

В случае перестановочности: а и Ф инвариантным будет бо-
лее простое условие 

s- (x) = x-t=$-za(х) -=л-Ф (г). . 

§ 5. ГЕОМЕТРИЯ, ПОРОЖДЕННАЯ ГЛОБАЛЬНОЙ ПАРОЙ (G, А), 
ГДЕ ff—ПОЛУПРЯМОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ 

Нередко, например в случае группы Ли Gi, являющейся 
дифференциальным продолжением группы Ли Gb глобальная 
пара (G,A) обладает следующими свойствами: а) группа Ли G 
есть полупрямое произведение К*Н своего нормального делите­
ля К на подгруппу Л И Я группы Ли G; , б) для всякого эндо­
морфизма ФбЛ выполняется условие 

Ф(Н)сН, Ф(К)аК. 
Условие б) влечет за собой перестановочность всякого эндомор­
физма Ф&А с каноническим идемпотентньш эндоморфизмом Ф.о 
группы Ли' G, определяемым равенством 

Ф0(Щ=к, k£K, АеЯ. 
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Кроме того, из условия б) следует, что глобальная пара (G,A) 
порождает подпространства (Я,А') и (К,А"), где A'(A") со­
стоит из ограничений Ф-SA на подгруппу Н(К). Будем полагать, 
что эндоморфизм Фо является элементом A. 

Если ограничение Ф£А на Н (К) обозначить через Ф'(ф)> 
то Ф определяется заданием пары (Ф',ф), и 

Ф(а)---Ф(й/г)=ф(&)Ф'(Л). 
Пара (G, ф0) определит соответствующее Фз-пространство 

, p0(G) = {k = aO0(a^)\a = kh, keK, НЩ 
и отображение 

ро: G-+K : а->афэ(а-1). 
Действие группы G в po(G) описывается отображением 

х0 = ро (b)-^po(ab) = khxh~l, a=kh. 
Для соответствующей группы О- также находится идемпо-

тентный эндоморфизм Ф0. который определится равенством 

Ф0(/) = Фо°/. 
и очевидно, Ф0(/)(Ф)=Фо°/(Ф)бЯ----Фо(0). Отсюда следует, 
что группа G0 представляет собой полупрямое произведение 

Go =Ko*Ifo> 
где 

Я = 1 т Ф 0 , /Го-=Кег Фо. 
В общем случае Н0 не совпадает с Map{A'{to}C?}. Если 

отображение А в А', при котором эндоморфизму Ф соответствует 
его ограничение на Н, биективно, то можно для всякого /6Go 
определить элемент / 6 Я 0 равенством 

7(Ф") — (Фо°/)(Ф). Ф" = Ф'|я-
Для отображения р группы QQ в себя также определим отобра-

жение 
р--=ф0ор, 

и, в силу перестановочности Ф0 со всеми элементами Л, 

р (/) (Ф) = Ф0 [/ (Ф)НФ0-/ (Ф)]"1 - / (Ф'О [Ф'о/(Ф")1 — 
= р (/) (Ф'о^Фо-р=роф0. 

В результате получаем отображение 
р : tf0{to}#o. 

В частности, если А~{Ф}— одноэлементное множество, то 
элемент /6G можно отождествить с a=f(<b)£G, и для каждого 
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х=р(а) = аФ(а~[)eQ(ф) определится элемент '••••-
х—Ф0 (х)=Ф0оР (а)-=р [Ф0 (а)} = кФ (А-1), АбЯ. 

Это будет элемент однородного пространства Q (Ф'), опреде­
ленного парой (Я,Ф')-

Рассмотрим теперь глобальную пару (G,A), где б — 
— К*Н — полупрямое произведение нормального делителя К на 
подгруппу Ли Я группы Ли G, а Л = {Ф, Wo} СОСТОИТ ИЗ двух 
элементов ф и Wo, причем, 

.4f
0 = 1Fo Фо. 

Здесь W — инволютивный автоморфизм группы Ли Я, и счи­
тается, что 

Ф (Я) с Я , Ф (К) czK. ,,::-,,•;..;.. • 
Легко посчитать, что VF0 — Ф-, т: е. эндоморфизм Фо принад­

лежит полугруппе Г—TA], порожденной множеством A. 
Изучим сначала основные Ф-пространства, порожденные 

данной глобальной парой. Нами уже ранее было определено 
G-пространство po(G), которое как множество совпадает =с .К, 
и обозначим его через М0. Кроме того, определятся однород­
ные пространства 

M = p(G) = {x=a®(a-1) . ]a-M6G}; 
M' = p'(G) = {y = P'(a)=a4r(a-i)^kP'(h)}; 

М"-=р"(а) = {2г=р"(а)-аФо 0o(a- I)|a---^/i6G}, 
а также однородные Я-пространства 

Л̂  = {В = /гФ (Д-1) I ; 
N'={g = hW(h-i)\haH}. 

Полученные однородные пространства связаны морфизмами 
Г:М'^М0:у-+уФ0(у-1); [ 
f" :Af//{to}M0:z{to}z®o(z-1); 

f : М"-+М :' z{to}z[ (Ф ° ф0) (г) ] Ф (г-1). 
Имеются также Фо-морфизмы 

Фо1 :M-^N : x{to}®-.(x); . 
ф02.M'{to}^V'•i/{to}Фo(г/); 
Фо3: Af''{to}N :'г-*Ф0(г). . 

Соответственно определится изоморфизм 
fo:yW/{to}NxMo:2{to}(20o(s-1), Ф-(2)). v 

Морфизм f будет изоморфизмом, если .отображение 
k-»-p(h)-J (.*-') Р.(Л-.') 

будет обратимо при всяком h&H: 
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Определится морфизм 
s:M0xM0{to}G(Id) : ( M i ) - » ^ - -Ao, 

образ которого совпадает с К, и, кроме того, действие группы 
описывается отображением 

ft0{to}a£--ar1 =hkk0k~ih~1 = Ta (k0), 
в случае абелевой группы К, получим 

Ta(k)~I(h)(k). 
Нормальный делитель К входит в ядро неэффективности (а 
часто совпадает с ним). 

В случае линейной группы G (или наличия линейного пред­
ставления группы Ли G) здесь можно использовать инвариант­
ное отображение 

Im s-^R : &0{to}sp ( V ) , 
где m — произвольное число. 

Замечая, что Нф° — Н, можно-определить глобальную пару 
(//, А'), где А' состоит из -двух эндоморфизмов Ф' и х¥ 
(через Ф' обозначено ограничение Ф на Н). Для простоты мы 
часто будем опускать индекс 1- Полученная новая глобальная 
пара определит однородные пространства 

.У={5 = /гФ (/г1) !«<-#} 
и 

N'={g = hW(h-l)\h£H}. 

Однородное пространство N'—симметрическое пространство,. 
так как мы считаем Ч! инволютивным автоморфизмом. 

Глобальная пара (G,A) будет полной, если полной будет 
глобальная пара (Я, A'). 

§ 6, ГЕОМЕТРИЯ ГРУППЫ АФФИННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИИ 

Группа аффинных преобразований G является полупрямым 
произведением К*Н абелевого нормального делителя 

к-"-&1. aeRn 

и подгруппы Ли 

H={A=~(o °)|-"ео_(л,я)}, 
изоморфной группе Ли GL(n,R). 
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Определим теперь глобальную пару (С?, Л), где Л--={Ф, Ч*"-}-
имеет своими элементами два эндоморфизма: внутренний авто­
морфизм 

Ф-=/(е), 8= 1 0 
0 8 86QL (п, R) 

^ 0 = ¥оф0, ? ( А ) я ( А - у , km. 
Применяя результаты § 5 в данном частном случае, получим; 

однородные пространства 

М0 = \ xQ=аФ (а-1) = -
\х сп 

xeRn\; 

M~=p(G)-= b c = 
(£ 

1 О 
-В)аВъ-' 

1 О 

аб#", В^ТгТ~\ reQL(rt, /?) ; 

М " - р " ( 0 ) = .2 = 

x6/?«, g = 7T /
1 r6QL(/t,/?) ; 

хе/?", B = TeT~\ TeQL{n,R)\ 
1 О 
хВе~] 

и однородные Я-пространства 
/V={Se-1 |5 = r E r - 1 , 76GL(n,/?)}, 

N'={g = TT'\T£GL{n,R)}. 
Элементы полученных однородных пространств имеют сле­

дующий геометрический смысл: а) однородное пространство M--
изоморфно аффинному пространству Ап, и его элементы являют­
ся точками аффинного пространства; 6) элемент g&N' является 
квадратичной положительно определенной формой; в) элемент 
у&М' допускает истолкование как эллипсоид с центром в точке 
x6An (см. [И] ) ; г) в случае, когда е-=£>, однородное про­
странство N изоморфно пространству пар; д) однородное про­
странство М" изоморфно AnXN, a в случае, когда определи­
тель |En—е| отличен от нуля, М" изоморфно М; е) в случае 
г2=Еп однородное пространство М изоморнфо пространству 
оснащенных плоскостей A„, а пространство М" изоморфно ос­
новному пространству (см. [14]); ж) в случае е 2 =—Е одно­
родное пространство /V изоморфно пространству комплексных. 
структур (см. [20]). 

Отображение sz, где z — элемент пространства оснащенных 
плоскостей, есть отображение КОСОЙ симметрии, а группа, по­
рожденная всеми такими симметриями, будет группой G аф­
финных преобразований. Если же 26An, то szG.ft, и группа, по­
рожденная S-, z-ЗЛ, будет в пространстве оснащенных плоско­
стей группой параллельных переносов и не совпадает с G. 
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Пусть теперь e — диагональная матрица, т .е . 

8=- \2В2 I, 

V \kEj 
где Ei—единичные матрицы. Выделяется случай, когда все Xi 
•отличны от единицы, и %{ф\^ при t'{ne}/.B этом случае глобаль­
ная пара (G,r) является полной, т. е. группа Н(Т) = 
= {aQG\0(a) = а, \Р(а) =а} —дискретная, . 

'Однородные пространства М и N изоморфны однородным 
.пространствам 

M=={x = A-8|xeM}- N = {B\Bs-leN}, 
в которых группа действует при помощи отображения сопряжения 

Та (х) — ахаг\ Ть (В) = hBh л. 
•Следовательно, можно применить полиномиальные морфизмы, 
которые приводят к следующему утверждению. 

Г е о р е м а . Пусть Ф •=/(•-) и Ф1 -= I (&i) — два внутренних 
автоморфизма, где е и ei—диагональные матрицы. Тогда од­
нородные пространства Q (Ф) и Q(<Di) изоморфны тогда и толь­
ко тогда, когда операторы е и е.. имеют одинаковые разложе­
ния линейного пространства М в прямую сумму собственных 
подпространств. Если же каждое собственное подпространство 
•оператора е принадлежит какому-то собственному подпростран­
ству оператора е ь то существует полиномиальный морфизм f 
из Q(<D) в Q(<b\). 

В частности, если все собственные подпространства опера­
тора одномерны, то всегда существует полиномиальный мор­
физм из <3(Ф) в любое однородное пространство Q(<Di). 

Отсюда следует соответствующее утверждение для одно­
родного пространства М", если рассмотреть композицию изо­
морфизма М" на A nXN и морфизма Idx / . 

В частности, из полученной теоремы следует, что имеется 
морфизм 

J-.Qi^^Qi^,, Фь ...,Фи), 
где 

Ф/--/Ы, е,-(^й _Д} 
a pi — полиномы с действительными коэффициентами. Оказы­
вается, что / является изоморфизмом, и обратное отображение 
есть также полиномиальное отображение 

(ZU Z2, . . ., Zn){to}(Xi2i + (X2Z2+ . . . + р . „ 2 И ! \Li£R. 
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Если исходить из глобальной пары (G,A), где A СОСТОИТ из: 
только что введенных автоморфизмов Фь Ф2, .. . , Ф„, то порож­
денные этой новой глобальной парой однородные Ф-пространст-
ва могут быть получены из Q(ф) при помощи соответствую--• 
щих полиномиальных морфизмов. .- --

Морфизм 
/1 О 

fl:AnxAn^G(ld):(x,y)-+xy-^[- £ 

вводит в рассмотрение однородное пространство f x (O)ciQ (Ы)* 
которое изоморфно векторному пространству Л,., присоединен­
ному к аффинному пространству Ап. Касательное векторное 
пространство в любой точке k&An имеет своими элементами; 
матрицы 

и отображение v -> E„+1 + о есть отображение изоморфизма 
Тк(А„) на Ап. 

В случае четного п=2т определится глобальная пара (G, -Л1)т 
где О, как и ранее, группа аффинных преобразований, a A-
состоит из двух _эндоморфизмоз Ф' и VF0, где ^ 0 определен 
ранее, а Ф—/ (е ' ) —внутренний автоморфизм группы Ли О, 
определенный элементом 

10\ • . ( 0 d\ , I U 
е ' = О в " 8 ' = l - d ' 0 

Эта глобальная пара также полная. 
На основе данной глобальной пары (G,A) можно строить 

новые глобальные пары (подпространства), используя сле­
дующую очевидную лемму. 

Л е м м а . Если х¥ и VF' —два эндоморфизма группы Ли G, 
перестановочные со всяким эндоморфизмом Ф6Л, то для под­
группы Ли 

Я-{ЯбО|Т(/1)= 1 Г / (Л)} 
выполняется условие 

ф(Я)с :Я, УФбЛ, 
и, таким образом, для данной глобальной пары {G, А) опре­
делится подпространство (tf.A'), где A' состоит из ограниче­
ний элементов А на подгруппу Я. 

В случае, когда группа Ли G есть группа аффинных преоб­
разований, на основе построенных ранее глобальных пар, мож­
но получить новые глобальные пары, являющиеся подпростран-
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•ствами данной пары, используя сформулированную лемму. При 
ЭТОМ МОЖНО использовать не ТОЛЬКО элементы А, но и элемен­
ты полугруппы r = [ A ] . В частности, G может быть группой 
движений пространства Евклида или пространства Пуанка­
ре—МИНКОВСКОГО, группой движений эллиптического или СИМП-
.лектического пространства и т. д. Соответственно определятся 
глобальные пары (G, A). 
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