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Рассматриваются конечномерные лексикографические вариационные неравенства и важные в при­
кладном отношении лексикографические задачи о седловой точке, возникающие в теории двойственности 
для несобственных задач линейного программирования. Для их решения развивается единый подход, в 
основе которого лежат идеи метода скаляризации векторного критерия в классической задаче лексико­
графической оптимизации. 

1. Постановка задачи 

Пусть X — непустое подмножество пространства R™, F — заданное однозначное отоб­
ражение X в R™, (•, •) — скалярное произведение векторов. Под решением вариационного 
неравенства VI(X, F) понимают вектор х 6 X такой, что 

(F(x), у-х)>0 УуеХ. 

Вариационные неравенства являются удобным инструментом для единообразной форму­
лировки и разработки унифицированных методов решения целого ряда вопросов, связанных с 
задачами выпуклой оптимизации, в частности задачами линейного и выпуклого программиро­
вания, отыскания седловых точек выпукло-вогнутых функций, задачами поиска равновесия, 
теории игр и многих других [1-3]. 

В данной работе изучается задача решения лексикографического (многоэтапного) вариа­
ционного неравенства в следующей постановке. Пусть заданы Хо — непустое подмножество 
пространства R™ и {Fi, F2, Fm } — конечный упорядоченный набор отображений Хо 
в R". Требуется найти элемент из множества Хт, последнего в следующем рекурсивном ряду 
множеств: 

Xi+1 = ArgV7(X;, Fi+1), i = 0 ,1 , . . . , m - 1. (1.1) 

Здесь Arg VI(Xj, F j + i ) — множество решений соответствующего вариационного неравенства 
VI(Xj,Fi+i), т.е. множество всех таких х Е Xj, что 

(Fi+1(x), у-х)>0 VyGXi . (1.2) 

Лексикографические вариационные неравенства возникают как естественное обобщение 
классических задач лексикографической (последовательной) оптимизации [4, 5], а также при 
анализе обычных оптимизационных задач с ограничениями в форме вариационных нера­
венств [6], при поиске обобщенных корней монотонных отображений [7], в вопросах оптималь­
ной коррекции несобственных (неразрешимых в обычном смысле) минимаксных задач [8] и 
ряде других. Как самостоятельный объект, двухэтапное вариационное неравенство рассмат­
ривалось в [9]. Первые обобщения на случай произвольного числа отображений содержатся, 
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по-видимому, в [10, 11], причем в последней работе можно найти и альтернативные подхо­
ды к общему определению решения векторного вариационного неравенства (например, в духе 
паретовской оптимизации). 

2 . Применение взвешенного отображения 

В прямой постановке задача решения лексикографического вариационного неравенства, 
являясь обобщением обычной задачи последовательного (лексикографического) программи­
рования, сохраняет свойство неустойчивости последней. Одним из приемов преодоления ука­
занной неустойчивости в последовательном программировании служит переход от векторного 
критерия к скалярному, представляющему собой взвешенную сумму частных критериев. При 
этом порядок частных критериев находит свое отражение в выборе весовых множителей. 

Распространим прием скаляризации векторных критериев в задачах многокритериальной 
оптимизации на случай лексикографического вариационного неравенства. А именно, пусть 
А = (Ai, А з , . . . , А т ) — некоторый набор положительных весовых коэффициентов. Определим 
взвешенное отображение F\ : XQ —> R n по правилу 

Fx(x) = Ах Fx(х) + А 2 F2(x) + • • • + A m Fm(x). (2.1) 

Введем условия: 

А1. Множество Хо непусто, выпукло и замкнуто. 

А2. Отображения Fx, F2, • • •, Fm непрерывны и монотонны1 на Хо-

Нам понадобится также следующее утверждение, дающее двойственное описание множе­
ства решений псевдомонотонного2 вариационного неравенства [3]. 

Теорема 1. Пусть множество X непусто, выпукло и замкнуто, а отображение 
F : X —l R" непрерывно и псевдомонотонно на X. Тогда 

х Е ArgV7(X, F) ^ (F(y), у - х) > 0 Vy е X. 

В частности, множество Arg VI(X, F) выпукло и замкнуто (если непусто). 

Следующий результат характеризует принципиальную связь лексикографической зада­
чи (1.1) с решениями вариационного неравенства, порождаемого отображением (2.1) и множе­
ством Хо при подходящем выборе весовых множителей Ах, . . . , А т . 

Теорема 2 . Пусть выполнены условия Al , А2 и при всех А > 0 задача V7(Xo, F\) имеет 
единственное решение х(Х). Если существует повторный предел3 

lim lim . . . lim х(Х) = х*, 
А,п_Х-ю° А т _ 2 - > о о -Ч-юо 

то х* — одно из решений лексикографического вариационного неравенства, порождаемого 
множеством Хо и отображениями Fx, F2,..., F m . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначения: 

ж1 (А) = lim х{\), 
Ai-wo 

ж2(А) = lim х1 (А) = lim lim ж(А), 
Aj—м» Aj—wo Ai—wo 

а ^ - ^ А ) = lim z m - 2 ( A ) = lim lim . . . lim x(X) = x*. 
A m _ 1 - > o o A m _ 1 - > o o A m _ 2 - > o o А х ->оо 

Отображение F монотонно на X0, если (F(x) - F{y), x-y)>0 Vz, у e X 0 . 
2Отображение F псевдомонотонно на X0, если (F(y), x - у) > 0 влечет (F(x), х — у)>0 для всех 

x,y € Хо- В частности, монотонные отображения псевдомонотонны. 
3Этот предел, если существует, не зависит от значения А т , которое можно считать равным 1. 
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По предположению отображения Fx, F2,.. •, Fm монотонны, а весовые множители Ai, А2,. . . , Хт 

положительны. Поэтому отображение (2.1) также монотонно, и по теореме 1 

(Ах Fi(x) + А2 F2(x) + • • • + Хт Fm(x), х - х(Х)) > 0 Ух Е Х0. (2.2) 

Деля обе части этого неравенства на Ai > 0 и переходя к пределу по Ai —>• 00 , получаем 

(Fi(x), х-х\Х))>0 УхвХо, 

что в силу теоремы 1 означает ж1 (А) Е Х\, Х\ ф 0. 
Перейдем к обоснованию включения х2(Х) Е Х2, Х2 ф 0- Перепишем неравенство (2.2) в 

виде 

(A2iMaO + A3F3(a;) + --- + A m F m (a ; ) , х - х(Х)) > (Ai.Fi (a?), х(Х) - х) Vx е Х0. 

Поскольку Х\ С XQ, то также 

(X2F2(x)+X3F3(x) + ---+XmFm(x), x - x ( A ) ) > ( A i F i ( x ) , х(Х) - х) Vx G Х ь 

причем правая часть этого неравенства неотрицательна в силу положительности Ai и опреде­
ления множества Х\ (см. (1.1), (1.2)). Поэтому 

(А2 F2(x) + A3 F3(x) + • • • + Хт Fm(x), х - х{Х)) > 0 Vx G Хи 

или, после перехода к пределу по Ai — > 0 0 , 

{X2F2{x) + X3F3{x) + --- + XmFm(x), х-х1{Х)) > 0 Vx Е Хг. (2.3) 

Деля обе части эягого неравенства на А2 > 0 и переходя к пределу по А2 —> со, получаем 

(F2(x), х~х2(Х)) > 0 VxeXu 

что вновь в силу теоремы 1 означает х2(Х) 6 Х2, Х2 Ф 0. 
Повторяя приведенные выше рассуждения снова и снова, будем получать аналоги нера­

венств (2.2)-(2.3) вида 

(XkFk(x) + --- + XmFm(x), х-х^Х)) > 0 ViGJffc_b к = 3 , . . . ,т - 1, 

пока, наконец, не дойдем до неравенства 

(XmFm(x), х-хт-\Х)) > 0 V i € X m _ i . 

Деля обе части этого неравенства на А т > 0 и замечая, что ж т _ 1 ( А ) = х*, в силу теоремы 1 
приходим к заключительному выводу о принадлежности х* € Хт, Хт ф 0. • 

Ввиду сложности вычисления повторного предела доказанный результат носит скорее 
принципиальный, чем практический характер. Поэтому перейдем к выяснению условий, при 
которых можно ограничиться одним пределом или даже фиксированными значениями весо­
вых множителей. Хотя по-прежнему веса более важных критериев будут больше весов менее 
важных критериев, в оставшейся части параграфа нам удобнее будет считать эти веса сходя­
щимися не к бесконечности, а к нулю. 

Итак, пусть значения весовых коэффициентов в (2.1) определяют последовательности А^ (г = 
1,..., т; к = 1,2,...). Выпишем дополнительные условия: 

A3. A$ = l, limAf = 0 (» = 2 , . . . ,m) . 
к—юо 

А4. lim \*/Л£_1 = 0 (г = 3 , . . . , т). 
к—Юо 

Введем также условие регулярности для промежуточных подзадач: 

А5. р(х, Xi) < d [Fi(x), x — Pi(x)) при всех i<m и х G Xi-i. 

Здесь Pi{x) — проекция точки х на множество Х{, С{ > 0 — некоторые константы. 

http://Ai.Fi
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Теорема 3. Пусть выполнены условия А1-А5 и последовательность векторов хк = х(Хк) G 
Arg VI(XQ, Fxk) ограничена. Тогда ее элементы при всех достаточно больших к будут реше­
нием лексикографической задачи (1.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вначале покажем, что хк € Х\ при всех достаточно больших к. 
В самом деле, по самому способу определения точек хк имеем 

(* i (x f e ) + — Xi F i ^ ' % к ~ х ) ^ 0 Vfc' V x 6 Х°- (2-4) 

Отсюда в силу условия А5 следует 

р{хк, XjKdiFiix*), хк - Pi{xk)) < т £ $2 A* {Fi{xk), Рг(хк)-хк)< 
Л 1 i=2 

< Сг 53шр{А?/А}}||Л(х*)||р(х*, Xt) Vfc, 
i=2 * 

где || • || — евклидова норма. Поэтому 

(1-^))р(хк,Х1)<0, 

где 
т 

= Ci max{A*/Ai} V ||.Fi(xfe)|| ^ 0 при fc -> со. 

При достаточно больших к имеем р,^ < 1, т.е. р(хк, Х\) = 0. 

Далее, по индукции, предполагая установленным включение хк £ Х{ при всех достаточно 
больших к для i — 1,... ,п — 1 <т, покажем, что при больших к это включение верно также 
и для i = п. 

Рассмотрим два случая. 
1) Пусть п < т. В силу формул (2.4), условия А4 и монотонности рассматриваемых отоб­

ражений имеем 
Хк

пр(хк, Хп) < Xk

nCn(Fn(xk), хк-Рп(хк)) < 
П—1 т 

<CnJ2*i(Fi(xk), Рп(хк)-хк) + Сп J2 Рп(хк)-хк)< 
i=l t=n+l 

n—1 т 
< С Я £ А ? ( Я ( Р Я ( Я * ) ) , Рп(хк)-хк) + Сп J2 А ? ( Я ( А Рп{хк)-хк)< 

1=1 1=П+1 

т 
<СпУ2 max{Xk}\\Fi(xk)\\p(xk, Хп). 

»=П+1 
Здесь использовались неравенства (Fi(P„(xk)), Рп(хк) — хк) < 0, которые верны благодаря 
включениям Рп(хк) G ArgF/(Xj_i, Fi) при всех г = 1,... , п. 

Из полученного неравенства следует 

(1-№)р(хк,ХП)<0, 

где 
т 

p^ = Cnmax{Xk/Xk} У) 0 при ft оо. 
t=n+l 
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Поэтому при достаточно больших к имеем р^ < 1, т.е. р(хк, Х „ ) = 0. 

2) Пусть п — т. Как и выше, из формул (2.4) при достаточно больших к в силу монотон­
ности всех отображений следует 

т—1 пг—1 

Xk

m(Fm(xk), xk-x)<J2xk №(Л x-xk)<J2 A* (Fi(x), х-хК)<0 Ух Е Хт-г. 
j=l i=l 

Здесь использовались неравенства (Fi(x), х — хк) < 0, которые верны благодаря определению 
множеств Xi и их последовательной вложенности друг в друга. • 

Приведем пример условий, при которых решения задач VI{XQ,F\) существуют и ограни­
чены при малых А 2 , . . . , А т в совокупности: 

А6. Существует точка х° Е Хо и окружающий4 ее компакт D такие, что при всех х Е DnXQ 

выполняется неравенство (Fi(x), х — х°) > 0. 

Теорема 4. Пусть выполнены условия AI, А2 и А6. Тогда при постоянном Ai > 0 и всех 
достаточно малых А2 > 0 , . . . , А т > 0 задачи VI(XQ, F\) разрешимы и их решения ограничены 
в совокупности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для обоснования разрешимости задачи VI(XQ,F\) покажем, 
что для всех достаточно малых А2 > 0 , . . . , А т > 0 существует ограниченное множество М(А), 
обладающее свойством: для любой точки х G Хо \М(А) найдется точка у Е М(\) со свойством 

(F A (x), Х-у) > 0 

(см. [12], достаточные условия существования решения монотонного вариационного неравен­
ства с непустым выпуклым замкнутым множеством Хо и с непрерывным оператором, каковым 
при сделанных предположениях является F\). 

В самом деле, мы можем взять М(А) — М — conv D и у = х°. Выполнимость неравенства 
(F\(x), х—х°) > 0 для всех х Е X Q \ M следует из монотонности F\ и того, что это неравенство 
при достаточно малых А 2 > 0 , . . . , A m > 0 выполняется для любой точки из D, в том числе 
точки, принадлежащей отрезку, соединяющему х° и х. Действительно, пусть z — такая точка. 
Тогда при некоторых р\ > 0, р2 > 0 имеем 

х - х° = pi(x -z) = p2(z -

и потому 

(Fx(x), х-х°) = tn (Fx(x), х~г)>рг (Fx(z), х - z) = р2 (Fx(z), z - х°) > 0. 

Ограниченность множеств решений вытекает из того, что все они лежат в М, а М в нашем 
случае не зависит от А. • 

4Множество D окружает точку я 0, если для любого / существует е = е(1) > 0 такое, что х° +el £ D 
(простейшим примером окружающего множества является сфера {х : \\х — ж0|| = г} с центром в 
точке х° и радиусом г > 0). 
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3. Вопросы двойственности для несобственных задач линейного 
программирования 

В качестве важного теоретического приложения развиваемого подхода остановимся на вы­
яснении аппроксимационных свойств новых схем формирования двойственности для несоб­
ственных (неразрешимых в обычном смысле из-за противоречивости своих систем ограниче­
ний) задач линейного программирования (ЛП), предложенных И.И.Ереминым в ряде работ 
([13], [14] и др.). А именно, выпишем обычную пару двойственных задач ЛП 

max { ( с , х) : Ах <Ъ, х > 0 } , 

min{(o, у) : Ату > с, у > 0 } . 

(3.1) 

(3.2) 

Согласно новым схемам формирования двойственности, этим задачам ставятся в соответствие 
следующие задачи выпуклого программирования: 

max | (c ,x) - \\(AJX -

mm 

Здесь 

Xi\\*m+i<ri (» = l , . . . , n ) , A0x<b0, x > o | , (3.3) 

mUb,y) + f^ri\\(ci-Bjy)+\\m+i: | |у , - | |у<Л,- (j = l , . . . , m ) , B 0

T y > со, у > o l . (3.4) 

[BoBi ... Bn] = 

A0 

= A 

— произвольное разбиение матрицы А соответственно на вертикальные и горизонтальные по­
лосы (некоторые из них могут быть пустыми), 

" со " " XQ " ' Уо ' 
с = , X = 

XI 
, ь = h , y = У1 

-Сп . . XFL. -bm. -Ут. 

— индуцированное предыдущим разбиением5 разбиение векторов с, Ъ, х, и у на подвекторы 
меньшей размерности, Rj > 0 и г, > 0 — числовые параметры (г = 1,..., т; j = 1,..., п), 
II ' IIfc) II " Hit — произвольные взаимосопряженные монотонные векторные нормы в простран­
ствах соответствующей размерности (fc = 1,..., m + п), (•)+ — оператор проектирования на 
неотрицательный ортант. 

При весьма слабых предположениях ([14], теорема 6.2) эти задачи (вне зависимости от 
разрешимости или неразрешимости исходных задач) находятся в отношении регулярной двой­
ственности, а именно: одновременно разрешимы, и их оптимальные значения совпадают. При 
этом их оптимальные векторы х и у являются решениями задач 

maxl(cQ,XQ) + ^2(a-pi, Xi) : AjX <bj + qj (j = l,...,m), A0x<b0, x>0\, 

mm\{h,yo) + '52(bj+ qj, yj) : Bjy>Ci-pi (» = l , . . . , n ) , Bjy > CO, Y > O L , 
L J=i J 

(3.5) 

(3.6) 

5Поскольку размерности подматриц и подвекторов нигде ниже не играют самостоятельной роли, мы 
не вводим для них специальных обозначений, оговаривая л и ш ь их согласованность для выполнимости 
всех матричных операций в конструкциях (3.3), (3.4). 
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получаемых из задач (3.1), (3.2) путем симметричной коррекции их ограничений и целевых 
функций, если положить 

Pi=Pi = (ci- Bjy)+, qj = % = (Aji - bj)+ (3.7) 

([14], теорема 9.1). Задачи (3.5), (3.6) играют роль задач, аппроксимирующих исходную пару 
(3.1), (3.2). 

Большое значение имеет обоснование минимальности в том или ином смысле найденных 
значений параметров коррекции р = [pi, . . . ,рп] и q = [q\,... ,qm]- В частности, представля­
ют интерес условия, при которых эти векторы дают точное или асимптотическое решение 
следующих лексикографических оптимизационных задач: 

о) найти элемент р множества Рп, где 

Pi = Arg rnin \\pi\\m+i, i = 1,...,n; 

b) найти элемент q множества Qm, где 

Qj = Arg min l l ^ l l j , j = 1,..., m; 

здесь 

Po — {p = [pi, . . . ,pn] > 0 : ограничения в (3.6) совместны}, 

Qo = {q — [qi, • • •, qm] > 0 : ограничения в (3.5) совместны}. 
С содержательной стороны задачи (о), (Ь) описывают следующий способ развязки "уз­

ких" мест в системах ограничений задач (3.1), (3.2). Неравенства этих систем разбиваются на 
директивные (обязательные для выполнения) и факультативные (правые части которых раз­
решается корректировать). В нашем разбиении матрицы А на вертикальные и горизонтальные 
полосы директивным ограничениям соответствуют подматрицы AQ, ВО, а факультативным — 
все остальные. Последние делятся на группы по степени важности (важность падает с ро­
стом номера соответствующей подматрицы). В процессе развязки "узких" мест мы стремимся 
в первую очередь минимизировать изменения, вносимые в наиболее важные из факультатив­
ных ограничений, и лишь затем переходить к корректировке менее важных ограничений. 

В работах [13, 14] условия, при которых р и q дают точное решение задач (а), (о), получе­
ны для несобственных задач ЛП 1-го рода.6 В уже упоминавшейся работе [8] при т = п = 1 
исследован случай несобственности 3-го рода. Ниже для произвольного рода несобственности 
и произвольных т, п > 1 будет показано, что для полиэдральных норм векторы р и q при до­
статочно больших и специальным образом выбранных весах Щ > О, Г{ > 0 являются точными 
решениями задач (а), (Ь). 

4 . Предварительные результаты по аппроксимации 

Остановимся вначале на связи задач (о) и (Ь) со следующими двумя одноэтапными зада­
чами минимизации взвешенного критерия 

6 Задача ЛП называется несобственной 1-го рода, если несовместна только ее система ограниче­
ний, несобственной 2-го рода, если несовместна только система ограничений двойственной задачи, и 
несобственной 3-го рода, если несовместны обе эти системы одновременно. 
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Введем условия: 

81. Множества Pn, Qo непусты (это эквивалентно требованию совместности директивных 
ограничений в (3.3), (3.4)). 

82. Все нормы || • ||,- монотонны и кусочно-линейны (полиэдральны), т.е. можно так подо­
брать конечные наборы векторов {eji}j^jiy i = 1,..., т + п, что 

||а||{ = max (е_,;, а), г = 1,..., т + п. 

Теорема 5. Пусть выполнены условия Bl, В2. Тогда существуют такие значения пара­
метров г\ > 0 (г = 1,. . . ,п) и Щ>0 (j = l , . . . , m ) , при которых задачи (4.1), (4.2) 
эквивалентны соответственно задачам лексикографической коррекции (а), (Ь). 

Технологии выбора подходящих г[ > 0, R'j > 0, обеспечивающих эквивалентность задач 
(4.1), (4.2) задачам (а), (Ъ), хорошо известны (см., например, [4], [5] и др.). Опишем одну из 
них применительно к паре задач (а) и (4.1). 

Следуя [4], введем функции 

fi+i(j>; <*ъ • • • ,<*i) = ||jPi+i||m+»+i + <*ifi(p; ai,... ,cti-i) (г = 1,... ,n - 1), 

полагая fi(p) = ||pi||m+i- Запишем последовательность задач 

{ft =) min{/i(p; a i , . . . , ai_i) : p = [ p x , . . . ,pn] E PQ}, г = 1,..., n. (4.3) 

Числа r[ и ai свяжем соотношениями r'n — 1, r£ = a n_ia N_2 . . . а», где i = 1,..., n — 1. Тогда 
задача (4.1) эквивалентна задаче (4.3) при г — п. 

Выполним индуктивные шаги: 
1) Если выполнено условие ai > ~f[ > 0, где j[ — двойственная оценка неравенства /i(p) < 

fx в задаче 
min{||p 2 | |m+2 : реР0, fi{p) < Л } , 

то Arg min f2(p) = # 2 -
реРо 

2) Если выбор ai > 0 (i = 1,..., t — 2) уже обеспечил равенство 

Arg min fs(p; a b . . . , a s _ x ) = Ps 

p€Po 

при всех s = 1,... ,t — 1 < n, то при a t_i > 7t > 0, где 7̂  — двойственная оценка неравенства 
ft-iijp; oci,...,at-2) < ft-i в задаче 

m M I N I m + f : PtPo, ft-i(jp\ ai,• • -,(*t-2) < ft-i}, 

имеем Arg min ft(p; оц,..., at-i) = Pt-
p€Po 

Существование упомянутых двойственных оценок вытекает из разрешимости рассматри­
ваемых задач, выпуклости и кусочной линейности всех входящих в них функций. 

Вернемся к задачам (3.3), (3.4). Введем условие: 

83. Совместны системы неравенств 

А0х < Ьо, \\хг\\^+{ <п (г = 1,..., п), х> 0, 

Bjy>Cb, 1 Ы 1 ; < Д ; (j = l , . . . , m ) , у > 0 . 

Следующие два утверждения помогут нам связать эти задачи с задачами (4.1), (4.2), а тем 
самым и с задачами (а), (Ь). 
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Лемма 1. Пусть выполнены условия В2, ВЗ. Тогда задачи (3.3), (3.4) разрешимы, а их 
оптимальные векторы ж, у и соответствующие им векторы р, q из соотношений (3.7) 
дают седловую точку [x,q;y,p] функции 

п т 

F(x, q; у, р) = (с, х) - (у, Ах-Ь)- ] Г ( ( р * , xt) - п | N L + i ) + Уз) - Rj hj\\j) 
i=l j=l 

относительно прямого произведения неотрицательных ортантов пространств ее перемен­
ных, т.е. 

F(x, q; у, р) < F(x, q; у, р) < F{i, q; у, р) V [ж, у,р, q] > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При сделанных нами предположениях задачи (3.3), (3.4) разре­
шимы (см. [13, 14]). Ввиду монотонности норм они могут быть переписаны в виде 

m 

max {(с, х) - Yl Rj WljWj '• Аох < bo, AjX < bj + qj (j = 1,..., m), 
i=i (4.4) 
\\xi\\*m+i < П (t' = l , . . . , n ) , [ж,д]>0}, 

n 

min{(b,y) + £ n \\pi\\m+i : Bjy > c q , Bjy > c{ - pi (i = 1,... ,n), 
i = i 

\Vj\\*j<Rj a = l , . . . , m ) , [y,p}>0}. 
(4.5) 

В свою очередь первую из этих задач можно представить как задачу максимизации по [х, q] > 0 
функции 

f т 

(с, х) - Rj \\QjWj, если А0х < bo, 
j=i 

. . AjX^bj + qj (j = l , . . . , m ) , 
,m^F{x,q;y,p) = < 
[у,р]>0 \\xi\\m+i <П (t = l , . . . , n ) ; 

—oo, в противном случае; 

и вторую — как задачу минимизации по [у,р] > 0 функции 

max F(x,q;y,p) = < 
[x,q]>0 

(Ь> У) - Ё
 ri I N U - m , если Bjy > Со, 

Bjy > a-pi (i = l,...,n), 

\\yj\\*j<Rj (i = l , . . . , m ) ; 

+oo, в противном случае. 

Стандартная техника подобных переходов хорошо известна. Возьмем, например, первое из 
выписанных соотношений. Если ж и д удовлетворяют всем ограничениям задачи (4.4) и 

т 

у>0, р>0, то -(y,Ax-b)+Y,(qj,yj)>0 и 

ri \\Pi\\m+i ~ (Pi,Xi) > Ti Ыт+г - \\Pi\\m+i Ы*т+1 > \Ы\т+г (n ~ Ы*т+{) > 0, 

так что 
m 

F{x, q; у, p) > (с, ж) - Rj \\qj\\j, 

причем при [y,p] = 0 в последнем соотношении имеет место равенство. Если же ограничения 
задачи (4.4) нарушаются, можно построить последовательность [ у * , р * ] > 0, вдоль которой 

file:////QjWj
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F(x, q; у*, р*) —> — со (t —>• о о ) . В самом деле, при невыполнении части неравенств AQX < bo 
или AjX < bj + qj (j = 1,..., m) требуемая последовательность может состоять из векторов 
[у*,р*] > 0 с компонентами 

yl = t {А0х - Ь0)+, у) = t {AjX - bj - qj)+ (j = 1,..., m), p* = 0. 

Если нарушено одно из ограничений на нормы 

I k i o Hm+io = „ „ m a X , ( е ' Ж * ' о ) > Г *>> 
l l e l l m + » o = 1 

то для последовательности [у*,р*] > 0 с компонентами у* = 0, р\ = 0 при г ^ г'о, р\0 = <е, где 
е > 0, ЦеЦт+Jo = 1, {e,xio) = \\xio\\^+iQ, имеем также 

т 

F{x, q; у*, Р*) = (с, х) - Y, Rj \Wj\\j ~ < ( l k i o l l m + i o - r < o ) " > • - < » ( t -+ oo). 

Аналогично анализируется второе соотношение, связанное с ограничениями задачи (4.5). 

• 
Введем в рассмотрение х(Р>в) ~ функцию оптимального значения задач (3.5), (3.6). Она 

определена на множестве Ро х Qo, кусочно-линейна и выпукла по р G Ро при любом фиксиро­
ванном q G Qo и кусочно-линейна и вогнута п о q G Qo при любом фиксированном р G Ро-

Следствие 1. Пусть выполнены условия В2, ВЗ. Тогда задачи (3.3), (3.4) разрешимы, а 
соответствующая их решениям пара [р, q] из соотношений (3.7) является седловой точкой 
функции 

п т 
FRr(p,q) = Х(Р, Я) + 5 3 П \\pi\\m+i - RJ ШЬ 

J=I j=i 
относительно области Ро х Qo, т.е. 

FBr{p,q)<FRr{p,q)<FRr(p,q) Vp G Ро, Vg € Q 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы установили выше, что задачи (4.4), (4.5), а значит, и зада­
чи (3.3), (3.4) реализуют седловое значение функции F(x, q; у, р) относительно неотри­
цательных ортантов пространств своих переменных, т.е. оптимальные значения этих задач 
opt(4.4) = opt(3.3) и opt(4.5) = opt(3.4) удовлетворяют равенству 

opt(3.3) = opt(4.4) = max min F(x, q; y, p) = 
[x,q]>0 [y,p]>0 

— min max F(x, q; y, p) = opt(4.5) = opt(3.4). 
[yjp)>o [x,q]>o 

Но поскольку 
FRr{p,q) = max min F{x, q; y, p) = 

x>0 y>0 
= mm max F{x, p; y, q) Vp G Po, Vg G Qo, 

y > 0 x>0 
то также 

opt(3.3) = opt(4.4) = max min FRr(p,q) = 
qSQo РвРо 

= min max FRr(p,q) = opt(4.5) = opt(3.4). 
pePo q€Qo 

В самом деле, пусть [х, q, у,р] — седловая точка функции F относительно указанных ортантов. 
По определению 

FRr(P, й) = F(i, q; у, р) < F(i, q; у, р) \'у > О, Vp > 0. 
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Отсюда 
FRr(p,q) < F{x, q; у{х, q,p),p) = гпшР(ж, q; у, p) < 

y>0 

< max minima;, g; y, p) = FRr(p, q) Vp E P0-
x>0 y>0 

Неравенство Рн г(р, q) > Рйг(Р) q) Vg 6 Qo устанавливается аналогично. • 

5. Лексикографическая коррекция 

Опираясь на доказанное выше следствие, сформулируем итоговый результат, касающийся 
связи задач (3.3), (3.4) с задачами (а), (Ъ). 

Теорема 6. Пусть выполнены условия Bl, В2. Тогда существуют значения парамет­
ров Г{ > О (i = 1,. . . ,п) и Rj > О (j = l , . . . , m ) , при которых векторы р = \pi,---,pn] и 
q= [q\,... ,qm], сформированные в соответствии с правилами (3.7) на основе оптимальных 
векторов х и у задач (3.3) и (3.4), будут решениями задач (а), (Ь) и, кроме того, образуют 
седловую точку [q~,p] функции х(р>я) относительно области Рп х Qm. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нужные значения параметров будем искать в виде 

п = вг[ (i = l , . . . , n ) , Щ = вЩ (j = l , . . . , m ) , (5.1) 

где в > 0 — неизвестный пока масштабный множитель, г[ > 0 и Щ > 0 — значения, обеспечи­
вающие эквивалентность (в силу теоремы 5) задач (а), (Ь) и задач (4.1), (4.2), т.е. равенства 

Рп = \р е Ро : Y^r'i \\pi\\m+i <ЕЛ, Qm = jg Е Qo : Щ \\qj\\j < E2\. 
i = l J ^ j=l J 

В силу этих равенств произвольная седловая точка [р, q] функции оптимума х(р> q) относи­
тельно области Рп х Qm

7 принадлежит оптимальным множествам следующих задач выпуклого 
кусочно-линейного программирования: 

р Е Argmin | Х ( р , q) : р € Р 0, ^ ^ | | р 4 | | т + 4 < B i } (= Р„), 
^ г=1 ^ 

д е Arg max j х ( р . я) • Я £ Qo, К'З Ы З < ЕЛ (= Qm)-
< j=i J 

Выписанные задачи фактически реализуют двухэтапную оптимизацию, т.е. оптимизацию сво­
их целевых функций на оптимальных множествах других задач, а именно, задач (4.1), (4.2). 

Перейдем к определению значения в. 
Вначале, следуя методике, изложенной в замечании к теореме 5, определим в\ > О такое, 

что 

Р„ = Argmin jx(p, д) +eYj'i \\Pi\\m+i •• Р € -Ро j (5.2) 

при всех в > 01. Аналогично можно определить в2 > 0 такое, что 

Qm = Argmin jx(p, qj+dJTR'j : q E Qo] (5.3) 
^ .7=1 . ' 

7Такая точка существует в силу ограниченности множеств Рп, Qm, свойств выпуклости—вогнутости 
функции х(р. я) и ее непрерывности. 
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при всех 9 > 02- В итоге при $ > max {^1,^2} произвольная седловая точка \p,q] функции 
х(р, q) относительно области Р п х Q m окажется также седловой точкой функции 

п гп 

FRT{p, я) = х(р, «) + $2Г* l lwIU+i - Ikjlli 

относительно области Ро x Qo-
Далее обратимся к условию В1. Пусть х и у — некоторые точки, допустимые относи­

тельно фигурирующих в этом условии систем неравенств. Выберем значение параметра в > 
max {01,62} настолько большим, чтобы выполнялись неравенства 

\ \ X I \ \ M + I < n (< = 1,. . . ,п), ШЦ<Щ (J = l , . . . , M ) . 

Это обеспечит ниже (при ссылке на следствие 1) выполнение условия ВЗ. 
Покажем, что найденные таким образом параметры (5.1) удовлетворяют условию дока­

зываемой теоремы, т.е. что векторы р* — [р*,... ,р*] и q = [q*,..., qm], сформированные по 
правилу 

p\ = {ci-Bjy*)+ (г = 1,...,п), q* = (AjX*-b3)+ (j = l,...,m) 

на основе произвольных решений х* и у* задач (3.3), (3.4), образуют седловую точку функции 
х(р, q) относительно области P n х Q m . 

В самом деле, в соответствии со следствием 1, все условия которого теперь выполнены, 
векторы р*, q* образуют седловую точку функции FRT{p, q) относительно области Ро х Qo, т.е. 

FRr(p*, я) < FRr(p*, q*) < FRr(p, q*) Vp € P 0 , Vo € Qo- (5.4) 

Но поскольку вместе с точками [р, q] и [р*, q*] точки [р, q*] и [р*, q\ также являются седловыми 
для функции FRr{p, q), то 

р* Е Argmin\х{р,я) + 0^2^Ыт+{ : рврЛ, 
^ i=i > 

q* е Arg min j - x ( p , q) + 0 j r Щ \\q}-\\j : qEQ0\, 

т.е. (см. соотношения (5.2), (5.3)) р* е Р„, q* € Qm. 
Для завершения доказательства остается заметить, что в силу неравенств (5.4) также 

FRr(p*, Я) < Ряг(р*, Я*) < Furip, q*) Vp е P n , V<? € Q m , 
n m 

причем суммы r'i lb«'llm+» и £ Ikjll j , которые входят в определение функции FRr{p, q), 
»"=i j'=i 

постоянны на множествах Р п и Q m соответственно. Удаляя их из всех частей последнего нера­
венства, получаем искомое 

х(р*. я) < Х(р*, я*) < Х(Р, я*) Vp е Р„, Vo е Q m . 

Теорема доказана. • 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда Фундаментальных Ис­
следований, коды проектов 00-15-96041, 01-01-00563, а также при содействии целевой програм­
мы поддержки междисциплинарных проектов, выполняемых в содружестве ученых УрО РАН 
и СО РАН. 

Поступила 19.12.01 
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