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ИССЛЕДОВАНИЕ СВОЙСТВА МАРКОВОСТИ 
СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ 

Хорошо известно, какую важную роль играют марковские 
случайные процессы в теории случайных функций и ее приложе­
ниях. До недавнего времени свойство марковости для (непре­
рывных) случайных полей—случайных функций векторного па­
раметра — появлялось лишь в отдельных примерах. Сейчас же 
можно сказать, что имеется целый ряд общих результатов, ха­
рактеризующих марковские лоля и их свойства. Систематическое 
изложение этих результатов и составляет главное содержание 
данной статьи. 

§ 1. Введение. 
О понятии марковости для обобщенного процесса 

1, Традиционно понимаемое свойство марковости случайного 
процесса, описывающего поведение той или иной системы с те­
чением времени t>-t0, означает независимость поведения в бу­
дущем от прошлого при условии, что известно текущее состоя­
ние системы. Исходя из этого свойства, собственно, и опреде­
ляется само понятие состояния, аналогично тому, как это 
принято, например, в классической механике. Обычно фазовое со­
стояние системы в момент t описывают определенной совокуп­
ностью величин, которую мы обозначим # ( / ) . Для гауссовского 
случайного процесса свойство марковости и понятие фазового 
состояния допускают (простую геометрическую интерпретацию. 
Именно, «текущее состояние», а также «прошлое» и «будущее» 
могут быть представлены соответствующими линейными под­
пространствами H(t), H(t0,t) и H(t,ao) Б гильбертовом про­
странстве Н случайных величин g, E |£(-<oo, c обычным ска­
лярным произведением 

(здесь E —символ математического ожидания), для которых 
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свойство марковости означает, что 
P(iu,t)H(t, оо).-Я(*). *>*<>. О--) 

где P(t0, t)—оператор ортогонального проектирования на под­
пространство Н (t0, t). 

2. Иллюстрацией к сказанному может служить хорошо изве­
стный и важный для приложений пример системы, описываемой 
линейным дифференциальным уравнением 

£Ш-2-М~Нда(0—ч(0. <>*о. 0-2) 
4-0 

с «белым шумом» в правой части. Свойство марковости (1.1) 
будет выполнено, если задать фазовое состояние H(t) как ли­
нейную оболочку значений самого процесса | (0 и его (средне­
квадратичных) производных I01' (t) порядка £</—1, а прошлое 
H(t0,t) и будущее H(t,oa) определить как замкнутые линейные 
оболочки соответствующих подпространств H(s), ta<is^t, и 
H(s), s>t. Уточним, что речь идет о случайном процессе, кото­
рый описывается формулой 

t 

Uf)=*\R(t,s)di\{s), t>t0, (1.3) 
и 

где R(t,s), t~>s,— фундаментальное решение, отвечающее диф­
ференциальному оператору L (как функция от t, R(t,s) есть 
решение уравнения LR = b с начальными условиями R(s,s) = . . . 
. . . =#«--!(s,s)= 0, R«-a{s, s) = l), a di\(t), t>U,— (гауосов-
ская) ортогональная мера, порожденная процессом броуновско­
го движения ii(0, *>"0, которая задает «белый шум» в правой 
части уравнения (1.2) как обобщенный процесс 

^(a)=j«(od-i(0- «есде, 
на пространстве С" (О) бесконечно-дифференцируемых функций 
u=u(t), i > t 0 , с компактным носителем в интервале G = (t0, oo). 
Если предположить соответствующую гладкость коэффициен­
тов ak(t), tytu в уравнении (1.2), скажем, считая их беско-
•нечно-дифференцируемыми ограниченными функциями, то случай­
ный процесс (1.3) можно интерпретировать как обобщенное 
решение стохастического дифференциального уравнения (1.2), 
понимаемого в том смысле, что 

l(L*u)^{u), «eC0
M(G), (1.4) 

где 

t(a) = [u(t)Wdt=:(ti,t) (L5) 
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есть отвечающий (1.3) обобщенный случайный процесс, а 

L*«(0-=2(~1)ft-^rlM0"(0] 
ft-0 

— формально сопряженный оператор к дифференциальному опе­
ратору L в левой части уравнения (1.2). Отметим, что если 
ввести оператор 

Iu(t) = $I{t,s)u(s)ds 
с ядром I(t, s) = R(s, t), сопряженным к указанному выше ядру 
R(t,s), R{t, s) = 0 при 5 > t . то можно задать обобщенное ре­
шение (1.5) в виде 

|(в) = Л(/я). (1.6) 
поскольку 

IL*a~I*Lu=u, ueCo°°(G). 
где /* —оператор с ядрам R(t,s). 

В дальнейшем одним из главных моментов нашего исследо­
вания будет рассмотрение .свойства марковости для систем, опи­
сываемых линейными стохастическими уравнениями с частными 
производными. 

3. Имея в виду произвольный обобщенный процесс £(«), и& 
£Co"(G), В интервале G=(£0,°o) со значениями в нашем гиль­
бертовом пространстве Н случайных величин £, £'||]2<{infty}, ка­
жется естественным определить свойство марковости (в широ­
ком смысле) следующим образом: при всех достаточно малых 
е > 0 

Р(*0, t-\-z)H(t-t, oo )=- -#( t - e , t + e), (1.7) 

где H(S) означает замкнутую линейную оболочку величин %{и) 
с носителем supp И Е 5 В интервале S s G . Это определение мар­
ковости согласуется с заданием (обобщенного) фазового состоя­
ния в момент t величинами |(w) с носителем supp и в достаточ­
но малой окрестности точки t. В гауссовском случае так опре­
деленная марковость означает, что «будущее» H(t, {infty}) условно 
независимо от «прошлого» H(t0,t) при заданном «фазовом со­
стоянии» Я (if—е, t+e), e > 0 и, как следствие, это дает условную 
независимость Н(t0, t) и H(t, {infty}) при заданном 

H+(t).= nH (^-e. t+e). 
Е>0 

Последнее свойство равносильно свойству марковости (1.7) в 
случае о б ы ч н о г о гауосовского процесса, для которого H+(t) 
является в определенном смысле минимальным фазовым со­
стоянием. 
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Отметим, что для обобщенного процесса свойство условной 
независимости «прошлого» и «будущего» относительно заданно­
го H+(t) вовсе не гарантирует условной независимости H(ta, t) и 
H(t, оо) относительно H(t—s, t+s ) , е>0 . Скажем, ДЛЯ обобщен­
ных (гауссовских) процессов с независимыми значениями 
H(t0,t), H+(t) и H(t, оо) всегда ЯВЛЯЮТСЯ независимыми, но, как 
правило, И(t0, t) и H(t, оо) не будут условно независимыми от­
носительно H(t—е, t+е) , что кажется не столь неожиданным, 
если учесть, что условная независимость H(t0,t) и H(t, со) от-
носительно ff(t—е, i+e) равносильна условной независимости 
fj(t0, ?+е) и H{t—z, оо). Простым примером может служить 
обобщенный процесс вида 

£(a) = fa'(t)dTi(t), 
где r\(i), t> to. —• процесс броуновского движения; легко видеть, 
что величины 

[.I (<+6) - Ч (<-е)] ~[Т1(^--)--] ( . . - 3 e ) ] e H (to.'+-) 
И 

h ( t + 3e)-Ti(t + e)]-[Ti(t+e).-Ti(t_e)le//(t-e, оо) 
не зависят от Н(t — e, t + e), но зависят между собой. 

4. Определение свойства марковости, которое будет основным 
предметом нашего исследования, мы дадим в следующей общей 
обстановке. 

Пусть G есть регулярное локально компактное топологичес­
кое пространство оо счетной базой и H(S), 5i=Y,— семейство 
подпространств в нашем гильбертовом пространстве Н случай­
ных величин | , E | i | 2 < o o , определенных для некоторой системы 
(открытых) областей S=G таким образом, что это семейство 
МОНОТОННО: 

mSJcffiSi), S1cS2, (1.8) 
аддитивно: 

# (SiUS2) = H(Si)VH(S2) 0-9) 
и непрерывно: 

H(S) = hmH(Sn) = \/H(Sb) (Г Ю) 

для 'монотонно возрастающей последовательности областей 5^, 
V.Sft=.S; здесь и далее символ V означает замкнутую линейную 
оболочку указанных подпространств (пли элементов). 

Основные наши результаты относятся к случаю, когда систе­
ма у состоит из всех областей S.= G с компактной границей 
dS=Г таких, что S или дополнительная область r = G \ ( S u r ) 
являются относительно компактными. 

Назовем Н(5), SQy, с л у ч а й н ы м полем; это случайное 
поле назовем с и л ь н о м а р к о в с к и м , если для всех обла-
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стей SGy выполняется следующее условие: 
P ( S U r 8 ) H ( F l j r 8 ) - # ( r 8 ) , (1.11) 

:какова бы ни была окрестность Г8 границы Г. В гауссовском 
случае это равносильно тому, что «будущее» Н (Г) условно 
(Независимо от «прошлого» Н (S) при заданных величинах Я (Г8) 
в сколь угодно малой окрестности границы Г, разделяющей 
-области 5 и Т. 

5. Одно из первых определений свойства марковости для 
•обобщенных случайных процессов было дано в [31]; в наших 
терминах это определение можно переформулировать следую­
щим образом: «будущее» H(t, <x>) условно не зависит от «прош­
лого» Я(—оо, t) три заданном #+(L.) •=n#(t—е, t) —для обыч­
ных процессов это равносильно нашему определению СИЛЬНОЙ 
марковости (СМ. ПО этому .поводу § 2). Спектральная структура 
.пространств H+(t) для (обычных) стационарных процессов ис­
следовалась з [24], где также фактически дана исчерпывающая 
спектральная характеристика указанного выше свойства марко­
вости. В случае многомерного «времени» t впервые определен-
-.ная концепция марковости появилась в работах Леви (см., на­
пример, [25]). 

§ 2. Расщепляющие пространства. 
Сопряженные поля и свойство марковости 

1. Пусть Я означает .подпространство в нашем гильбертовом 
•.пространстве Н случайных величин | , E | £ | 2 <o6 , и Р ( Я ) — 
оператор ортогонального проектирования на Я. Обозначим через 
H\QH подпространство, порожденное величинами h—P(H)h, 
h&H\. Назовем пространство Я р а с щ е п л я ю щ и м Я1 и Я2, 

•если H\QH и H2QH ортогональны. Свойство пространства Я 
быть расщепляющим равносильно каждому из соотношений 

(H&WU^VH), {H2QH)±(HlVH), 
поскольку ( H i 0 H ) V # 2 H i и ( Я 2 0 Я ) \ / Я з Я 2 ; при этом 
пространство Я является расщепляющим одновременно дляЯ^ 
Я 2 , и для Нх\/Н, НчУН (здесь и далее символ объединения 
V указывает замкнутую линейную оболочку соответствующих 
подпространств). Свойство Я быть расщепляющим означает, 
что 

HxyH\fH% = {HxQH)®H®{H^H), (2.1) 
где {HxQH^H^thVH, (H2QH)®H = 'H2VH и символ ® 
•означает ортогональную сумму указанных подпространств. 
В случае, когда Нс.Ни Я 2 , равенство (2.1) равносильно тому, 
что 

Я1ПЯ 2 = Я , Нг1±Н1, (2.2) 
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где Яг1, Ht есть ортогональные дополнения к Hi.H2 в про­
странстве HiVH2. 

Отметим некоторые свойства расщепляющих пространств. 
а) Пусть пространства H , И" содержатся в 7/1 и являются 

расщепляющими для Hi, H2; тогда пересечение H=—H'flH"* 
также будет расщепляющим для Hi, H2. 

Действительно, как легко видеть, для hQH\ в представ­
лении 

h-P (И) А = [А - Р (H0 Щ + [P (H) А - Р (H") P (H') A] + 
+ \Р (H'OР (HO h-P (HOP (HO P (HO A] + . . : 

все слагаемые справа ортогональны H и H- и, таким образом 
( H e H M H a V t f ) . 

в) Если H< n )crH есть последовательность йространств,. 
расщепляющих H и H2. то их пересечение H— П Я(Л) тоже 
будет расщепляющим. 

Действительно, согласно установленному выше свойству, 
можно считать, что Н{п\ п=\, 2 , . . . , монотонно убывают, а для 
любой такой последовательности расщепляющих пространств 

h-P(H)h=lim[h-P(H)Mh], 

где для A6H все величины h — P(H{n))h ортогональны 
HcH ( n ) и H2> и пересечение H = n H ( , J ) будет расщепляю­
щим. 

Ясно, что среди всех расщепляющих пространств H c H i 
имеется минимальное H0. причем 

Н^НгПНь (2.3) 
так как пересечение Hif|H2 ортогонально Hi©H0, H2©Ho" 

с) Пусть пространство Я0 является расщепляющим для H1. 
H2; вообще говоря, более широкое пространство H2Ho н е 

будет расщепляющим. Однако если 
# = # 'VH0VH". (2A> 

где H c H i и H"cH2, то Н также является расщепляющим.. 
Действительно, H-, будет расщепляющим для HVHo и. 

H2VHo> так что разность 
A-/>(HVHo)A = 

= [А—Я(Я-)А]-[Р(Я'уЯ0)Л — Р(Я0)Р(Я^Я0)А], 
A6H1VH0, 

будет ортогональна H'VHo и H2VHo> т. e. H'VHo будет 
расщепляющим для HiVHo и H2VHo. По тем же соображе­
ниям расщепляющим будет и пространство H-=(Я'VHo)VH". 

2. Рассмотрим случайное поле H(S), SGy. на регулярном 
локально компактном топологическом пространстве О со счет~ 
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ной базой, определенное на системе у, которая состоит либо* 
из всех областей ScG, либо из таких областей S. 470' 
S или дополнение SC.— G \ S —компакт (ср. п. 4° § 1). 

Для любого множества SCG с компактной границей поло­
жим 

# + (S ) -=n t f (S e ) . (2.5) 
где пересечение берется по всем окрестностям S 8 замыкания-
Ŝ  множества S; очевидно, здесь можно взять пересечение 
лишь по некоторой последовательности окрестностей SE, 
nSE—S. 

Пусть непересекающиеся открытые области S, Тбу ш 
компакт Г таковы, что 

SUTU-T — G; 
условимся говорить, что Г есть граница, разделяющая области-
5 и Т, а сами эти области будем называть для краткости в з а ­
имно д о п о л н и т е л ь н ы м и . Пусть yo-̂ Y — некоторая сис­
тема взаимно дополнительных областей. Случайное поле назо­
вем м а р к о в с к и м для системы yo, если.для ее любых взаим­
но дополнительных областей S, Т с разделяющей границей Г 
подпространство Я+(Г) расщепляет H(5) и Н{Т). 

Будем говорить, что область 5 расщепляет области S\ и 52,. 
если H{S) расщепляет Я (Si), H(S2). Отметим, что если So рас­
щепляет 51 и S2> то всякая область S-.2S0 такая, что 

Sg(Si и So и S2). 
также расщепляет S- и S2> поскольку 

Я (S) = Я (S! П S ) V H (So) V H (S П 52) 
(см. (1.3)). 

Случайное поле будем называть сильно м а р к о в с к и м 
для системы Yo> если для ее любых взаимно дополнительных. 
областей S, Т с разделяющей границей Г всякая окрестность.. 
Г8 расщепляет S и Т; эта терминология оправдывается тем, 
что сильно марковское свойство влечет марковость в опреде­
ленном выше смысле, так как вместе со всеми 7/(Ге) рас­
щепляющим для пространств II(S), Н (Т) будет и пересече­
ние 7/+ (Г) = DH(re)> которое можно взять по некоторой по­
следовательности стягивающихся окрестностей ГЕ, ПГ8 = Г. 

Для краткости будем называть взаимно дополнительные-
области S, Т с разделяющей границей Г марковскими , 
если всякая окрестность ГЕ расщепляет S и Т. 

3. Пусть S, Г-взаимно дополнительные марковские облас­
ти с разделяющей «границей» Г. Тогда, в силу аддитивности. 
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н̂ашего случайного поля, любая окрестность Гв расщепляет не 
только S яТ, но также 5иГ е и ТиГ8> что равносильно ус-
.ловиям 

Я(5иГЕ)ПЯ(ТиГЕ) = -'-г(Гг). (2.6) 
Я ( 5 и Г е ) 1 ± Я ( Т и Г г ) 1 . 

тде Я 1 означает ортогональное дополнение к соответствую­
щему подпространству Я в пространстве 

H{G) = H(S{jTs)VH (ТиГЕ) 
• (см. (2.2)). 

Свойство марковости областей S, Т можно выразить ука­
занным ранее равенством (1.11). Действительно, из соотноше­
ния (2.6) получаем, что 

#(5иГ е)=#(Г 8)©#(ТиГ 8)Х . Я(ТиГЕ) = 
=Я(Г8)©Я(5иГ8)х> 

•откуда 

р(5иГ8)я(ТиГ8)=я(ГЕ); 
-с другой стороны, из приведенного выше равенства (1.9) выте­
кает, что подпространство Я (Т [J ГЕ)9Я (Г8) ортогонально 
.H(S\]YS) и Я(ГЕ), т. е. Я (Г8), расщепляет Н {S []ТВ), 
•Н (Т U Ге). Видно также, что (1.11) равносильно «симметричному» 
равенству 

Р (Т U ГЕ) Я (S [J ГЕ) = Я (ГЕ). 
Обратимся к пространствам типа (2.5). В случае марковских 

.S, Т каждое пространство Я(ГЕ) является расщепляющим 
для Я+(5[]Г6) и Я+(ТиГ6) при Г-эГ5. 

Следовательно, расщепляющим для Я+(.5 |jrs), Я+(ТиГ6) 
будет и пространство 

я+(Гв)=пя(П 
.где пересечение берется по всем окрестностям Г8:эГа, что 
равносильно аналогичным (2.6) условиям: 

Я+(5иГв)ПЯ+(^иГ6)=Я+(Г6). 2 

•С другой стороны, если Я+ (Г6) является расщепляющим соот­
ветствующих Я+(5иГ6)> Я+(ТиГл) для некоторой полной 
10 



•системы окрестностей Га, то при Г*с— Г8 пространство 
Я (Ге) = Я [ГЕ П (S U Г9)] V # [Г8 П (Г U Г5)] 

•будет расщепляющим для #+(SUT5) и H+(T\jY6) так же, как 
и для 

Я (5 U Г8)=-H+ (S U Г6) V H (Г8). 
Я (Т U Г8) = Я + (Т U Га) V H (ГЕ) 

(см. (2.4)). 
Таким образом, условия марковости (2.6) и (2.7) эквивалентны. 
Так же, как и при выводе условий (2.7), легко убедиться, 

что для марковских областей S, Т пространство 
Я+(Г) = П Я(ГЕ) 

гЕзг 
•является (минимальным) пространством, расщепляющим 
/ / + (S | j r ) и Я+(Тиг)> что ПРИ равенстве 

Я(О).=Я+0-- ,иГ^Я+ ( - -иГ) (2.8) 
равносильно условиям 

Я + (Г)—Я + (5иГ)ПЯ,(ТиГ) . 
F/+(Sur)J-±H+(Fur)1- { } 

<см. (2.2), (2.3)). 
Вообщг говоря, условия (2.9) слабее, чем (2.6)- (2.7), но 

в предположении, что для любой области Q0, TczG0czG, спра­
ведливо равенство 

Я(00)—Я(00П5)УЯ+(Г)УЯ(00ПТ), (2.10) 
условия (2.9) равносильны условиям марковости (2.6)-(2.7). 

Действительно, если Я+(Г) расщепляет Я + ( 5 и г ) и 

Я+(ГиГ)> то пространство Я (Г6), в силу равенства (2.10), 
при О0-=Га будет расщепляющим для Я (5) и Н (Т), а также 
и для 

Я (5иГ й )—Я0?)уЯ(Г а ) , Я(ТиГй)==Я(Т)УЯ(Гв). 
Таким образом, если равенство (2-10) выполняется для всех 

взаимно дополнительных областей S, Т с разделяющей грани­
цей Г из соответствующей системы y0, то свойство марковости 
и сильной марковости (для yo) эквивалентны. 

Очевидно, равенство (2.10) всегда выполняется для «обыкно­
венных» полей | ( 0 , №6, когда Я(5) определено для любого 
•5<=G как замкнутая линейная оболочка соответствующих вели­
чин £,{t), tQS, в рассматриваемом нами гильбертовом простран­
стве Н, 

Пусть S, Т~маркозские области с границей Г. Пред­
положим, что для любой окрестности Ге найдутся марковские 

U 



же S1c:S- и Т1 с границей Г-CS П Г*. Тогда область 5ПГе = 
= Г1 будет расщепляющей для Si и F1, а также для 
-S^S-Uri и Т<^Т\- Отсюда следует, что расщепляющим для 
H(S) и Н(Т) будет пространство 

Я+(Г-)=ПЯ(Г1). (2.11> 
где пересечение берется по всем полуокрестностям Г1 грани-
цы Г. Аналогично, при условии, что найдутся марковские S1 
и Т1сгТ с границей Г-С.ге — ГПГ8' расщепляющим для Я (S) 
и Н(Т) будет пространство 

Я+(_Г)-=ЛЯ(_Г'). 
Назовем границу Г регулярной, если 

tf+(SUr)-H(Sljr). Я+(ТиГ)—Я(ТиГ). (2.12> 
4. Покажем, что для марковских областей граница Г 

является регулярной тогда и только тогда, когда 
Я+(Г-)=Я+(_Г) — Я+(Г). (2.13) 

Действительно, для регулярной границыЯ+(Г)-=Я(5 U Г) U 
U Я (Т U Г) является минимальным пространством, расщепля­
ющим Я(5иГ) и Я(ТиГ)> так что расщепляющие Я+(Г_),. 
Я+(_Г)<=Я+(Г) совпадают с Я+(Г). С другой стороны, если 
Я + (Г_)сЯ (Т U Г) и Я+(_Г)сЯ(5иГ)> что имеет место при 
условии {2.13), то 

я {S и Г г)=н (S и Г)©1Я (_ге)ея+ (_г), 
я ( г иГ8)=я (г и Г)©[я (Г1)ея+(Г_)], 

где 
п [я (_г-)эя+ (_r)j=0, п [я (гt ) ея + (г_)]=о. 

откуда непосредственно следуют соотношения (2.12). 
5. Нам будет полезным следующее определение. Назовем: 

некоторое случайное поле Я* (S), SGy, ортогональным 
для системы Y0CY, если для любых ее взаимно дополнительных 
областей S и Т с разделяющей границей Г 

Я*(5\Г)_1_Я*(Г\Г). (2.14> 
Ясно, что если точки tlt t2QQ разделяются соответствую­

щей границей Г, t i6S\T и ^ 6 Т \ Г , то в случае ортогональ­
ного поля найдутся такие окрестности if и t\, что 

Н*(Ц)±Н*(Ц). (2.15) 
Выполнение условия (2.15) для достаточно малых окрестнос­

тей влечет (2.14). Действительно, всякая область SCO может 
12 



•быть представлена как предел 
S = 1im5-e 

некоторой последовательности относительно компактных облас­
тей типа 

S-E = G\(S0"E, (2.16) 
где Sc — Q\S означает дополнение к множеству S. Каждый 
из компактов (5\Г)-В, (Г\Г)~В допускает конечное покрытие 
соответствующими окрестностями tfczS и tEcr.7\ для которых 
подпространства Н* (t\) и Н* {tf) ортогональны, так что 
H*(5\r)=--VH*(ti) и H*(r\r) = VH*(t.l) также ортого­
нальны. 

6. Для любой области Scry положим 
H * ( S ) - # + ( S c ) x - S ' = G \ S ; (2.17) 

в случае, когда монотонное семейство Н* (S), Scy, является 
аддитивным и непрерывным, назовем его с о п р я ж е н н ы м по­
лем к H(S), Scy. 

Отметим, что исходное поле является сопряженным к свое­
му сопряженному полю: 

H{S) = H+(S')-L. (2.18) 
Действительно, для подходящей последовательности облас­

тей типа (2.16) мы имеем 
# ( S ) = v H + ( S - 8 ) , 

где 
H+(S-E)=tf*[(S<0E] \ 

vH* [(S'rl1-! п H* [(^)Е]}х=я; (So1-
Предполоншм, что существует сопряженное поле H*{S), 

Scy, т. е. определенное равенством (2.17) монотонное семей­
ство является аддитивным и непрерывным. Тогда для любых Sv 
•S2Cy имеем 

Я + (5 1 )ПЯ + (5 2 )=Я*(0 \5 1 ) - -ЛЯ*(0 \5 2 ) - -— _ 
---.[#• (G\A)VH* (G\S2)]-- = H* [G\(S1 П 52)]-- = Я + ( ^ П S2)-

Отметим, что если справедливо указанное выше равенство: 
# + ( S . ) n H + ( ^ ) — H+(S..nS2) (2.19) 

для любых Si, S26y» то выполнено первое из условий сильной 
марковости (2.7), а именно, 

Н+ (S U ГЕ) П H+ (Г U Г') = Я + (Г*). 
13 J 



поскольку топологическая граница dS взаимно дополнительных 
областей 5, Т содержится в ГсГ 8 и 

s и r----.su г5". пТГ"8—ТиГ"е. 
Второе из условий (2.7), в более сильной форме выраженное 

вторым условием (2.9), означает ортогональность сопряженного 
поля для системы у0: 

Я * ( 5 \ Г ) = Я + ( - Г и Г ) 1 ± Я + ( 5 и Г ) 1 — Я * ( - " \ Г ) 
при любых S, TQy0. 

Кроме, того, если система у0 отделяет точки пространства 
О (т. е. для любых ti=^t2 найдется пара взаимно дополнитель­
ных областей 5, Т£у0 с * . е 5 \ Г , -26-"\Г), то Я* (tJ)J_tf*(.-§) 
для достаточно малых окрестностей и, как уже фактически от­
мечалось (см- предыдущий п. 5) это влечет ортогональность 
сопряженного поля для всех взаимно дополнительных областей 
S, Т: 

Н* (S)±H* (Г). (2.20> 
Мы. приходим к следующему результату. 
Теорема . Случайное поле является сильно марковским для: 

системы уо взаимно дополнительных областей S, Т с разделяю­
щей границей Г тогда и только тогда, когда сопряженное поле 
является ортогональным (для этой же системы). В случае, 
когда система уо отделяет точки, свойство сильной марковости 
распространяется на все взаимно дополнительные области S, 
Гбу. 

В дальнейшем для разных классов случайных полей будет 
исследован вопрос о существовании и структуре сопряженных 
полей, что позволит нам дать эффективное описание различных 
классов марковских полей. 

7. Рассмотрим поле Н (S), SczG, в некоторой области GcRd 

с границей dG=Y; будем считать, что dG содержит условную 
«бесконечно-удаленную точку» в случае, если G является неог­
раниченной. 

При наличии сопряженного поля Н* (S), ScG, мы имеем: 
H+(dG) — nH( r 8 ) = [V#(G--)]-----0, (2.21) 

где ГЕ есть дополнение к компактам G~e, в сумме дающих всю 
область G. 

Вообще, при условии 
Я+(<ЭО) = 0 

поле называют р е г у л я р н ы м , а в случае 
/-/+(<?C)=tf(G) 

сингулярным, 
Хорошо известно, что всякое поле может быть разложено в 
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ортогональную сумму регулярной и сингулярной компоненты.. 
Именно, исходя из разложения 

А = РА + ( / -Р )А , 
где Р — оператор ортогонального проектирования на Н+(дО), , 
можно ввести замкнутые линейные оболочки Ha(S) и HP(S) 
элементов Ph и (I — P)h, h&H(S): 

Ha(S)=P7T(S), HP(S) = (I — P)H{S). (2.22) 
Очевидно, так построенные семейства Ha(S) и HP(S), ScG, 
являются . соответственно сингулярным и регулярным полями,. 
поскольку 

Я (Г-) - Я+ (dG) ©Hp (Ге), На (Г-) = Я + (dG) 

H+ (dG) ± \ П Яр (Г*)] СПЯ (Г-) = Я + (50). 
Если исходное поле является (сильно) марковским, то этим\_ 

же свойством обладают его регулярная и сингулярная компо­
ненты. Уточним, что речь идет о (сильной) марковости для не­
которой системы у0 взаимно дополнительных областей S, Т с 
соответствующей разделяющей границей Г, одна из которых 
(скажем. Г) относительно компактна и TcG. 

Чтобы установить (сильную) марковость каждой из компо­
нент (2.22), обратимся к разложению 

Р (Se) А = Р [Р (Se) h] ®(I-P) [P (Ss) h\, 
в котором 

P [P (Se) /z] = P (SE)[PA] = PA, 
а 

(/ — P) [P (5e) A] = P (Se) [(/ - P) h] 
совпадает с проекцией элемента (I—P)h на подпространство 

tfp(s-)=H(S-)eHa(s-) 
— ортогональное дополнение к На (5£) — Я+ (dG) в подпростран­
стве Я (5s). Для /гбЯ (Г8), согласно свойству (сильной) марко­
вости, 

Р (Se) РА©Р (S8) [(/ - Р) Л] 6Я (Г8) _ Я „ (ГЕ) ©Яр (Т-), 
откуда непосредственно следует, что 

р (5«) рАе//0 (ГЕ). Р (SE) [(/ - р) л] е я р (ге). 
В итоге получаем 

Pa (SE) PH (ГЕ) = Р Я (ГЕ) = На (Т*) СНа (Г8). 
Рр (5е) (1 — Р)Н{Т*) с Я р (Т-). 

что и означает сильную марковость обоих компонент (2.22). 
15-



Во всем дальнейшем мы будем рассматривать обобщенные 
случайные поля |(и), ибСо°(0); напомним, что соответствующие 
Н (5) для каждой области SCS определяются как замыкание 

/ всех величин £(и) с носителем suppaCS. 
Отправляясь от произвольных ортогональных между собой 

«(сильно) марковских полей сингулярного \\ (и) и произвольного 
Ы«)> «6Co°(G)> образуем их сумму 

£(«)-=Ei(a)®M«)-
Как уже фактически было установлено выше, при условии 

Hi(G)cH+(dG), (2.23) 
мы получим (сильно) марковское поле •!;(«), w6C-°°(G). Этот 
простой факт будет использован в дальнейшем для построения 
сильно марковских обобщенных решений стохастических диф­
ференциальных уравнений с заданными граничными значе­
ниями. 

8. Понятие расщепляющего пространства вполне аналогично 
введенному в [26] и теперь хорошо известному ПОНЯТИЮ рас­
щепляющей о-алгебры (свойство Я быть расщепляющим для Н\ 
и Я2 в случае гауссовских величин с нулевым средним означает 
условную независимость #1 и Яг относительно Я). 

Соотношения (2.9) многократно появлялись как критерий 
или даже определение марковости (см. :[3, 21, 23]), которая по­
нималась в том смысле, что Я+(Г) расщепляет Я+(5) и Н+(Т) 
(здесь Г — топологическая граница); при этом первоначально 
упускалось из вида, что равенство (2.8) может нарушаться для 
•обобщенных полей (впервые это равенство в качестве дополни­
тельного условия было введено в [4]). 

Термин «сопряженное поле» («dual field») появился в рабо­
тах [23, 4], но содержание его существенно различно. В [23] 
рассматривалось поле, называемое нами в дальнейшем биорто-
гональным — см. § 3; этот тип случайного поля появился впер­
вые в [3], где удачно был введен и сам термин «биортогональ-
ное поле». Ближе к нам понятие сопряженного поля, данное в 
[4]; отличие, которое делает наше сопряженное поле эффек­
тивным инструментом для изучения свойства марковости, яв­
ляется условие его аддитивности. 

Разложение (2.22) на марковские компоненты впервые рас­
сматривалось в [17]. 

§ 3. Биортогональные поля и условия сопряженности 

1. Пусть £{t)t |if6G,— (одномерное) слабо непрерывное слу­
чайное поле в d-мерной области G^R-, рассматриваемое как 
функция векторного параметра t= (l\,..., td) в гильбертовом 
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пространстве Н случайных величин | , E | | | 2 < o o . С ним можно 
связать обобщенное поле 

l { u ) ^ l u { t ) i { t ) d t , weCo°°(G), 
где, напомним, Со° (О) есть пространство бесконечно диффе­
ренцируемых функций u=u(t) с компактным носителем 
suppuczG. Это обобщенное поле будет сильно непрерывным 
в топологии Со° (G), что вытекает из ограниченности на каж­
дом компакте нормы ЦЩ^Ц; здесь и далее, | | | | | означает 
норму £6H: ||{xi}||==l/"E]TF- При этом для любой области ScQ 
замкнутая линейная оболочка величин £(t), iQS, совпадает 
с замкнутой линейной оболочкой величин £(#), suppM{subset}5. 

Говоря о пространстве GT (G), мы имеем в виду, что оно 
наделено обычной топологией, которая определяется системой 
•окрестностей вида 

{«:suppMc:G-0K, ||a||/<e}F 
где е>0, i = 0, 1. . . . , 

H e l l ? - 2 II-Э*-*IIя. 
1*К-

||Г^и|| = | |£> А и| 2 ^, 
а 

v dt**... dtk/ 
k = (kx kd), Ikl — ki-f . . . +k d , 

и область GX0KcG является ограниченной. 
Обратимся к произвольному обобщенному полю со значе­

ниями в гильбертовом пространстве Н\ его можно представить 
себе как 

£(«)--=/и, иеСо°°(С). (3.1) 
где / — линейный непрерывный оператор из Со° (G) в И; как 
и раньше, для области 5 c Q обозначим Н(S) замкнутую 
линейную оболочку величин 1(a), suppwcrS, и для любого 
множества S cz Q положим 

H+(S)=[]H(Se), 
где пересечение берется по всем окрестностям Se замыкания S 
в области G. 

В соответствии с данным ранее определением, будем назы­
вать случайное поле (3.1) м а р к о в с к и м , если для любой 
области S с компактной границей dS — Г и дополнительной 
областью T = G\(S\JT) таких, что одна из областей S, Т 
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является ограниченной, пространство Н+ (Г) расщепляет Н {S} 
и Н(Т); будем называть поле с и л ь н о м а р к о в с к и м , если 
любая окрестность Vs расщепляет S и Т, т. е. Н (ТЕ) являет­
ся расщепляющим пространством для Н (S) и Н (Т). 

Отметим, что всякое унитарное преобразование в нашем 
гильбертовом пространстве Н случайных величин | , E | | | a <oo- . 
(в частности, преобразование обыкновенного поля !(•-), ^G, в-
комплексно-сопряженное поле £(/), t&G) сохраняет свойства 
марковости. 

Мы знаем, что свойство СИЛЬНОЙ марковости можно выразить 
условиями (2.6) — (2.7), а в случае обычных полей — условиями 
(2.9). Как уже отмечалось во введении, условия (2.9) в случае 
произвольного обобщенного поля уже не гарантируют сильную-
марковость, что связано с нарушением равенств (2.10). Однако 
для обобщенного поля всегда справедливы равенства (1.9) — 
(Г 10), а именно, 

H (US*)=VH (5*) , 
где S/., k — \,2 —произвольные области в О. Действи­
тельно, включение \ZH(Sk)cH(S), S=[jSk, очевидно, а для 
любой функции a6Go°(G) с носителем suppMcrS найдется 

п 

конечное покоытие (J Sj z^suppa компакта suppa с «разложе-
нием единицы» 

2^(2?) = 1, tQsnppU, 

(aft6Go° (G). supp % c S]k), 

которое дает нам 
л п 

И = 2 U'UI" ^ (") = 2 I (И'Ий)б\/Я (•->;*). 

так что H{S)c\jH{Sk). 
2. Следуя [2, 3], будем называть обобщенное поле 

£*a -Za , aeO°(G) (3.2) 
б и о р т о г о н а л ь н ы м нашему основному полю (3.1), если 

(£(й), Z*{v)) = (Iu,Lv) = Ja(t)йДОоГ*. и, г»бС"(0), (3.3) 
и 

H{G)=H*{G); (3.4) 
здесь и далее Я* (S) означает замкнутую линейную оболочку 
величин I* (и) с носителем suppa в соответствующей облает т 
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S c O , а в равенствах (3.1), (3.2) напомним, / и L —линейные 
непрерывные операторы из Со°(0) в Н. 

3. Обратимся к так называемому пространству с воспроиз­
водимым ядром V (О), которое состоит из обобщенных функций 
z> ,=-(«, v), ttGC™(G), вида 

(и,«) = (|(и),т1), i-eH(G). (3-5) 
Формула (3.5) дает нам изометрическое соответствие 

•?э<=и- (3.6) 

между Г1 (G) и гильбертовым пространством V(G), если в по­
следнем скалярное произведение введено как 

0»i. г>2)£---(-Ь, lb). (3.7) 
Предположим, ЧТО имеется биортогональное поле (3.2). Тогда. 

отождествив элемент •V^CQ' (G) С обобщенной функцией 

(a, •o) = Ja ( i ) -o ( t )d t , u£C~{G), 

мы получим естественное вложение С" (G) в пространство V (G), 
определяемое унитарным изоморфизмом (3.6): 

ч)*+1* (v), veCo{G), ' (3.8) 
поскольку, согласно формулам (3.3), (3,5), 

(£(»), £*(«)) = (й, v), иеСо°°(С); 
при этом гильбертово пространство V (G) совпадает с замыка­
нием C(T(G) относительно скалярного произведения (3.7), ко­
торое задается корреляционным функционалом 

В* {и, *») =-(£"(«)• I* (<•)) = (". "O)L\ tL, ^6C0
M(G), (3.9) 

биортогонального поля (3.2). 
Обратно, если пространство V(G) таково, что оно в указан­

ном выше смысле содержит C-™(G) и последнее плотно в 
V(G), то обобщенное иоле g*(f), u6Co°°(G), определяемое соот­
ношением (3.8), является биортогональным к нашему полю 
(3.1). 

4. Для простоты обозначений во всем дальнейшем будем 
считать, что взаимно дополнительные области S и Т = G\ 
\ ( S l j r ) имеют общую границу Y — dS. 

Из равенства (3.3) следует, что 
#* (S)c t f + ( r ) - - . (3.10) 

Действительно, если suppwCS, то s u p p « c S - e для некото­
рой окрестности Ге, где S- e -взаимно дополнительная область 
к Ге, и величина I* (и) ортогональна / / (Г е ) з / / + (Г ) . 
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Имея ввиду изоморфизм (3.6), можно сказать, что 
H+(T)^V{v:suwvcG\T*} (3.11) 

е>0 

есть замкнутая линейная оболочка обобщенных функций 
v£V(G) c носителем suppi)C(G\7-), поскольку 

#+(r) . - -Vtf(~E)-L, 
где, согласно определению v£V (О), 

H(T*)^V{v:suvpvCG\T*}. 
Значения £*(«)> uQC™(G), биортогонального поля (3.2) 

ПЛОТНЫ в H(G) и, следовательно, функции a6G^(G) плотны 
в ^(G). Будет ли всякая обобщенная функция v^V (G), 
supp^crGXTS пределом некоторой последовательности функ­
ций K„GGo°°(G). supp«„cS? 

В случае, когда ответ на ЭТОТ вопрос положителен, мы 
имеем 

Я + (Т) - - -Я*(5) . (3.12) 
Назовем поле (3.2) с о п р я ж е н н ы м к полю (3.1), если 

равенство (3.12) выполняется ДЛЯ любых взаимно дополнитель­
ных областей S и T—G\(SUT) с границей Г = <Э5 таких, что S 
или Т ограничено. 

Как мы знаем (см. (2.18)), понятие сопряженности является 
взаимным: поле (3.1) является сопряженным к своему сопря­
женному полю (3.2), и, таким образом, 

Я*+(Т)--=Я(5). (3.13) 
Отметим, что при наличии сопряженного поля 

Я + (Г) = Л Я,, (Г8) - [ U Я* (G \Т-)1-- = Я * (S U ТУ. (3.14) 
Вопрос о сопряженности биортогональных полей (3-1), (3.2) 

имеет для нас особую важность в случае, когда оператор L в 
формуле (3,2) является локальным в том смысле, что 

(Lu,Lv) = 0 (3.15) 
для любых функций и, в б С" (G) с непересекающимися носите­
лями, иначе говоря, когда (3.2) является полем с ортогональ-

• ными значениями. Общий локальный оператор может быть 
.охарактеризован в терминах билинейной формы (Lu, Lv), 
имеющей следующее представление: 

(La, Lv) = j ^ bkjDku (t) DJv (t) dt, u,vQC~(G), (3.16) 

•где bhj(t) —такие локально интегрируемые функции, что в каж-
• дой ограниченной области лишь конечное число из них отлично 

от нуля (см. [1]), 
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Вопрос состоит в следующем. Пусть V{G) = Vi(G)~-замы­
кание пространства C™(G) относительно нормы 

IMLHI^I I . -eCo"(G), 
и vQVL(G) есть обобщенная функция с носителем supplier 
c.G\TR, T = G\S. Существует ли последовательность vn£-
6Co°(G), suppti-jCS, сходящаяся к г- в пространстве VL(G)? 

5. Укажем несколько вспомогательных условий, при которых 
биортогональные .поля (3.1), (3.2) будут сопряженными. 

Лемма 1. Предположим, что оператор умножения на функ 
цию wQC"(Rd) является ограниченным в пространстве V L(G): 

\\w-u\\L<C\\a\\L, u6C0°°(G). (3.17) 
Тогда выполняется условие сопряженности (3.12). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим произвольный элемент 
vQVL(G), suppVCXJ\TB, И сходящуюся к нему последователь­
ность функций и„бСо°(0) —такая последовательность существ 
вует, поскольку пространство Со° (G) плотно в VL(G). Пусть 
область S ограничена. Возьмем такую функцию яубС™ (R-*), 
suppracR'-xf. что oy(t)>0, w(t) = 1 при tQG\Ts, и положи;/ 
vn = w-un. Согласно условию (3.17), 

IKIL<GII"*li.:<Gi. 
поскольку сходящаяся последовательность и„; п—1,2, . . . . 
является ограниченной. Кроме того, для любого ибСо° (С) 

(и, ю^} = (иш, un)^-(aw, i)) = («, v), 
так как uw(t) = u(t) при t^,G\TB и supp vc:G\TE. По поводу 
указанной сходимости отметим, что 
(и, «„)•=(£ (и), Чп) = (щГип)г.~»(иь V)L = (4U), т])-(и, -у), u&C?(G), 
где т]„, т] —величины из пространства Н (G), отвечающие по 
формуле (3.6) элементам и„, vtyL{Q), а элементы u^VL(G) 
отвечают величинам £(«): а.Щ(и), причем элементы и£: также 
как и величины г-(и), uQC™(G), образуют полную систему. Мы 
видим, что последовательность vn£Vz(G), supp^cS , слабо 
сходится к элементу v£VL(G) и, следовательно, v принадле­
жит замкнутой линейной оболочке элементов ч)п, что и требо­
валось доказать. В случае неограниченной области S, когда 
ограниченной является дополнительная к ней область Т, дока­
зательство аналогично —нужно взять такую_функцию w£C™(Rd), 
suppte)CRd\S-e, что w(t) = \ при t&T6, Гбс=ТЕ, и положить 
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v.n^un~wan. Последовательность vneC™(G), suppt)„c5, будет 
слабо сходиться к элементу v в пространстве VL{G). 

Отметим, что поскольку условие сопряженности является 
взаимным для (биортогональных) полей (3-1) и (3.2), то оно 
будет иметь место, если условие (3.17) выполнено относительно 
нормы 

II " I I /= 11/а ||, aeCT(G). 
Обозначим VA(G) пополнение С™(О) относительно соот­

ветствующей нормы ||и||д, где A = I, L. 
Пусть G==R-, так что определен оператор сдвига т,: 

Лемма 2. Предположим, что относительно обеих норм 
|и||Д; A — / . L. операторы сдвига xs ограничены при достаточ­

но малых s, | s | < 8 : 
| | т„и | | л<С| |и | | л , ггбС0

м(О). (3.18) 
Тогда выполняется условие сопряженности (3.12). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим ограниченную область S 
и обобщенную функцию v£VA(G) с носителем supp~jcG\r 8 , 
где ТЕ есть е-окрестность области Г. 

Пусть wn; п=\, 2 , . . . , есть стандартная «б-последователь-
ность» неотрицательных симметричных бесконечно-дифференци­
руемых функций с носителями в окрестности | s | < 6 < е; положим 

vn{s) =r-7j*wn(s) = (x_sti)n, v), .seC 
Мы имеем i)„6C™ (G), supp z)„c5 и 

(и, vn) = (wn*u, v)-+(u, v), ueC™(G), 
так как для всех производных 

D" (wn*u) = wn*Dku^- Dku 
равномерно на каждом компакте. Если мы покажем, что после­
довательность vn, «.= 1, 2 является ограниченной: || ^n Л.4<-- С", 
то тем самым будет установлено, как это было сделано в 
лемме 1, что она слабо сходится в соответствующем гильбер­
товом пространстве VA(G)> причем ее пределом будет исходная 
функция "OGVA (G), которая в силу этого обстоятельства должна 
принадлежать замкнутой линейной оболочке функций •»„6G"(G), 
s u p p l e S . Мы знаем, что функция VQVA{G) есть предел неко­
торой последовательности MmGCg°(G); m = \, 2 Покажем, 
что функции 

««*-«-= \ ™п (S) 1*-*ат] ds&C™ (G) 
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яри m{to} oo слабо сходятся к Г)П0УА(О)- Мы имеем 
(и, um*<wn) — (u*wn, um)-^(a*wn, •!))==(«, v*wn), u<tC™(G). 

Далее, функция At_sum, s6Rd> является сильно непрерывной в 
•гильбертовом пространстве Н и 

\ wn (s) [Ar_sum] ds = A j wn (s) [x^um] ds, 
«откуда, согласно условию (3.18), 

|| um*wn \\A = || j wn (s) [A-(_sum] ds J < 

< sup || Ax_sam || • f | wn (s)\ ds < С || ит | |л < Gi. 
i*i<e -

поскольку сходящаяся последовательность ат, т — \, 2,. • • > 
является ограниченной. Из полученного неравенства вытекает 
•ограниченность элементов юп: 

| | ^ А < s u p || «,„*©,, | | < С - . 
т 

Таким образом, имея дело с оператором A=L, мы установили 
равенство (3.12) для ограниченной области 5. В случае неогра­
ниченной 5, можно обратиться к ограниченной дополнительной 
области Т и оператору А=1, по отношению к которым мы фак­
тически установили справедливость равенства 

Н*+ (5)-- = / / (Г), 
которое также выражает условие сопряженности, если в исход­
ном определении поменять местами наши ПОЛЯ (3.1) — (3.2) — 
как мы знаем, из указанного равенства (для всех ограниченных 
Т&у) вытекает, что 

Я+(Т)-- = Я*(5) 
(см. (3.13)). 

6. При наличии сопряженного поля (3.2), для любых обла­
стей Tk, k = l, 2, . . . , рассматриваемого нами типа справедливо 
•соотношение: 

nH+(FS) = [VH*(SA)]J- = H*(USft)1. (3.19) 
Отметим, что если области не принадлежат к нашему типу, 

•скажем, если области Th и дополнительные области Sh — 
= G \ (ТлиГ) являются неограниченными, то равенство (3.19) 
может нарушаться. Для примера укажем броуновское движение 
1т(О, -'GR1, на прямой R1, которое при «начальном» условии 
"11(0) =-0 происходит независимо с течением времени £{to}±{infty}; 
•сопряженным к нему будет обобщенный процесс вида 

/5(«)=jw'(od'/i(0. »eCoe(R1). 
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для которого, скажем, оба пространства 
Я + ( — оо, s) и Я + ( — е, {infty}), 

8>0, содержат величину т)(е)—1-(—е), ортогональную простран­
ству Н+{—s, el-

7. Отметим, что наличие биортогонального поля (3,2), в си­
лу соотношения (3,10), позволяет следующим образом выразить. 
необходимое условие сильной марковости: задающий биортого-
нальное поле (3.2) оператор L должен быть локальным. Более 
того, это условие остается необходимым для (сильной) марко­
вости основного поля (3.1) по отношению к любой системе 
взаимно-дополнительных областей S, Т с границей Г = 
= G\(SU7'), разделяющей точки в пространстве G — см. теоре­
му § 2 (как пример, можно указать систему всех полупрост­
ранств в пространстве G = Rd). 

В случае, когда выполнено условие сопряженности (3.12),,. 
в частности, при условиях (3.17) или (3.18), имеет место сле­
дующее предложение, являющееся перефразировкой теоре­
мы § 2. 

Теорема . Для сильной марковости случайного поля (3.1) 
необходимо и достаточно, чтобы задающий сопряженное поле 
(3.2) оператор L был локальным. 

8. Как уже отмечалось, понятие биортогонального поля было 
введено в [3]; в связи с условием марковости такие поля рас­
сматривались в [23]. В этих работах оставался совершенно 
открытым вопрос об условии сопряженности (3.12), без кото­
рого использование биорготогонального поля ничего не дает для 
достаточных условий марковости. Будет ли всякое биортого-
нальное поле (3.2) с локальным оператором L сопряженным к 
(3.1)? Насколько нам известно, до настоящего времени этот 
юпрос является не решенным. 

Отметим еще, что наличие биортогонального поля равносиль-
ю указанному в п. 2 вложению C0

c°(G)-{to}V(G); такое вложение 
юслужило основой для исследования свойства марковости в 
[28]. 

§ 4. Однородные сопряженные поля и условие марковости 

1. Однородное (иначе, стационарное) обобщенное поле £(«)*. 
uQC^(Rd), характеризуется тем условием, что операторы Us: 

Utl(u) = l(rttt), 5€Rd. (4.1) 
где •zsu(t) = u(t-\-s), tQRd, являются унитарными в пространст­
ве Н (Rd). Имеет место спектральное представление 

I (и) = Г и (X) йФ (X), и (А) = J вш и (t)d1, (4.2> 
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где с1Ф(%), X6R". —стохастическая мера с ортогональными 
значениями, и пространство N (Rd) состоит из всех величин; 
вида 

7.= Г ср(^Ф(.\), Г I Ф <Х) |Я dF (к) <ОО, (4.3> 

где dF(k)=E\dO(X)\2— так называемая спектральная мера 
обобщенного однородного поля (4.2) (см., например, [1]). 
Спектральное представление (4.2) тесно связано со спектраль­
ным представлением для (непрерывной группы) унитарных 
операторов £/„, seRd, определенных равенствами (4.1), а именно,. 

#W=--i-^(a), 
U (А,) 

где dE%, %£Rd, -соответствующее спектральное семейство-
проекционных операторов. При этом пространство Н (Q) совпа­
дает с замкнутой линейной оболочкой величин 

U& (и) = j еши (к) d® (к), t{in}Rd, 

для любого фиксированного ивС^(0), и=-=0, что вытекает из 
полноты семейства еЛ1и(Х), teRd, в .^-пространстве всех 
функций Ф(Х), X&Ra, удовлетворяющих условию (4.3). Это 
обстоятельство позволяет получить (аналогично тому, как это 
сделано для стационарных процессов в [9]) следующий резуль­
тат: если обобщенное поле |* («)6H(R-f)> uQC™(Rd), стационар­
но связано с нашим основным полем, т. е. 

ив1*(и) = г*(хяи), aeC~(R-0, (4.4) 
то в -его спектральном представлении 

.;*(«)-= Ги(Х)йФ* (Я,), u(k)=\eattt(t) dt, (4.5> 
мы имеем 

d<b*(\)=y(\)d<&{X), (4.6> 
причем Н* (Rd) = H (Rd) тогда и только тогда, когда функция 
7(Я,)=т--0 почти всюду относительно F(d\). 

2. Предположим, что имеется биортогональное поле J-* (и), 
M6Go"(Rd). Из равенства (3.3) непосредственно видно, что* 

(| (и), Usl* (v)) = (и_Л (и), I* И ) = (£ (r_sti), I* (v)) = 

--=(£(«)• S*(-V»)). 
т. е. биортогональное поле является стационарно связанным: 
с основным полем |(и), u£C™(Rd), и согласно (4.5)-—(4.6),. 
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допускает представление 

l*{u) = $u(X)y<}.)dQ(%), 

-где y(3t)-7-50 п. в. Мы имеем 

( | (и), |* С-» =— j" и M ^ W Т~М <*F W — 
= ^ (*) ̂  d* == ——--- J й (x,) v (%) d%, 

•откуда следует, что 
y~(XJdF(X) = -~-d%, Y(A-)>0. 

•Очевидно, существует спектральная плотность 

f(X] _ ^ ) = L (4.7) 

(напомним, ЧТО у ( ^ ) > 0 п . в. относительно dF (К)). При этом, 
•согласно (4.6), спектральной плотностью биортогонального поля 
•будет 

/ * W = l Y W P / W = /W- I/(2rt)2d. (4-8) 
Как известно (см., например, [1]), спектральная плотность 

,f(X) обобщенного стационарного поля является локально инте­
грируемой и удовлетворяет условию 

|(1+|Ч2Гг/М<^<-<> (4.9) 
при некотором (целом) />0. Применяя это положение к биор-
тогональному полю, имеющему спектральную плотность (4.8), 
получаем следующее условие: функция f(k)~l локально инте­
грируема и 

j ( 1 + | ^ | ) - ' / ( ? , r i d ^ < o ° ; (4.10) 
это условие, таким образом, необходимо для существования 
биортогонального поля. 

Предположим теперь, что обобщенное поле | (и) имеет спект­
ральную плотность f(k), удовлетворяющую условию (4.10). 
•Легко видеть, что обобщенное поле, определенное согласно 
формулами (4.5) — (4.7), будет биортогональным. 

3. Согласно лемме 2 § 3, однородные биортогональные поля 
•являются сопряженными, поскольку в условии (3.18) мы имеем 
•IK"iU=l|a|U. s@td. 

Корреляционный функционал 5* (и, v) обобщенного стацио­
нарного поля со спектральной плотностью /*(К) имеет вид 

£* (и, v) = J и. (X) v (X) / * {К) d%\ я, •обСо" (Rd), (4.11) 
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и может быть охарактеризован обобщенным преобразованием 
Фурье функции / * (^), которое для поля с ортогональными 
значениями имеет вид 

£*(")== 2 ckD
ku(Q), tt€CoM(Rd), (4.12) 

\Щ<п 

- с р . (3.16), т .е . 5*(гг) —Q(D)5(tt), где Q (г)— {sum} ck zk — поли-
\k\<n 

•ном с (постоянными) коэффициентами, 6(a) — известная б-функ-
ция. Это равносильно тому, что f* (X) = Q(iX), XQRd. 

Из изложенного выше, с учетом теоремы предыдущего § 3, 
вытекает следующий результат. 

Теорема. Однородное поле (4.2) со спектральной плот­
ностью f(X) типа (4.10) является СИЛЬНО марковским тогда и 
только тогда, когда 1// (Я.) есть полином. 

В дополнение к этому отметим, что если f(X) = \L(iX)\~2, 
где 

- 4 2 ) = { s u m } a,e2. f t. 

то соответствующее однородное поле Е(к), ttGGcT (Rd). можно 
интерпретировать как обобщенное решение линейного стохасти-
ческого уравнения с частными производными вида 

L(_j)^(o-='n(t). teRd. (4.13) 
t](t), ?6Rrf» — стандартный «белый шум» в пространстве Rd. 
Случайные поля этого типа рассматриваются далее в § б. 

«Белый шум» при условии (4.10) можно ввести положив 
л ( и ) = j й (%) «г1 (\) аФ (X), иесг (R-o, 

где | ср (X) р=—тз / (^ ) . Тогда случайные поля (4.2), (4.5) пред-
•ставимы в виде 

l(u) = i\(Iu), l*(u) = ^](La), (4.14) 
где операторы I и L в гильбертовом пространстве S2(R-") 
интегрируемых в квадрате функций определены как 

Ia=cp-u, Lu=y~l-u. 
Если 

/~1(Х)<С(1 + |Х|2)г (4.15) 
— ср. с условием (4.10), то оператор L удовлетворяет усло­
виям п. 2 § 5 и условие сопряженности (3.12) выполнено для 
всех областей 5 и 7, = R d \ (511Г)—уточним, что обязательное 
в других случаях требование ограниченности 5 или Т здесь мо-
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жет быть опущено. В соответствии с этим, свойство сильной 
марковости распространяется на все взаимно дополнительные 
области S, I s R - . 

При условии (4.15) можно дать, например, простой критерий 
марковости для однопараметрического семейства полупрост­
ранств 

5 = (— ОО, s)XRd-1> —{infty}<5<oo, 
где, скажем, s=-ti. Именно, такая марковость равносильна орто­
гональности сопряженного поля для указанных S (и дополни­
тельных к ним полупространств 7), что для спектральной ПЛОТ­
НОСТИ типа (4.15) выражается условием: /_1(Х), %= (Х\, •) , есть 
•полином относительно соответствующего переменного Хи 
—оо<А,1<оо: 

21 

Г\К -) = ̂ с^)Ц (4.16) 
ft.=0 

(ср. с приведенной выше теоремой). 
5. В отношении условия марковости (2.9) аналогичное теоре­

ме п. 3 предложение было сформулировано (по-видимому,. 
впервые) в работе [3]; его доказательство при необходимом 
дополнительном условии (2.8) докладывалось автором [3] в 
устном порядке и дано в нашей работе [13]. В работе [28], 
появившейся почти одновременно с [3], то же самое условие 
марковости: f(X) =Q(u)""1, было получено для плотностей типа 
/(Х)Ж(1 + |А.|2)Н; некоторые дополнительные относящиеся сю­
да результаты (в частности, о марковости для «сдвигаемых» 
ВДОЛЬ одной из координат полупространств) можно найти в 
[17,29]. 

§ 5. Свойство марковости решений 
стохастических дифференциальных уравнений 

1. Пусть 

Ьи=^акВии, (5.1) 
|А|<-

есть общий линейный дифференциальный оператор с ограни" 
ченными бесконечно-дифференциальными коэффициентами ак = 
= ak{t), ЩО, определенный на стандартном пространстве 
С" (О) бесконечно-дифференцируемых функций u=u(t), t£G, 
с компактным носителем suppM в области О, и 

L*u.= ^{-\)kDk (aku). 
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Обозначим Х\ (G)c5S2 (G) замыкание области значений La, 
M6Go°(G)> в гильбертовом пространстве 5S2(G) интегрируемых 
в квадрате функций со скалярным произведением 

(u,v) = ^ti(t)vlt)dt. 
а 

М ы будем рассматривать такой линейный оператор 
I:C~(G)-+£l(G), 

что 
{la, Lv) = {a, v); и, veC"(G). (5.2) 

Если ввести сопряженный оператор I*, то условие (5.2) можно 
выразить, сказав, что оператор L есть правый обратный 
к оператору /*: 

I*La^a, иеС™{0). 
Для дальнейшего особо отметим два случая. 

Первый из них —когда существует «фундаментальное реше­
ние»—-такое ядро jR(t,s), что 

L§R(t,s)u(s)ds=u(t), гео. 
а 

для всех ыеС<Г(0), где R(t, •)£& {G) И Н°рма II # С» 011 
в ,S5 (G) локально интегрируема в квадрате как функция от 
igG; в этом случае 

/a(t) = J / ( t , s ) a ( s ) d s , I(i, s) = R(s, t), 
a 

I*v{t) = §R(t,s)v(s)ds, ve%2(Q). 
a 

Второй случай —когда существует ограниченный обратный 
оператор 

L-i:£l{Q)-+X2(Q), 

что можно выразить условием | |£и| |>с | |# | | , #6Go° (G); при это.-, 
условии 

/ = (L-1)*:-22(G){to}^(G) 
•есть ограниченный оператор на всем пространстве <SS2 (С?), а 

/*-j=L->ti, -yesi(G). 
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Пусть 7)(и), uQ3!?(G), — обобщенное поле типа «белого шума». 
а именно, для любых его значений мы имеем 

и пусть 
l(u) = ~q(Iu), ueCo(G). (5.3) 

При наличии «фундаментального решения» I (i, s) обобщен­
ное поле (5.3) является решением стохастического дифферен­
циального уравнения 

•s(L*a)-=77(a). a6Co°°(G)> (5.4) 
поскольку 

(/L*«, г») — (а, Ц*<о) = (и, v) (5.2)' 
для всех и, •»6Co°(G); условимся называть (5.3) ф у н д а м е н ­
т а л ь н ы м р е ш е н и е м уравнения (5.4). 

В обоих отмеченных нами случаях обобщенное поле (5.3) яв­
ляется решением стохастического дифференциального уравнения 

l(L*Ltt) = ^{Lu), u£C™(G). (5.4V 

Обобщенное поле (5.3) имеет биортогональное поле, которым 
является 

£*(«)=•-}(£«). a6C.r(G). (5.5)., 

Действительно, согласно условию (5.2), 

(£ (и). V И ) = (:П (/и). Ч №)) = {la, Lv) = (и, -о); и, vQC™ {О), 
ч, так как области всех значений {lit}, {L-v} плотны в 551(G),. 
го каждое из соответствующих пространств Я (G) и Н* (G) 
тредставляет собой совокупность всех величин вида 

tl -"*i (и)-, ae%l(G), (5.6)' 
(см. (3.3), (3.4)). 

Как мы знаем, при весьма общих условиях биортогональные 
поля ЯВЛЯЮТСЯ сопряженными, и в этом случае, согласно теоре­
ме § 3, обобщенное поле (5.3) будет марковским по отношению-
ко всем взаимно дополнительным областям S, Геу, поскольку 
дифференциальный оператор L, задающий сопряженное поле 
(5.5), является локальным: 

(V(u),F(v)) = {La,Lv) = 0 
для и, o6G"(G) c непересекающимися носителями. 
При этом граничное подпространство Я+(Г) =H*(SUT)±, рас­
щепляющее H(S) и Я (Г), состоит из всех величин вида (5.6),. 
для которых соответствующая функция we.2'-(G) является.. 
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обобщенным решением дифференциального уравнения 
L*«a(t)=o, teS\}T, 

точнее, уравнения 
(Lu,«) = 0, ч)£С™ (S U Т), 

выражающего собой условие ортогональности величины 
7) = 7)(и)б//+(Г) ко всем величинам |* (v) = rq(L'v), vQC^(S \JT). 
Напомним, что рассматриваемая здесь система у взаимно-
дополнительных областей S, Т состоит из всех S, Т с ком­
пактной границей T = dS, причем одна из областей S, Т являет­
ся ограниченной. 

2. Отметим, ЧТО, согласно общей лемме 2 § 3, обобщенные 
поля (5.3), (5.5) будут сопряженными, если операторы A—L, Г 
удовлетворяют условиям 

||Ar,M||<C||A«||, иеС-ПО), (5-7) 
при | s | < 6 для некоторого 5>0 (см. (3.18)). 

Покажем» что условия типа (5.7) достаточно лишь для опе­
ратора A=L в случае, когда существует ограниченный обрат­
ный L-1: 

| |La| |>c| |a | | , йеС"(0). (5.8) 
В этом случае замыкание пространства С^ (G) относительно. 
нормы || La || совпадает с областью определения -0(G) мини­
мального замыкания L, которая состоит из всех таких элемен­
тов uQ22(G), что существует последовательность Mn6Co°(G),.. 

ип->и, Lun->v; 
для замыкания L полагают Ьи=т>. При этом, поскольку область 
значений исходного оператора L плотна в Х\{0), областью. 
значений замыкания L будет все пространство %i(0)> и как 
следствие всякая величина ч\£Н (G) может быть представлена 
в виде 

г] = ц(1и), v&D{G), (5.9) 
ср. (".б)). 

Отсюда немедленно получаем, что обобщенные функции; 
v&V (О) представимы как 

(и, v) = Ц(«), т0 == (л{In), ц{Щ) = (Iu, Lt>) = j a (t) £T(i) d *, 

ueCo(G), 
где справа фигурируют функции vQD(G), И в этом смысле-

V{Q) = D{G), (б. 10) 
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•причем скалярное произведение элементов v{, v&V (G) равно 
•скалярному произведению 

{LvuLv2); vl,v2eD(Q) 
:в пространстве .SS2(G) (см. (3.5), (3.7)). 

Напомним, что условие сопряженности (3.12) будет выпол­
нено, если для любой функции vQV (G) с носителем supp v с 
clG\Te найдется аппроксимирующая последовательность функ­
ций K„6Go° (.->)> S = - G \ r (здесь и далее С" (S) означает про­
странство в СГ (G), образованное функциями с носителем в со­
ответствующей области 5). Покажем, что такая последова­
тельность найдется, если оператор L обладает следующим 
•свойством: 

| | L r ^ | < C ( 8 , v), | s | < 6 , (5.11) 
.для всякой функции oeD(G) при некотором 6>0 (ср. (5.7)) 
напомним, что речь идет о дифференциальном операторе (5.1). 

Оператор L непрерывен относительно нормы ||«||., 

II*II?=2IIL^II2-

о 
•Обозначим Wi{S) известный класс функций, который получается 
замыканием пространства С™(S)g.22(G) по норме \\и\\, (по по­
воду свойств W% {S) (см., например, [6]). В этот класс входит 
всякая функция, интегрируемая в квадрате вместе со своими 
производными до порядка / и равная 0 вне области S _ 6 = ) Q \ r 8 . 
Такого рода функциями являются свертки i)n = v*wn с под­
ходящей .-последовательностью неотрицательных симметричных 
•функций ffl);ieCoe(Rd): 

v*wn(t)*=\ wn(s)x_sv{t)ds, teG, 

для которых все производные Dk(v*wn) — ,v*D'lwll входят в %\G). 
о 

Последовательность фу'нкций •on<S^i{S) принадлежит замыканию 
пространства С"{S) относительно нормы \\Lu\\ и является 
аппроксимирующей для исходной функции "v^V (G). Действи­
тельно, эти функции ограничены и слабо сходятся в прост­
ранстве V (G) к функции •о: согласно условию (5Л1), 

|| L (v*wn)\\ < jj wa (s) || Lx_sv || ds <.C (6, <o) 

и 
(a, <v*wn)->(u, v), u£Co(G), 

(ср. с доказательством леммы 2 § 3). 
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Отметим, что при условиях (5.8), (5.11) мы установили со­
пряженность полей (5.3), (5.5) для всех областей 5 и Г без 
предположения о том, что хотя бы одна из них является огра­
ниченной; в соответствии с этим обобщенное поле (5.3) будет 
марковским по отношению ко всем 5, T s G . 

3. Отметим, что биортогональные поля (5.3), (5.5) в произ­
вольной области G будут сопряженными при условии, что 

\\L(u-w)\\<c(w)\\Lu\\, иеС„°° (G), (5.12) 

для любой функции tw.= C0
oo(Rd) (см. (3.17)); условие это вы­

полняется для очень широкого класса дифференциальных опе­
раторов. 

Рассмотрим один важный пример, а именно, броуновское 
движение с двумерным временем. Так нам кажется естествен­
ным назвать гауссовское поле К.-.), t=(t\, tz), в двумерной 
области |̂ i, t2>0, с нулевым средним и корреляционной 
функцией 

.6(5, t)-=min(51, t1)min(52> t2); 

отметим, что эта корреляционная функция такая же, как и у 
произведения координат gi (t[) •|2(-/2) Двух независимых броу­
новских частиц, каждая из которых движется со своим време­
нем t\, t2. 

Наше броуновское движение является частью случайного 
поля, которое можно задать формулой (5.13) 

^^[Ч^ЧхГ1-^ «-*• (5.13) 
— со 

где T|(dX), X = (X1, ^2)6R2, —стандартная гауссовская мера-
с независимыми значениями. Это поле обращается в 0 на коор­
динатных осях, и отвечающее ему обобщенное поле в области 

G - # 2 \ ( { ^ - 0 } U { - 2 - 0 } ) 
•есть фундаментальное решение для дифференциального опера 

г с--
тора L — -, характеристиками которого являются «вы­
брошенные» оси ^ = 0, t2== 0. Именно, если ввести «белый шум» 

•П («) = -£ $ « М ^ (•>•). «6G0
M(G). 

то окажется, что соответствующее (5.13) обобщенное поле 
представимо формулой (5.3), в которой оператор / , связанный 
с Z.— ,, dt условиями (5.2), задается ядром 
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Указанные условия (5.2) легко проверяются. Действительно, мьв 
имеем 

lL^)-Me-iU\^ eiK*i_\ e 'M-—1 3-й О) dsd% 
2X2 dsidst 

и, интегрируя по частям (по переменным su s2), получаем, что-

J a 1 Д2 dSidsi J v ' 
IL*a(t)=u{t), /GR2, 

т. е. справедливо условие (5.2'); основное условие (5.2) прове­
ряется столь же просто: используя преобразование Фурье 

й(Я,)= jei%su{s)ds, 

получаем, 

1*щ{)=*\*^± L^±\e^d^dsd% = 

-=- -—J(e-^ '«-1) (e- '^—l)w (A,)d? . -a (0. Ш2, 

поскольку функция «GCg° (G) c носителем supp uc.G обращается: 
в 0 на координатных осях. 

По поводу того, что область значений оператора L, опреде­
ленного на пространстве С» (G)> плотна в X2 (G), отметим сле­
дующее. Функциями Lu, ueC0°°(G) можно аппроксимиро­
вать любую функцию vQ&2(G) с компактным носителем, удов­
летворяющую условию !v(t)dt=0, в чем проще всего убе­
диться, обратившись к произведениям «(/) = «1 (/1)1*2 (/2) и и(/) = 
=-,i(/i)-J2(/2)> а функции v(t) указанного типа в случае нашей 
бесконечной области G_=Rd, очевидно, плотны в пространстве 
-г-(#<-). 

Проверим теперь условие (5.12) для оператора L •=•••>, L 
Воспользовавшись представлением функций и.£С™ (О) в виде 

"W-CSFS 
e - i V « _ l e-iKh_l 

-а, -а, 
4>(%)dx, /eR- , 

где ф(Я) = 1и(^), для любой ограниченной области G™KC.G к 
нормы ||и||лок> Нк11лок= J \ll{t)?dt, легко получаем оценки 

ltt|U<Go||<P||. 
ди 
57, 

ди .<-М|ф||. д'и <С2||Ф||, 
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из которых для С?локзО П supp да следует, что 
||£(а.ш)||<с(|МЬ. ди_ 

dti + 
да 1 
dtt\ + 11—--лок ' \\dtidtz K )<GH . i |L4-

Как итог получаем, что наше броуновское движение (5.13) 
с двумерным временем t= (t-, t2)-=R2 является марковским по 
отношению к любым взаимно дополнительным областям S и Т с 
соответствующей границей Г в области G. 

В качестве иллюстрации к нашим условиям (5.2), (5.12) 
рассмотрим еще параболический оператор 

Для ибС^(О) в случае ограниченной области О мы имеем 
2ги |к| |<С 

dt 

, а из представления 

- 1
а - = 5 Г ^ е " Ш _ а 1 - 3 1 - ф ( Х ) с г Х ' <P(X) = -«W-

получаем, что ----- и 
< С -г—и1, где 

< 2л ||cpj|2-=-||LM||2; аналогично, д < 

dt\ 

dt\ и 

&ttll<llIal/'* 

ax 4 + a#l 
a l ) , иеС5-(0), 

B итоге получаем неравенство 
| | L a | | > c ( l | « | | + | ^ . a | | + 

из которого сразу следует условие (5.12); непосредственно видно, 
что существует ограниченный обратный L_1> а следовательно, 
как уже отмечалось в п. 1, существует ограниченный опгра-
тор / = (L-1)*, определенный на всем пространства 
£2(Q), с плотной в X\(Q) областью значений. 

4. Для дифференциального оператора (5.1) мы имеем 
Ц£й||-<С||и|\». 

1|«П?—_S IP-ell2; 
назовем оператор L локально невырожденным порядка / . если 
для любой ограниченной области Gfl6K!_=G 

\Ь\<1 
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где с > 0—некоторая постоянная, зависящая от Олок. 
Отметим, что это неравенство является типичным для слу­

чая, когда 
L*L« = ( -1) ' 2 a,kajD^u-{-... 

I*l=l/M 
является сильно эллиптическим оператором, невырожденным в 
том смысле, что 

(L*Lu, и) = ||1и||2 > с \\utf, иеС~ (Олок) 
для любой ограниченной области Ояо«с.О; напомним, сильная 
эллиптичность L*L означает, что 

~ ак {t)x^>c\xf, jeeR-7 

где с > 0 — некоторая постоянная. В этом случае, согласно из­
вестному неравенству Гординга, мы имеем 

(L*Lu,a) = \\Lu\\2>c\\u\\l uGCo (ОЛ0К), (5.15) 
Наше неравенство (5.14) равносильно неравенству (5.15) в 

соединении с ранее указанным условием (5.12): 

\\L(a-w)r<c\\u-zvri<c12\\D!ia\\l0K<C(w)\\Lu\\ 

для любой функции By<3Co°(R~') и области ОЛ0К^зпррт[\О, и 

||La||->c||L(«.t»)||->,. 2 ||Д"(«-)118>с- 2 ll-*«IIL 
для любой области блок, где w(t)—l при ^еблок. Как мы 
знаем, при условии (5.12) случайное поле (5.3) является СИЛЬНО 
марковским по отношению ко всем взаимно дополнительным 
областям S, Tsy — в частности, пространства H+(S), H+(T) 
расщепляются «граничным пространством» Я+(Г), отвечающим 
границе Г областей S, Т. Мы установим далее некоторые важ­
ные свойства пространств типа #+(S) при условии (5.14), бо­
лее сильном, чем (5.12). 

5. Обозначим V (S) замыкание пространства Со° (S) по норме 
|| La ||, которая при условии (6.14) эквивалентна | |и| | , , 

1И?-2.|Д'«11Я. 
|А|</ 

в каждой ограниченной области S, и, следовательно, V(S) = 
о о 

— U72(S), где Wz (5) — известный класс функций, получающийся 
замыканием Со° (5) по норме | |и||г. Для произвольной области 
S c O пространство V (S) локально совпадает с Wi(S), точнее, 
для любой ограниченной области ОЛ0Кс.О и v£V (S) можно ука-
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о 
зать такую функцию ~J06W1.(S). что 

-(О—М*). -ео„ок. (5.16) 
Действительно, в'зяв функцию wQC™^1*), te.i(t)-=l при .̂ GGj,---. 
и положив •о0=?).н->, для последовательности u„£C™(S), un-*u 
в «(S), будем иметь 

| | (й Л -0-« '11/<с 2 | |Л* (а я -и и ) | | » м <с 1 | | 1 (и в - а т ) | | - ->0 ; 

n, т-> оо, 
так что 

•о •-»=-. Нш («„•«>) 6^2 (-5). 
о . 

Отметим некоторые известные свойства класса W2(G) (см., 
например, [6]). Пусть область S имеет кусочно .--гладкую гра­
ницу Г такую, что в окрестности ее любого достаточно малого 
гладкого куска ГлоксгГ можно ввести I раз непрерывно диффе­
ренцируемые координаты i — (s,r), где хбГ и действительный 
параметр г отсчитывается вдоль кривой, не касательной к Г 
(скажем, нормальной к Г), и якобиан преобразования t — (s, r) 
отличен от 0. 

о 
Всякая функция v^Wb (G) имеет обобщенные производные 

Dkv£%2(G), |k |</> и, следовательно, при почти всех s£T (от­
носительно лебеговой меры ds на многообразии Г) существуют 
абсолютнонепрерывные по г нормальные производные 

Jt-v(s,r), k<l—\. 
о 

Более того, класс W? (S) можно охарактеризовать тем условней 
что почти всюду на Г 

-—-г>(0 — 0. k<l-\, (5.17) 
о 

точнее, vQWziS) тогда и только тогда, когда -О-Ч-б-Ж2 (S) 
| k | < i , и выполняется условие (5.17), напомним здесь, что мы 
имеем дело с функциями •v = ra(i), tQO, и, конечно, 

v(t) = 0, t&T, (5.18) 
где T = G\S есть дополнительная область к S в О. Очевид-

о 
но, для взаимно дополнительных областей S, TCXJ, <z.gW2(S) 

о. 
тогда и только тогда, когда •yGW^G) и выполняется условие 

д'г 

д7* (5.18), так как при этом условии все производные rT't4s' r) 
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обращаются в 0 в области г > 0 и, следовательно, выполнено 
условие (5.17). 

В соответствии с этим v£V (S) тогда и только тогда, когда 
v&/(Q) и выполняется условие (5.18). Действительно, при этом 
условии, взяв функцию w£C™(Rd), z.->(t)=--l при t£TE, получим, 
что 

v-w6Wi(S)cV(S), 
и поскольку разность v — vw^V {О) имеет носитель в области 
G\TB, то v-v-weV(S) и 

•о•-=•»• о; + (г» — v-w)&/ (S). 
Как следствие условия (5.18) получаем равенство 

nV(Ss)^V(S), 
которое позволяет сделать следующий вывод: 

tf+(S)=tf(S), Я+(Т) = Я(Т) (5.19) 
для всех взаимно дополнительных областей S, TC.Q (с кусочно 
i-гладкой границей Г). Именно, как мы знаем, пространства 
V (S) унитарно изоморфны соответствующим пространствам 
H*(S), ScQ, —мы говорим об изоморфизме 

• см. (3.6)), так что 

я;(5)=п/-/*(5Е)—я*(^); 
отсюда уже непосредственно следуют равенства (5.19), так как, 
в силу условия сопряженности (3.12), 

Я + (Т ) 1 = Я*(5), Я ( Т ) 1 = Я ; ( 5 ) 
для любых взаимно дополнительных областей S, ТсСг. 

Равенства (5.19) показывают, что всякая кусочно /-гладкая 
граница Г является регулярной и 

ЯЛГ)-Я+(Г_)-=Я+(_Г), (5.20) 
где, напомним, 

Я+ (Г_) = ПН(ГеПS), Я + (_Г) = пЯ(Г еПТ), 
(см. (2.14)). 

6. Предположим, что имеется ограниченный обратный опера­
тор L_1. Тогда, как мы знаем, V(G)=D(G) (см. (5.10)). 

Исходя из представления (5.9) величин r\<=H(G), можно 
дать описание подпространств H+(S) в терминах соответствую­
щих функций o-=D(G), И-Ф-Ф-T). 

Именно, из условия сопряженности H+(S) =Н*(Т)± непо­
средственно вытекает, что ri<=#+(S) тогда и только тогда, когда 
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•соответствующая функция v(i), £.= G, в области Т удовлетворяет 
„дифференциальному уравнению 

L*Lv{t) = 0, teT, (5.21) 
-.которое можно понимать в обобщенном смысле как дифферен­
циальное уравнение для функции Lu(t), i-=G, отвечающее диф­
ференциальному оператору L*. 

Аналогично, из равенства Я+(Г) =Я*(5иТ) х для границы Г 
-областей S и Т (см. (3.14)), получаем, что г\^Н+(Т) тогда и 
только тогда, когда 

L*Lv(t) = Q, tqS\jT. (5.22) 
Рассмотрим задачу о прогнозе, которая состоит в том, 

чтобы найти проекцию Ti = P+(S)ri величины T-6H+СП на под­
пространство H + (S) . Для внутренней области Т, TCQ, это — 
задача интерполяции, а для внешней области —задача экстра­
поляции. 

Будем считать известной функцию ю (t), tQQ, в представ-
.лении (5.9) величины r\£H+(T): r\ = i\(Lv), где, напомним, со 
•гласно общему условию (5.21), эта функция должна удойлет 
ворять уравнению 

L*Lv(t) = 0, tQS. 
Отметим, что для величин f\=l(u), uGC^(T), соответствую-

:щая функция v = v(t) в представлении (5.9) есть ю = (L*L)~lu. 
Как мы знаем, для марковского поля 

P + ( S ) t f + ( r ) — P + ( r ) t f + ( S ) = t f + ( r ) 
.(см. п. 2 § 2). так что искомая проекция ц величины \\ на H,(S) 
принадлежит расщепляющему «граничному пространству» nJT) 
и может быть представлена в виде 

r[ = i\{Lv), (5.23) 
^причем условие т]б//+(Г) равносильно тому, что функция 
••и- i ( t ) удовлетворяет уравнению (5.22): 

L*Lv (t) = 0, t&S{]T. 
Разность г\ — у\ однозначно определяется условиями 

!1б//+ (Г), Ъ--• лея* (П—H + (S)х. 
.Второе из них эквивалентно условию 

v-v&/(T), (5.24) 
которое включает в себя равенство т- (̂ ) —= -и (t), ^6S. Видно, 
что функция -v = v(t), удовлетворяющая условию (5.24), вмес-
•те с функцией,v = v (t) удовлетворяет в области S указанному 
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выше дифференциальному уравнению. Следовательно, функция 
ч) = v(t) отвечает искомой проекции тогда и только тогда». 
когда <D(t) есть решение дифференциального уравнения 

L*Lv(t)=*0, t6T, (5.25) 
с граничными условиями (5.24). 

Далее, при наличии неравенства (5.14) граничные условия 
для функции Ъ&/ (G) могут быть выражены в виде стандарт­
ных условий Дирихле на границе Г области Т. Именно, как 
всякая функция из пространства V (О), Ъ локально принадле­
жит Wi (G) (см. (5.16)) и 

x>W(t) = vW(t), tQT, £<i---l , (5.26) 
где vQV (G) — заданная функция и имеются в виду нормальные 
(к границе Г) производные. В соответствии с требова­
нием (5.18), функцию ii — v — v можно определить так, что-
u.(t)=o, tes. 

Чтобы показать это, возьмем функцию ayGGo°(G), w(t) — \ 
при iff8; для нее на границе Г имеем (a-w)w = 0, k < i —-1 и» 

о . 
следовательно, функция u-wGWzlQ) входит в пространство-
Wa (S U Т)сУ (S U Т). 

Учитывая, что u—u-w = Q в области Ге, получаем 
{u~u-w)eV(S{]T), u=tc-w-^{a~u-w)eV(S{jT). (5.25) 

Очевидно, функция 
[и в области Т, к 0 

ти—10 в области S &•*>> 
!Ходит в пространство V (О) вместе с функцией 

. ft) в области Т, ,с о7\ 
v = Tu±v = \v в о б л а с т и s (5.27) 

— эта функция v и дает нам решение уравнения (5.25) с гра­
ничными условиями (5.26). 

Отметим в связи с использованной выше операцией ти су­
жения функции ti&V(S\jT) в области Т, что она дает нам 
функцию ти&/ (Г) в случае произвольного локального операто­
ра L. Действительно, пусть u=hmun, ипъС™(S \JT). Очевид­
но, sa„eC?(S), TaneC"(T) и 

\\L (sUn~sUm)\\i + \\L(Tun-Tum)f = \\L{u,l-un)f^Q, п, m->0, 
так что существуют пределы limsun = stt£V (S), 1imru„== 
= Tu6V(T), и в соответствии с этим u = su@Tu. 
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Сформулируем полученные выше результаты. 
Т е о р е м а . Пусть справедливо неравенство (5.14). Тогда 

имеют место равенства (5.19), означающие непрерывность-
«обновления» пространств Н (S) при расширении областей S. 
Для проекций r\-^v величин r^v из пространства Я+(Г) 
на # + ( S ) , соответствующая функция w6V(G) может быть 
найдена по формуле (5.27) как решение уравнения (5.25) 
с граничными условиями (5.26). 

7. Как уже отмечалось, при условии (5.14) всякая функция 
о 

v£V(0) локально совпадает с некоторой функцией v-xa^Wi(G), 
где r.y6Co4Rd), w(t) = \ при t6G-0K, Gj,0K—- ограниченная область 
в G (см. (5.16)), Поэтому для соответствующей величины 
r\QH(Q), Г.-Ф-УИ, мы имеем 

|hl l2>^2ll^lL (- . (5-28) 
\n\<t 

действительно, взяв последовательность и„бС" (G), un-+w 
в V {Q), получим, что 

|h||----Aim!iLM2>1imc2||D^ 
|А|</ |й|</ 

Условие (5.28) позволяет дать следующее описание гранич­
ных пространств Н+(Т). Именно, 

H+(T) = V{l(k)(u), suppacr, k<t~\} (5.29) 
есть замкнутая линейная оболочка указанных величин g<ft)(u),. 
которые й определенном ниже смысле представляют собой след: 
на границе Г обобщенных производных (по нормали к Г) слу­
чайного поля (5.3). 

Уточним, что это значит- Обозначим через ds элемент объема 
на (d—1)-мерном кусочно /-гладком многообразии Г. Почти. 
каждая (относительно меры ds) точка на Г имеет окрестность, 
в которой можно ввести / раз непрерывно дифференцируемые 
координаты t= (s, г), где s<=T и /- — действительный параметр,. 
отсчитываемый вдоль нормальной к Г кривой. Возьмем такую 
окрестность и будем считать, что она содержит замыкание-
области Глок -ГлокХ( -б , 8), образованной точками t=(s, r),. 
яеГлок, - 8 < г < 6 , здесь ГЛОк - достаточно малый гладкий 
кусок границы Г, такой что | / | преобразования t= (s, г) отли­
чен от нуля. Для дальнейшего существенно лишь, что оператор 
умножения на | / | является ограниченным в соболевском про­
странстве №У(Глокб) и можно считать, что | / | = 1. 

При условии (5.14) мы имеем 

| | / и | | = sup |(/и, Lv)\< sup \(и, г))|<=7=||а||. «GC0°° (G.,0K), 
• • " И - 1

 SW<L Ус 
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ш случайное поле (5.3) по непрерывности может быть распро­
странено на все функции uQ£2(0) с компактным носителем: 
% (и) =ЛИп l(an) в Н (G), если и=11тиа в £2(G), unGC~(Q). 
'При этом для любой величины y\QH(Q) и отвечающей ей 
•функции v(<V(G), Vt=>"i\, мы имеем 

(5(a), 4\) = ^u{t)v{i)dt 

im. (3.3) —(3.8)). Возьмем произвольную функцию иЛ0КвС" (Гл-к) 
с носителем из описанной выше области Гл-к = Гл-К X (—б, б). 
Функция UmK(s, r) является i-гладкой по переменным s, r 
и обращается в нуль при \г\>е для некоторого е < б; опреде­
лим функцию итк при всех г, положив ее равной нулю для 
j г | > е. Положим 

-•" ип (s, г) = иЛ0К(з, пг)п, п--=\, 2, .... 
и рассмотрим величину 

Для любой величины t\£H(Q) и отвечающей ей функции vQV (G) 
имеем: 

(Iw (tin), П) = ( - 1 )* j uik) (s, г) V&T) drds = 
Г-

лок 

= J (-1)й|ы1/е)(-,/-)гГ(5Т7)^ ds = 

= j j un(s,r)vW (s,r)drds; 
v 

лок .напомним здесь, что при почти всех s функция v(s, r), локаль-
о, 

то принадлежащая классу W2(G). имеет / - 1 абсолютно не­
прерывных производных по г. Очевидно, 

в б 

)\ип(s,r) vw (s, г) | dr<sup |-J(*) (s, r) | j \un0K{s, r)I dr, 
-в И<6 

:где 

I vW (s, r) | < | BC*) (S) | + j | г,^1) (s, r) | dr, 
- в 

в 
j j|t)(*+1)(5,/-)|2drd.S<C ^ Н - ^ И 2 . •*<*"--• 

Глок --- 1Л<' 
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Воспользовавшись теоремой вложения Соболева ]16] для 
."-гладкого многообразия ГЛОк размерности d—-1, согласно 
которой 

J h<*W^<G2ll j^LK> k<i—i, 
^лок ••••<• 

получаем неравенство 
i(^)(^).^r<G{sum}n^LK<c

1ihii2-
т<1 Положив 

и{5)^\иЛ0,{5,Г)йГ. (5.30) 
—б 

Очевидно, существуют пределы: 
в 

lim \un{s,r)vW(s,r)dr = u{s)vW(s) 
-s 

при почти всех .-?6Г-0К, и 
1im(&w (««).• 4)-= J w(s)~H*T(F)ds; 

глок 
Последний из них как линейный ограниченный функционал от 
7)бЯ(0) определяет слабый предел 

l{k) {и) = Ш1т (цп), k<l-l. (5.31) 
Величины 1{к\и)я фигурируют в формуле (5.29)для граничного 

пространства Н+(Т). 
Ясно, что предельные значения 1(к) (и) принадлежат Я(ГЕ) 

в > 0 и, следовательно, £(А) (и)еЯ+(Г). Предположим, что вели­
чина т]бЯ+(Г) ортогональна всем величинам lw (и) типа (5.31). 
Для отвечающей ей функции vQV (О) это означает, что 

f «(s)~jW(s)ds — 0, А < / — 1 , 
r 

лок 
откуда следует, что все (нормальные) производные vih)(s), k< 
<l—l, равны нулю при почти всех s e R Как уже отмечалось 
выше, это означает, что v<=V(SUT), и поскольку пространство 
V(SUr) отвечает ортогональному дополнению #+(Г)- — 
= tf*(Sljr) (см. (3.14)), то мы имеем -ц±Н+(Т), т|-=0. 

Итак, если справедливо неравенство (5.14), то имеет место 
следующее предложение. 

Теорема. Граничное пространство Я+(Г) есть замкнутая 
линейная оболочка (обобщенных) нормальных производных 
llh){u), supp U<=r, k<l—1, определенных формулами (5.30), 
(5.31). 
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Этот результат показывает, в частности, что существует ши­
рокий класс случайных полей, которые мы предлагаем называть 
в п о л н е м а р к о в с к и м и , обладающий следующим свойст­
вом: расщепляющие граничные подпространства Я+(Г) порож­
даются лишь значениями \ (и), supp UsT. Как показано выше, 
«этот класс включает фундаментальные решения» (5-3) стоха­
стических уравнений, с оператором L, который можно охарак­
теризовать как линейный «эллиптический» оператор первого 
порядка (см. (5.14)); скажем, в качестве L можно взять квад­
ратный корень из положительного дифференциального операто­
ра второго порядка SP. Отметим, кстати, что если взять & с 
ядерным обратным оператором 5й"1, то 1=ЗР-1/2 будет задавать­
ся ядром Гильберта—Шмидта, а поле (5.3) будет задаваться 
вполне марковским обыкновенным полем g(t), |feG, для кото­
рого каждое #+(Г) будет замкнутой линейной оболочкой зна­
чений l(t), t<=T. 

8. Отметим, что мы фактически исследовали в этом пара­
графе произвольные случайные поля, получающиеся как линей­
ное преобразование (5.3) стандартного «белого шума» с по­
мощью оператора /, для которого сопряженный оператор /* 
имеет правый обратный (I*)~l=L с областью определения 
C0°°(G) и, скажем, плотной в 2?2{G) областью значений — ука­
занные условия равносильны существованию биортогонального 
поля (5.5). Как мы знаем, в этом случае для марковости поля 
(5.3) необходимо, чтобы оператор L был локальным — см. тео­
рему § 3. Нами были указаны и различные условия, при кото­
рых случайные поля (5.8), (5.5) являются сопряженными — 
см, (5.7), (5.11), (5.12) и (5.14). При условии сопряженности 
локальность оператора L не только необходима, но и достаточ­
на для того, чтобы обобщенное поле (5.3) было марковским по 
отношению ко веем взаимно дополнительным областям S, ~~.G. 

Как пример, рассмотрим известное броуновское движение 
Леви, представляющее собой такое гауссовское поле £(<0> 
teRd, с нулевым средним и начальным значением 1(0) =0, что 

II &(0~£ (*)||--= <--.(*-я). (5.32 
где ст2 —постоянная (по-видимому, оно явилось первым нетри­
виальным примером марковского поля — для нечетномерного 
пространства Rd) . Это поле можно представить в виде 

^O — j/TiTT)^^)------^!-^1-^^) , md, 
(2л) 2 

где /=--Х_, 
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Hdr|(s), dry (%) — стандартные гауссовские меры с независимыми 
значениями (здесь и далее постоянная с2 выбрана надлежащим 
образом), В области G — Rd—-{0} соответствующее обобщенное 
поле представимо формулой (5.3), если ввести «белый шум» 

'r\{u)^\u(t)dv\(t), u£Co(G), 

и оператор / с указанным выше ядром I(t, s): 

Iu{t) = $I(t,s)u(s)ds, ieQ. 
о 

Определим линейный оператор L в пространстве Х2(0) фор­
мулой 

где, напомним, 

Lu{X)~=\X\lu(X), %№d, 

u(%) = §etMu(t)dt. 
Так же, как и в примере другого броуновского движения 
(5.13), получаем, что L есть правый обратный к оператору I* 
на пространстве С™ (G) с плотной в .5S2 (G) областью значений 
а именно, 

/•La(О 
1 

—Л" , - Г 1 \e»-°Lti(s)ds-
(2-я)" J | X \l 

- - ( ( r ! W - l ) 4 ) = « ( f ) , t6Rd, 
rc)<- J (2 

поскольку функция ueCo"(G) обращается в 0 при t=0. Таким 
образом, локальность оператора L является необходимым усло­
вием марковости; легко проверить, что в четномерном простран­
стве, когда /—-дробное, оператор L не является локальным. Да­
лее, при целом I из представления 

„-ш 
U(t)- — V 

2л)<- J 

— 1 
(2л)<- J | к \l 

;где ф (?>,) —L«(.\-), легко получаем, что 

INU<Go|M 

<p{%)d%, tQRd, 

|L>*a|U 

+ 

< (2я)<-

(2it)-i 

- Ф {X) d% 
IM<-

+ 

i{lambda}i>i 
|X 

- Ф ( ^ ) Л <С*||Ф| 
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при всех k, 1 < | k | < / . откуда для оператора L следует не­
равенство (5.14): 

z " l l 2 ^ 7 ^ № > c 2 l l D % ' (2n)d 
||лок. 

\k\<t 
Кроме того, для нечетной размерности d-—2/ —-1, /—целое, 

мы имеем 

Ь*Ы{%)^\Ц21и{1), 
откуда видно, что 

L*Lz* ==(---Д)г 

есть полигармонический оператор (А —__ d2ldt\ — оператор 
k 

Лапласа), и L — локальный оператор: 
{Lit, Lv) = (L*La, v) = 0 

для любых и, -V^CQ (G) С непересекающимися носителями, 
причем 

|£й| |-<С||й| | ,?. иеСо(0). 
В соответствии с этим, броуновское движение Леви является 
марковским по отношению ко всем взаимно дополнительным 
областям в нечетномерном пространстве Rd; более того, к нему 
применимы все наши результаты п.п. 5—7. 

9. Как мы знаем, случайное поле (5.3) является решением 
стохастического дифференциального уравнения (5.4)—или 
уравнения (5.4)/—-с нулевыми граничными условиями, а имен­
но, на границе dG области G 

Я+(.5О)=0 (5.33) 
(см. (2.21)). Естественно поставить вопрос о (сильно) Марков-
ском решении с произвольными граничными условиями соот­
ветствующего типа. 

Скажем, в случае обыкновенного дифференциального опера­
тора L можно определить сингулярный процесс \cit), t>tQr 
как решение однородного уравнения 

LZa(i) = 0, t6G, 
на интервале Q = (t0, оо) с произвольными начальными значениями 

g<*>(t0), А = 0 t — 1 , 
ортогональными «белому шуму» в правой части уравнения (5.4); 
взяв сумму 

Е(*)-=М*)®ЕР(*). 
где £р (i), tQO, есть наше регулярное решение уравнения 
(5.4) (см. формулу (1.3)), мы получим (сильно) марковский про-
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цесс с заданными начальными значениями 
£<*)(*-)— limi<*) (t0) + 1im£(*> (<0) = 1im?W(t0)6H+(dO) 

t-*-ta i'-»-(o t-*ia 

(см. п. 7 § 2). 
Аналогичное решение можно дать в целом ряде случаев ДЛЯТ 

соответствующей «задачи Коши» или «задачи Дирихле». 
Рассмотрим, например, задачу Дирихле для уравнения 

(5.4)' в предположении, что оператор L удовлетворяет условию-
(5.15) в области G---GMK. Тогда, как мы знаем, граничное под­
пространство Н+(Г), T~dG, порождается нормальными произ­
водными типа (5-31), которые, согласно (5.33), все равны 0. 
Возьмем значения 

!<*>(*), k = 0 1-1, то, (5.34) 
ортогональные «белому шуму» в (5.4), при которых существует 
сингулярное) решение ^ ( t ) , t6G> однородного уравнения 

ь*цву)=о, tea. 
ВЗЯВ также наше регулярное решение lp(u), u&C™(G), уравне­
ния (5.4)', положим 

1(и)^а(и)Щр(и). (5.35> 
Имея в виду предельный переход типа (5.31), получим гранич­
ные значения 

£<*> (и) = Нт£<л) (u) + Um£<*> (a) = lim£W (и)еН+(дО), 
k = 0 l—\, suppucdS. 

Согласно п. 7 § 2, случайное поле (5.35) будет сильно марков­
ским решением стохастического дифференциального уравнения 
(5.4)' с заданными граничными значениями (5.34). 

10. Как естественный класс марковских полей, фундамен­
тальные решения линейных стохастических уравнений с частны­
ми производными типа (5.3) были предложены в [14—15], 

Броуновское движение с двумерным временем, рассмотрен­
ное нами в п. 3 как пример марковского поля, широко исполь­
зовалось при построении стохастических интегралов на плоско­
сти (см., например, [20]); при этом оставался открытым вопрос 
о марковости этого броуновского движения. 

Положительные эллиптические операторы & с ограниченным. 
обратимым 55"1 были использованы в [28] при исследовании. 
свойства марковости обыкновенных полей, для которых во вло­
женном пространстве С0°°(G)czV(G) метрика задавалась «фор­
мой Дирихле» 

(Pit, v); а, <обС0» (G); 
при дополнительном ограничении 2/>d (где I — порядок опера­
тора !Р, a d — размерность), в [28] были представлены резуль­
таты, близкие к нашим теоремам п.п. 6, 7. Такого же типа опе-
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раторы 2Р были использованы в [5], где без доказательства 
указывалось на марковость обобщенных полей, с дополнитель­
ным условием (2.8), для которых корреляционная функция 
В (и, v); и, u<=C0°°(G), удовлетворяет уравнению 

В (и, 5--Э) = (a, v); 
там же указывалось на некоторый «граничный» обобщенный 
процесс, обладающий тем свойством, что его производные до 
порядка /—1 порождают соответствующее #+(Г). Отметим, что 
рассмотренные в [28] и [5] случайные поля могут быть пред­
ставлены в виде (5.3) с соответствующим оператором L = £P W2. 

По поводу вполне марковских (в нашей терминологии) по­
лей одно время существовало предположение, что обыкновен­
ные (непрерывные) поля этого типа являются сингулярными — 
однозначно интерполируются внутри области 5 по значениям на 
границе T = dS (именир так обстоит дело в случае обыкновен­
ных изотропных полей (см. [19, 32])). Указанные нами вполне 
марковские обыкновенные поля — решения стохастических 
«эллиптических» уравнений первого порядка, не являются син­
гулярными (см. задачи интерполяции в п. 6). Примером обоб­
щенного вполне марковского тюля может служить «свободное 
квантовое поле», рассмотренное в [27]—это изотропное одно­
родное поле со спектральной плотностью /(Я) — (1+ |Я | 2 ) _ 1 . 
Приведенное нами как пример броуновское движение Леви 
изучалось- во многих работах (в частности, см. [25, 18, 26, 
2,21]). 

§ 6. Векторные однородные поля и свойство 
/.-марковости 

1. Мы рассмотрим в дальнейшем однородные поля g(t), tt= 
eRd , образованные случайными элементами £(/) из некоторого 
гильбертового пространства X, когда для любого множества 
•SsRd соответствующее пространство #(5)<=Н есть замкнутая 
линейная оболочка всех величин вида 

Ы * ) - ( ! (*).*); х&Х, teS, (6.1> 
где (х, у) означает скалярное произведение элементов х, у^Х 
При этом однородность (иначе стационарность) будет пони 
маться в том смысле, что 

lAt + s)=Ustx(tY> t.sGR", (6.2). 
для всех x-=X, где <У-, seR-1, — некоторая (непрерывная) груп­
па унитарных операторов в пространстве #(Rd) (ср. (4.1)). 

Мы будем предполагать, что однородное поле l(t), /s=Rd, co 
значениями в гильбертовом пространстве X имеет спектральную 
плотность /(А.)—такую положительную (операторную) функ-
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дню переменного X^Rd в X, что 
(1х (*), h (s)) =- J cIX('--) if (I) x, y) dX, (6.3) 

x, yex, t, seRd. 
Ее преобразование Фурье дает нам (операторную) корреляци­
онную функцию 

.8(0= §elMf(\)d\, teW. 
Как известно (см., например, [1]), корреляционный оператор 
В — В(0), общий для случайных векторов |(-0— X> является 
ядерным, т. е. 

2(-Sx/-, xft)= f 2(/(Я)лг*. xk)dX<oo, 
к д'л ft 

где {x/J — ортонормированный базис в X; таким образом спект­
ральная плотность f(k) при п.в. X является ядерным оператором 
и ее ядерная норма 

II/Will = 2 (Я*)-к*. •«-) 
является интегрируемой. 

Нам удобно будет обратиться к гильбертову пространству 
%2(Rd, X) измеримых функций х(к), x£Rd, со значениями в X, 
имеющих интегрируемую в квадрате норму || х(%)\\, со скалярным 
произведением J (.«(Л), y(X))d^. Именно, наряду с семейством 
величин 

lx{t); хбХ t&Rd, 
мы будем рассматривать унитарно изоморфное ему семейство 
функций 

х( . , t) = elMr'2(K)x; xQX, tQRd, 
в функциональном пространстве . X2(Rd, X), и отвечающие ука­
занным функциям x( . , t), tQS, подпространства 

Я ( 5 ) = \/ешР^{%)Х, SCR-, (6.4) 
• е-* 

где /1,2(.V) есть квадратный корень из положительной опера­
торной функции f (к). 

Определим пространство-функцию А(Х), — о о < ^ < о о , для 
любого подпространства Ag:5£2(Rd, X), выбрав в А полную 
систему функций {ах(%), а2(X),...}-= а и положив A(i) = Aa(%), 
где Ао(Х)~ есть замкнутая линейная оболочка в гильбертовом 
пространстве X всех значений а-(^), а2(Х},... . Поскольку для 
любой функции а(к)£А найдется последовательность линейных 
комбинаций вида ^скаь(к), сходящаяся в X2(Rd, X) к а{%), 

и 
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то некоторая подпоследовательность j ^ ckak (X) сходится к а (%} 
k 

п. в., так что а(к)бАа(к) при почти всех %, и поэтому для лю­
бой другой полной системы а' = {а'1(К), а'2(Х),...} в A c s 2 (R^, X} 
имеем 

Ае< (Х) = Аа(Х) п. в. 
В э т о м смысле рассматриваемая п. в. пространство-функция' 
А (К), — о о < Я < о о , определяется равенством А (X) — А0 (Я) од­
нозначно. 

Лемма . Подпространство 
L = V e--.-.Ac553(R--, X)) 

состоит из всех функций л:(Я), — о о < Я < о о , 6.2-(R--, X),. 
значения которых удовлетворяют условию 

х {%) еЩ) п. в. (6.5> 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению подпространства: 

£2(Rd, X) всякая функция x(A.)6--- есть предел функций вида 
2 eiUkak {%), где ак(Х)£А, и, очевидно, значения х(Х) удовлет-

воряют условию (6.5). 
Далее заметим, что для любой функции а (X) QA и скалярной 

измеримой функции с (X) 

( ]>(Я)|2||а(Я)||Ш<оо j 

произведение х(Х) = с(Х)а\Х) есть функция из подпространства 
L, поскольку функция с (X) может быть сколь угодно точно 
аппроксимирована в среднем (с весом £(Я)==-||а(Я)||2) линейными 
комбинациями вида ^ сь.еШи и для некоторой последователь-

h 

ности вида ^ ea<kcka (X) в X2(Rd, X) имеем 

j x(X)-%eatkcka(X) dX--

-||сй-2 
k 

2 g{X)dX-+0. 

Аналогично, для любых функций ах (Я), . . . , а, (Я)бА и вектор­
ной измеримой функции c(X) = {ci(X), ..., сг(к)}, удовлетворя-

ющей условию j с {X) g (X) с (X)*dX < оо (где g (X) — положи-
— оо 
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тельная матричная функция с компонентами gpq (X) =-. 
г 

= {ар(Х), aq(X)}, p,q = \, ...,r), функция х(X) — {sum} ср(X)ар{%) 
Р~1 

принадлежит подпространству L, поскольку векторная функция 
с (X) может быть сколь угодно точно аппроксимирована в сред­
нем (с весом g (%)) линейными комбинациями вида {sum} eiMkck 

: . . . к 
(с векторными коэффициентами ck — {cki с*-}). и для неко­
торой последовательности 

в X2{Rd, X) имеем 

функций ^eiu^ckpap(i) 
P = I 

1 *(Ь)-2еа'*2сйра,(Я.) 
p-=i 

dX= 

= 1 k*.)-{sum}e mk Ck gW e(b)-2 e'x'*c» 'd\->0. 

Возьмем теперь произвольную функцию x(X)GL2(X), удов­
летворяющую условию (6.5), и полную систему функций 
а\(Х), a2 (?••)- ...6A> значения которых порождают подпростран­
ство A (k)CX при п. в; X. Проекция (в гильбертовом простран. 
стве X) величины х (Х.)6А (X) на подпространство, порожденное' 
конечным' числом величин ах(Х), . . . , аг(Х), имеет вид 

г 

где коэффициенты с1 (X) сг(Х) как функции от X являются 
измеримыми, в силу того, что для любых функций х(Х), 
у (Х)££2 (Rd, X) скалярное произведение {х (X), у (X)} является 
измеримой функцией от X. Мы показали выше, что xr(X)QL. 
Но при каждом фиксированном X 

||-л;(Я) — xr(X)||2->0 при Г-УОО, 

причем || x (Л,) — A;r(X)||2<||x(X)||- и, следовательно, 
оа 

j ||.x(.\) — xr(,\)||-d,W0 при r{to}oc, 
— со 

так что .x(X)6L. Лемма доказана. 
Согласно этой лемме, подпространство 

H(R<-) = v eaif}>2Xc£2(Ra,X) 
— 0 O < ( < < X l 
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состоит из всех тех функций .л: (Я,)6-22 (R-", X), значения кото­
рых удовлетворяют условию 

x (Я)е/рХ п -в . (6.6) 
2. Рассмотрим семейство 

H*(S)=tf+(S')i, S c-=Rd \S, (6.7) 
и покажем, что при весьма общих условиях на спектральную 
плотность f(X) это семейство будет сопряженным полем для 
однородного поля (6.4). 

Обратимся к подпространству //(Г)-- — ортогональному 
дополнению в Н (R") к подпространству 

H{t)^\felufl2{k)X. 

Если а(Я)е#(Т)--, то 
|(а(;\), е1М/11*(\)х)с1К*=§е-Л1(/1/*(к)а(Х), x)dX=0, tqT, 

и, положив 
Ь{к)=/ч*(Ь)а(\), 

получим представление 
а(%)=/-ч*(\)Ь(%), (6.8) 

где /~''2(Я) означает обратный оператор к сужению /1/2(Х) на 
X(X) •-=/-'-(X)X, а интегрируемая функция b (к) такова, что 

Ъ (к) б/1/2 (X) X п. в., /-К- (X) Ъ (к) е^2 (Rd, X), (6.9) 
причем преобразование Фурье Ъ (t), t£R.d: 

Rd 

обращается в 0 на множестве Т: 
b(t) = 0, t$T\ 

отметим здесь, что 

JP(X) | |c fX<J| | /W2 (X)| | . | | / -W-(X )6 (X ) | |dX< 

<(Sl l /W| |dx) 1 , 2 (J | |a (x ) | | 2 dx) 1 / 2 . 
Очевидно, для любой функции Ь(%) указанного типа, а(Х,) = 

----/-Ч2(Х)# (X) принадлежит пространству Н (R*) (см. условие 
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(6.6)), и a(X) _]_Я (Г). Мы получаем следующее представление: 

Я(Т)1 = /-Ч-(?,).е(7'с), 
где Tc = Rd\T и B(S) для множества SCR-- означает совокуп­
ность всех функций Ь(Х) типа (6.9) с носителем 

supp£(t)cS. (6.10) 

Взяв взаимно дополнительные области S и T = Ra\S (одна 
из которых ограничена), мы получим 

Я+(5-)--.=.[ ПЯ(Г)]х-= у Я ( Т е ) х = Vfv\K)B (S=~)-, 
где Г8 означает е-окрестность дополнения Sc = 7\ S - — (Ге)--, 
и в итоге 

H*{S)=H+(S°)L=f-W(l)B(S), (6.11) 
поскольку если 66-9(5), то носитель supp&crS находится на 
положительном расстоянии от (компактной) границы области S 
и supp&cS-8, bQB(S~E). 

Пусть спектральная плотность /(X) такова, что в X най­
дется семейство ограниченных интегрируемых функций 

Ф8(Л)= jj elMtt,{t)di. %md, (6.12) 
l'l<8 

е-экспоненциального типа (е->0), связанных с f (%) таким обра­
зом, что 

$ | | / - 1 ' - М Ф . М 1 1 2 ^ < - » . (6-13) 
причем произведение /~1 / 2(А.) <ре(^)/1'2(."0 ограничено и 

/-1'2(X)9E(X)/'/-(X){to}7 (6.14) 

по операторной норме равномерно в каждой ограниченной обла­
сти переменного ,̂-=Rd. 

Как и раньше, пусть 7 есть система взаимно дополнительных 
областей S, Т в Rd (одна из которых ограничена). 

Очевидно, семейство Я*(5), Sey, вида (6.11) является мо­
нотонным и непрерывным (см. (1.8), (1.10)). 

Покажем, что при условиях (6.12) — (6.14) определенное на 
системе областей S<=y семейство (6.11) будет аддитивным 
(см. (L9)): 

H i : (Si U S2) = H1(Si) VH* (S2). (6.15) 
Отметим сразу, что можно всегда считать одну из областей 

Sj, S2 ограниченной. Скажем, если обе исходные области S1, 
S2 являются не ограниченными, то, взяв ограниченную область 
51 = ^ПТ2. T^Rd\S2, будем иметь Я*(S.)crtf*(Sx), и pa-



Верство (6.15) будет выполнено, если оно верно для Sj, S2 

t (S i .U^—StUSs) . ••• 
..:. Итак; пусть одйа из областей (скажем. Si) является огра­
ниченной. Для любого множества 

Л'=suopucS.-SiUS-, 
находящегося на положительном расстоянии от границы области 
S, легко указать непересекающиеся множества типа 

/ ^ — (-rnSOXrt Ki=K\Kv] 
такие, что A'.c.Si. K2QS2. Взяв произвольную функцию b (\)Q 
6-5 (S) с носителем i-C-=suppft, положим 

'•''• Ограниченная (по норме) финитная функция Ъ_ (t) имеет 
ограниченное преобразование Фурье 

.' .MX)=j'e-Mt)-*t, ^Rd. 
и при всех достаточно малых е>0 <ре(X) 6Г(X)6-5 (.S1). 

Действительно, функция <ре(Л,) 61 (X) удовлетворяет усло-
лю (6.9), в силу ограниченности ||fti(X)|| и выбора Фе (X) — 

<см. (6'. 12)-(6.13)), а 
—-f $ е-'"сре (X) ft, Щ dX - ^ ( ^? , J е-™.(<ре (X) ft, (X), *ft) dx) x„ 

где {xu}- ортонормированнУй базис в X и функции 
Ща^е-м^МЬгО), xk)dl = 

«--•2 J (»BX':—if)•*;»'•**)(*i(s)» J-y)rf*« -eRd' 

имеют носитель в области K\^SX при достаточно малых е>0; 
здесь функция сре(Х) интегрируема (по норме), 

И 

2К*1<М- x;)||(cpEW^'^)l< 
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<(2l<r1/aWMx). / " W ^ p f ' d K . p . W * , xft)p)l,2< 

<lir1|26i(x)IHI7Wlll'2-ll?eWII. 
где первые два сомножителя интегрируемы в квадрате, 
последний —ограничен. 

Аналогично, 
cPe(X)&(X)6.9(S1US2). 

% W *2 W = т е (х) ь (х) - % (х) ъх (х)е-з (52). 
Положив а(%) = /-11ЦХ)Ь{1) и aE(X) —/-112(Х)фЕ(Х)й(Х), полу­
чаем 

аг (X) - а (X) = (/-112 (X) Фе (X) /-/- (X) - /) • а (X), 
•где, согласно условию (6.14), 

jlK(x)—^(x)||2dx<j||/-1'2(x)9E(x)/1'2(x)-/|p-||a(x)|p{to}0 
'при е~>0. 
Напомним, что а(Х) = /~-12(Х)&(Х) — исходный произвольно взя­
тый элемент из пространства Н* (S) (см. (6.8), (6.11)). Этот 
•элемент будет входить в замкнутую линейную оболочку 
И* (S-)VH* (S2)' поскольку аппроксимирующие его элементы 
,ae(X) = /^42(X) ср8(Х)6(Х) допускают разложение 

ае(Х)-=/-112(Х)фЕ(Х)61(Х) + /-1/2(Х)ф8(Х)62(Х), 
в котором первое слагаемое входит в #*(Si), а второе — 
в #*(S2). Мы получили следующий результат. 

Теорема. Определенное равенством (6.7) семейство 
-#*(S), St=Y, является сопряженным полем к однородному -по­
лю H(S), Ssy, со спектральной .плотностью f(X), удовлетворя­
ющей условиям (6.12) — (6.14). 

Отметим, что для локально интегрируемой Н/-1^)!] — 
Н1/- , /2О)|12 

-о |log sup И/-1-72 (|i)|| 1 ' 
j_JM— f ___ d r < o o (6.16) 
о 

легко указать удовлетворяющие условиям (6.12)-— (6.14) функ­
ции ф8(Х), выбрав их в виде фе(Х) = фг(еХ), где 

ф-0-) = ф(|--) •••'Ф(М' 1- —(Р-1> ••• >M6Rd-
J-I для одного переменного XeR1 функция ф(Х) определяется, 
.например, следующим образом. 
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Возьмем «мажоранту» m(r), г>0, так, чтобы для любых 
е>0, г0>0 

sup II/-1'2 (ЮН 
lira 'w < ' < со, 
г-+с° m(er—r0) 

выбрав ограниченную снизу, монотонно возрастающую функ­
цию т(г), удовлетворяющую условию типа (6.16): 

С log т (г) , , 

Возьмем, далее, аналитическую в верхней полуплоскости функ­
цию с граничным значением а (X) 

laWI = (i + |X|)-*m(|X|) ' XeR1 ' 
определяемую хорошо известной формулой (см., например, [9]). 
Ее преобразование Фурье 

оо — Ш 

а(0-^ \ е °(х)-*х. -6R1. 

обращается в 0 при t < 0 , так что взяв комплексно сопряжен­
ную функцию а(Х), a(t) —0 при t > 0 , и произведение 

u(t)^a0ea°'a(t + \)a(t-l), teR1, 
— ограниченную функцию с носителем 5иррис[—1,1], получим 

1 

cp(X)-j eiUtt(t)dt = 
- 1 

DO 

= «0 U [е-"-сф + Х0)] е-С--»)а(|х--Л)1^, Шг, 
— DO 

для которой при |Я,|/2>|Х0|, в силу монотонности |а(Х,)|, 
со 

|ф(Я)|<|и0| J |а(|1 + Я0)|.|а(|л —A,)|d|x< 

< " о | - | а ( ^ - | Х 0 | ) 
~2 

\ | а (ц -• X) | с1ц + \ |а(|х —X)|d(x 

2 
+ 

2 

+ |tt0|-|a(JYL-|-1vol) I |a((x + X0)|dn<Ca( 1Я-1 = 
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Для ц, —([j.1, . . . , {mu}d) и Х = р.Л|[хА|--=тах|[Ху| имеем 

|ф 1 МН1/- 1 ( -Д) | |<С|Ф(^) | .1 | / - ' )2 ( [ Х ) | | < С, 
[I + №'HX.I)] 

при достаточно больших \\х\, d - 1 | 2 | [x |< |X|< | fx | , где справа. 
стоит интегрируемая в квадрате функция от fi6Rd; числовые-
параметры щ, Х0 берутся так, чтобы 

оо 

Ф(0)--=ио j e-Va(t + 1')_a(t-1)rft.---L 

3. При рассмотрении общих свойств марковости в нашем 
§ 2 речь шла о взаимно дополнительных областях 5, ~ s G c-
разделяющей границей Г; в нашем случае G = R<-. Для взаимно 
дополнительных областей S<=R<- и 7 —Rd \S (из которых одна 
является ограниченной) построим разделяющую их границу Г' 
следующим образом. Пусть L — некоторая (ограниченная) 
окрестность точки (=0 и 5 + L означает множество всех точек. 
вида s + t, где s-=5, t^L; положим 

Г . - (5+1)П(7Ч-1) . (6.17)-
Случайное поле будем называть /.-марковским, если оно> 

является сильно марковским для всех областей 5, Т указанно­
го типа с разделяющей границей (6.17), построенной с помощью' 
заданной окрестности L. 

Отметим, что поле является сильно марковским в смысле-
нашего основного определения (1.11), если оно L-марковское-
для любой окрестности L или, формально, если L—{0}. 

Согласно результатам § 2, свойства L-марковости равносиль­
но соответствующему свойству ортогональности сопряженного-
поля (6.7), а именно, 

Я* (5™е)хЯ* ( О - О О , 
где 

5- е-=(ТиГ е) с . Г " - ( 5 и г % 
что можно выразить равенством (см. (6.11)) 

j (/-V2 (Я) &1(Х), f-^(%)b2(X))dX^0, (6.18У 

b£B(S~e), b£B(T-E). 
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Условимся говорить об обобщенном преобразовании Фурь 
У-1 (t) как операторе, определенном равенством 

J if-112 W h {Ц, /-1/2 (I) b2 (к)) dX^jjjj (A1 (s - 1 ) bx (s), b2 (t)) dsdt 
•на всех парах функций 61(5), b2(t) типа (6.9) —(6.10). Формаль­
но наша «обобщенная функция» /_ 1 определена для пары _ пере­
менных (s, t), точнее, для пары «основных функций» (#-, Ь2), 
шо она не меняется при сдвиге (5, 2.)-s-(s + a, t\-tt), w6R-\ что 
иозволяет считать ее зависящей от разности s — t. 

Пусть S —некоторая область в R-, будем считать, что 
/ _ 1 (t!—-t2) —0 при Z.-. — 2.2GS, если f~l обращается в 0 на всех 
-«основных функциях» (bv b2) с такими носителями supp&i — Si 
да supp#- — S2 (один из которых является компактом), что 

•V IS2 — Sl + (-S2)C5. 
Условие (6.18) равносильно тому, что / - 1 (г.) = 0 вне замыка-

даия L—L, другими словами, что носитель supp/ -1 нашей 
.обобщенной функции лежит в указанной области: 

supp/~cZ"—Z. (6.19) 
Действительно, пусть выполнено условие (6.18). Выбрав б>0 

гак, что 26 меньше расстояния от замкнутого множества 
Si — S2^Rd\(L — L) до компакта L — L, и взяв е<б, получим, 
-что Si и S2 лежат вне замыкания соответствующих областей 
:SUrec(S + L)8 и T\JT*c(T + L)E при S-=(S2-L)e, т. е. S1C 
c7"~s> S26S_e. Это видно из неравенств: 

| s l - ( s 2 - t i + t2)| = |(s1--s2) '-(t2-ti) |>.2o>e+e 
„для всех S16S1» s26S2 и tu t2£L, 

\s2-~{tl + t2)\ = \t1-(s2-i2)\>b 

для всех s2t=S2, ti^T и \t2<^L (напомним, что Т означает допол­
нительную область к S). Таким образом, при условии (6.18) 
справедливо включение (6.19). С другой стороны, для любых 
взаимно дополнительных областей S, Т и функций Ъ\, Ь2 с но­
сителями 

Si = suppler" 8 , 7-8 = (Sur8)c, 
S2--=supp£~2cS-8, 5-Е-(ГиГ8) с , 

.где Г = (S -\-L)f\(T + L), мы имеем 

T~e-L^T=i-LCr, S" - L = 5 ~ - Z c S ; 
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скажем, если $167 8, то Si~L лежит в Г, поскольку в про­
тивном случае S--— t6S при некотором tQL и 

.s1-=(Sl-t) + te(S4-X)n-"cr. 
Следовательно, замкнутые множества 

не пересекаются и потому 
|(Si —*!) —(s2 —*a)| — |(Si —$2) —(*i — * - ) | > Р > 0 

при всех S.6S1, s26S2 и_ ti,J26L. так что Si — S2 — S-—S2 не 
пересекается с L — L — L — L (напомним здесь, что L и одно 
из S-сГ"8 , S2CS~E являются компактами). Таким образом, но­
сители Si, S2 функций Ъъ Ь2 таковы, что наша обобщенная 
функция / - 1 с носителем в области L — L обращается в 0 на 
1фъ Ь2), т. е. имеет место равенство (6.18). 

Итак, при наличии сопряженного поля (скажем, в предпо­
ложении (6.12) — (6.14)) получаем следующий результат. 

Т е о р е м а . Условие (6.19) необходимо и достаточно, чтобы 
однородное поле со спектральной плотностью /(?.) было L-мар-
ковским. 

Как следствие получим, что однородное поле является (силь­
но) марковским тогда и только тогда, когда 

s u p p / - i - { 0 } . (6.20) 
4. Используя функции ф0_(̂ ) со свойствами (6.12) — (6.14), 

можно получить следующий результат. 
Т е о р е м а . Однородное поле является L-марковским тогда 

и только тогда, когда (интегрируемая) функция 

имеет преобразование Фурье с носителем 

su^gB{t)c(L-L)2e. (6.21: 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, взяв произвольны? 

JC, yQX и обратившись к функциям 
&1 (Л-)--= --Л'фв(-V.) JC6B (S1), S1 = { s : | s - ^ | < e } , 

h(k) = %(X)yeB{S2), S2 = {s:\ s | < e ) , 

из условия (6.19) получаем, что 

mL-Lt, 
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поскольку при любом t, находящемся на расстоянии р-=2е-(-о, 
8 > 0 , от множеств L — L, 

2-e + 6< | t— (S 1 — 52) + ( 5 1 - S 2 ) - ( ^ ~ ^ - ) | < | ( t - S 1 ) + {cdot}S2| + 
+ | (S 1 -S 2 ) — ( ^ 1 - ^ ) | <2s + | (S1 -S2 ) — ( t 1 - t 2 ) | 

для всех S16S-. 526.->2' ti> t&L, И> следовательно множество 
•S1 —-S2 лежит вне L---L. 

Далее, для b (X)£B (S) с ограниченным носителем 
S — suppЪ (0 интегрируемая функция || 6 (Х) || является ограни­
ченной и интегрируемой в квадрате: 

= \\(b(t), xk)\4t~\\\b(t)fdt, 
где {xft} — ортонормированный базис в X и 

(|£(0II< (^$W)II^<~. 

ii&wii=(2i(6w-^)i)1,2<Ii^(oi!^<°°-

При почти каждом фиксированном lQRd оператор / 1'2 -(X) фе (X) 
ограничен в X и мы имеем 

-,М = 2(Й(Х)' •**)•**. 
k 

/ - 1 ' 2 (X) Фе (А,) & (X) = ^ (6 (Я-), x * ) / - 1 ' 2 (Я) ФЕ (X) JC», 

причем здесь имеет место сходимость не только почти всюду 
в X, но и в пространстве ,2-(R-, X), поскольку по усло­
вию (6.13) функция ||£Е(Х)|| = ||/~~1/2(Я)фЕ(Х)||2 интегрируема, 

и 

а частичные суммы ^ IФ М- J"ft)l2 равномерно ограничены, 
lt=m 

так что 

А-»;п 

< 

2(&М>^)/"1/2(Х)фе(Х)л 
- - • г а 

и 

Лых)||2|<а(х),*А)|2Л-*о 

d^< 

к=т 
при /те, /z-s- оо. 

Возьмем теперь произвольные £(Х) = 61 (X)6-5(Si). £2(X)G5(S2) 
с такими носителями supp51 = S1, supp&- — S2. что замкнутое 
множество Sx — S2 лежит вне компакта L — L. 
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Мы имеем 

J(/_1,2W6i(x). rl,2(%)b2(k))d\= 

= lim f (/_1,2 (X) фе (Я) МЯ,), / _ 1 1 2 W Фе (J-) 62 (?-)) «ft. 

где 

/ - 1 ' 2 (X) ФЁ(X) bx (X) = 2(6 (X), xA)/~1/2(X) Фе(X)xh, 
k 

и чтобы вывести условие (6.19) из (6.21), нам достаточно 
показать, что 

\ {Ъх (X), л:,) СГ1 '2 (X) ФЕ (X) xk, /~ 1 / 2 (X) фе {%) h № Л = 

- J (61 (*-). •**) (ёГе (Я) Хй, 62 (X)) <*&,.= О 
при малых е > 0 . Далее, 

1(̂ 1 (х), -«jOKllM^IKG. 
2 I -« M X» Xj) J^WxJ\ < ||ffe (X)\\ • ||/-112 (Л.) ft2 (Х)\\-\\АЩ\У\ 

где два последних сомножителя интегрируемы в квадрате, а 
норма ||gE(X.)|| при условии (6.21) является ограниченной, так 
как носитель supp ge (t) ограничен. Поэтому 

j (->i (*>)• •«*) (ga M •*/*> Ь2 {X}) сГЛ.= 

•= 2 J (6- (•"-)• Л'*) («"* (-•.) •«*• -*,) (&2(Я,), x , ) dX = 

= 2 j j (М-О» -«*)(ffe(-s —О-»-*- x/M-MO, Xj)dsdt = 0 

при всех е > 0 , для которых замкнутое множество Sx — S2
 л е -

жит вне компакта {L — L)2z. Теорема доказана. 
5. Остановимся подробнее на случае, когда функция 

|| / - 1 (%) || растет не быстрее некоторой степени: 

\ЩЩ.Л<„. (6.22) 
и существует стандартное (в смысле Шварца) обобщенное пре-1 

•образование Фурье f~l (t)-
Легко видеть, что результаты предыдущих п. п. 3.4 оста­

ются в силе, если под / _ 1 понимать именно это стандартное 
преобразование Фурье. 
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В самом деле, взяв векторные функции типа Ьх(%) — 
= ui(%)x, Ь2{к) = щ(%)у со скалярными uv tt2QC™(Rd) И ПР°-
ИЗВОЛЬНЫМИ .зс, у&Х, легко проверить, что 

j (/-1|2(k) bY (%), /-1'2(К) Ъ2 {%)) d%= f щ (к) (f (X) х, у)й2 {%) Л = 

= Сf ux(s)7"1 {s — t)~щ^~) dsdt — О 
для таких носителей Si — suppz.4 и S2 == suppи2> ч т о $i~^2 
лежит вне L—L. Таким образом, из прежнего-условия (6.19) 
следует то же условие в отношении стандартного преобразова­
ния Фурье 7 -1: 

supp / - 1 {t)c.L — L. 
С другой стороны, из этого нового условия вытекает условие 
(6.21), в наших предположениях (6.12) — (6.14) равносильное 
прежнему условию (6.19). 

То же справедливо и в отношении условия марковости 
(6.20). Ясно, что это условие марковости можно выразить в 
форме 

suW(tl(t)x,y) = {0} (6.23) 
и, как хорошо известно, для функций f~l (к) типа (6.22) усло­
вие (6.23) означает, что {f~l(k)x, у); х, у^Х, есть полином от 

6. Понятие L-MapKOBCKoro поля было введено в случае дис­
кретного параметра t в работе [10], где были также получены 
условия L-марковости для одномерных полей; случай одномер­
ных полей с непрерывным параметром рассматривался затем в 
[4, 30], а для бесконечномерных полей в [13]. 

В случае одномерных полей условие (6.16) послужило в 
работе [22] основой для определения обобщенного преобразо­
вания Фурье функции f~l(k), в терминах которого был получен 
критерий марковости (6.20). Условие L-марковости, в форме, 
близкой к (6.21), для одномерных полей было сформулировано. 
без доказательства в [4] при том же дополнительном ограни­
чении (6.16), что и в [22]. Отметим, что ограничение (6.16) 
тесно связано с условием регулярности (неэкстраполируемости) 
соответствующего поля (см., например, [8]). 

§ 7. Марковские расширения случайных процессов 

1. Под случайным процессом будем понимать семейство под­
пространств 

H(t)=UtX, ШТ, (7.1) 
зависящих от действительного параметра t — времени (пробе-
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тающего некоторое множество T s R 1 ) , где Ut — семейство ли­
нейных операторов из некоторого (гильбертова) пространства X 
в наше гильбертово пространство Н случайных величин. 

Введем корреляционную функцию 

B(t, s) = U*tUy, s, t&T; (7.2> 
отметим здесь, что 

{B(t, s)x, y) = (Usx, Uty); x, yeX. 
Говоря о марковости процесса (7.1), будем иметь в в и д у 

традиционно понимаемое марковское свойство ( в широком 
смысле), выраженное соотношением (1.1), которое мы перепи­
шем в виде 

P(H^,i)Ht,€0=H(t), t e r , 
несколько изменив для удобства прежние обозначения: 
H-„,t=H {- ао, t), H,l0O = H{i, оо), Я ( # _ „ . , ) = Я ( - - , * > 

Предположим, что оператор B(t, t) = Ut*Ut при всех t 
является обратимым. Положив 

Ut^UiB-wy, t), H(t) = U(X, 
мы будем иметь дело с тем же семейством Н (t) = H (t) и кор­
реляционной функцией B(s, t) c тем свойством, что 

2?(t, o---..e----(i. t)B(t, t)B-4*(t, t)=i. 
Рассматривая далее случайный процесс (7.1), будем считать, что 
B(t,t)=I, t<=T. 

Покажем, что свойство марковости (7.2) равносильно сле­
дующему (полугрупповому) свойству корреляционной функции; 

B(s, u)=B{s, t)B(t, и), s<t<u. 
Действительно, условие B(t, t) — Ut*Ut = l означает, что опе­

ратор Ut является изометрическим, 
[Ur'h, hQH(t), 

• I o, /геж/)1 

и UtU* — Pt есть оператор проектирования на Я (г.). свойство же 
марковости можно выра&ить равенством 

(Uax — PtUux, Usy) = 0; s<t<u; x, y£X 
или, что то же, равенством: 

U;Ua-U*s(LJrU^Ua = 0, s<i<u. 
Итак, имеет место следующее предложение. 

Т е о р е м а . Случайный процесс является марковским тогда 
и только тогда, когда его корреляционная функция удовлетво­
ряет уравнению (7.4). 
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Будем называть случайный процесс H*{t), lief, расши-* 
р е н и е м процесса H(t), /-=Т, если для рассматриваемых про­
странств имеет место соотношение 

H(t)cH*{t), t e r . 
Естественно поставить вопрос о минимальном марковском 

расширении H°(t), teT, обладающем тем свойством, что 
H°(t)cH*(t), ter, 

для любого марковского расширения (в том или ином рассмат­
риваемом классе). Отметим, что этот вопрос нельзя ставить в 
•отношении всех марковских расширений- Скажем, для тройки 
# i , #2, Нъ в общем случае естественным минимальным расши­
рением будет 

tfo-tf,, Hl=I-hVH2, / / » = Я 3 , 
ио каким свойством минимальности оно обладает по отношению 
к марковскому же расширению 

/77-= я,, щ=нгунъ, HI^HJ 
Расширение H*(t), i£T, назовем неупреждающим. если 

P(Hlei,)tf/..o{cdot}=P (#_«,,)#/..,. (7.3) 
Тривиальным примером неупреждающего марковского расши­

рения является H*(t) = Я_оо,л tQT. 
Теорема . Для любого процесса Я (г.), tQT, имеется мини­

мальное марковское неупреждающее расширение H°(t), t£T; 
это расширение образовано пространствами 

Я " ( 0 " Я ( Я _ М , О Я Л „ . (7.4) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Минимальность расширения (7.4) 

•очевидна, так как для любого марковского неупреждающего 
расширения H*(t), fef, мы имеем 

H*-{i)=P(Hlea,t)H'tl„^P(Hl„,i)Ht,eo = 

= > ( / / _ „ . , ) H ( l W=Ho ( i ) . 
Покажем, что процесс H°(t), tgT, является марковским. По 
определению, Я?,„ есть замкнутая линейная оболочка про­
странств Н°(и)=Р(Н-со,и)Ни,оа, u>t. Взяв любое неупреж­
дающее марковское расширение Я* (t), tQT, с учетом (7.3) 
будем иметь 

р (rfL„,f)Ho(u) =P (H°^,t)p (я:м,„) ни,^с 
СР (№-„,{) Р (я!.»,*) P (-—».«) H« ,«c 

cP{H0_ctit)P{HLBO,t)Hu,eocP(H°-ea,l)P(HL„,,)ffi,„c 
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cP(#l-,0H0(O=H°(*). 
Следовательно, P(H-.COtt)Fftt^cH°(t), что и доказывает мар­
ковость процесс H°(t), tQT. 

2. Обратимся к общему стационарному (в широком смысле) 
процессу H(t) на действительной прямой 7 = (—{infty}, ос); стацио­
нарность означает наличие непрерывной группы унитарных 
операторов Uи «сдвигающих» пространства Н{t) с течением 
времени /: 

H(t)=UtH(0), - o o < t < o o (7.5) 
(считается, что операторы Ut определены в замкнутой линей­
ной оболочке пространств H(t), —оо<^<оо) . 

Взяв Х — Н(0) в качестве «параметрического» пространства, 
можно охарактеризовать рассматриваемый стационарный про­
цесс с помощью корреляционной функции B(t), —oo<t<<x>, 
значением которой в каждый момент времени t является опера­
тор B(t) в пространстве X вида 

B(t)=PUtP, (7.6) 
где Р есть проектор на X. Для стационарно связанных ска­
лярных «компонент» lx{t) = Utx, — o o < t < o o , хвХ, процесса 
Н (t) = UtX мы имеем 

{B{t)x,y)=E\x(t)l^). 
Корреляционная функция В (t) представима в виде интеграла 

Фурье по некоторой положительной операторной мере dF (к): 
оо 

B{i) = leludF{\). 
— со 

Эта мера dF (к), называемая с п е к т р а л ь н о й мерой стацио­
нарного процесса, тесно связана со спектральным семейством 
Е%, — оо<Х.<оо, в представлении Стоуна 

<У—j eiUdF%, — o o < t < o o , 

для унитарной группы Ut, а именно: F(K) =PE-,P. 
Пусть H(t), —оо</<оо, — стационарный марковский про­

цесс. Его корреляционная функция обладает свойством полу­
группы (см. (7.4)): 

B(t+s)=B(t)B(s), t, s>0 , (7.7) 
причем B(—t)=B(t)*. 

Предположим, что корреляционная функция В($), t~>0, не­
прерывна (в операторной норме). Тогда (как решение уравне­
ния (7.7)) она представима в виде 

B(t)=e-ai, t>0 , (7.8) 
где а — некоторый линейный оператор; в частности, формула 
(7.7) имеет место в конечномерном случае dimX<{infty}. 
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•Отметим, что наша корреляционная функция В (t) удовлет­
воряет условию ]|В(2)||<1; если норма ||-3(£)|| не равна тож­
дественно 1, то 

||.fl(0 IK1 Для всех t¥=0. (7.9) 

При условии (7.9) функция ||e~oi|| экспоненциально убывает,, 
когда {̂to}oo, так что существует преобразование Фурье функции 
В(t), которое дает нам спектральную плотность /(А,) — 

оо Г 0 оо 

/(Я) = — [ e-iUB{t)dt = ±- [ eW-Wdt+^eW-rt'dt 
—со I со 0 

= з!г (а/+ а)"1 (а + л*) (—&/ + --•*)--• (7Л0> 

Фигурирующие здесь обратные операторы существуют, посколь­
ку при условии (7.9) оператор а не имеет чисто мнимых собст­
венных значений. 

Формула (7.10) показывает, в частности, что в конечномер­
ном случае, когда речь идет о матричной спектральной плот­
ности f(X), ее элементы являются рациональными функциями.. 

Рассмотрим конечномерный стационарный процесс H(t) 
(т. е. такой, что dim H(t) <oo). Предположим, что он является: 

регулярным: ПЯ_0О|. = 0; его минимальное марковское расши­
рение #0(!t), согласно формуле (7.4), также будет стационар­
ным регулярным процессом. Предположим, что процесс H°(t) 
является конечномерным. Тогда его корреляционная функция 
B°(t) будет удовлетворять условию \\B°(t) | |<1 , t¥=0, поскольку 
з противном случае должен существовать такой элемент 
x^H_ooJ, ||x||=-1, что и{х = еи^х, —оо</<оо, где А, —некоторое 
действительное число. Следовательно, процесс Я°(/),. 
—оо<^<оо, имеет спектральную плотность (матрицу) /°(А.) с 
рациональными элементами. Очевидно, B(t)=PB°(t)P, где-
Р — проектор на Я(0), и f(%)=Pf°(X)P есть спектральная плот­
ность исходного процесса H(t), —oo<if<oo. Ясно, что в матрич­
ном представлении /(Я) все ее элементы будут рациональными 
функциями. 

С другой стороны, как хорошо известно, всякий конечномер­
ный стационарный процесс, имеющий спектральную плотность 
с рациональными элементами, допускает марковское расши­
рение. 

Таким образом, многомерный стационарный регулярный про­
цесс допускает конечномерное марковское (в широком смысле) 
расширение тогда и только тогда, когда он имеет спектральную 
плотность с рациональными элементами. 

Учитывая формулу (7.4), для регулярных процессов полу­
чаем также следующий результат. 
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Теорема, Пространство P (#_„-, .)#,, «, является конечно-
мерным тогда и только тогда, когда конечномерный стационар­
ный процесс Н(1), —оо<£<оо, имеет спектральную плотность с 
рациональными элементами. 

3. Обратимся к случаю «симметричного спектра», предполо­
жив существование спектральной плотности f(X), 

/ ( - Х ) — /(.\), - о о < Х < о о ; (7.11) 
уточним, что / (к) есть положительная операторная функция 
(каждое значение / (А,) есть ограниченный положительный опе­
ратор в гильбертовом пространстве X), для которой 

со 

.б(/)=-Л eiUf{X)dX, - o o < t < o o . 

В этом случае 
со 

B«(t) = B(-t) = [ e-iXtf(-%)dX = B{t), 
так что в (7.7) мы имеем дело с непрерывной полугруппой само­
сопряженных положительных операторов 

B(t)^B(t/2)-B*(t/2), t>0. 
Как известно, экспоненциальная формула (7.8) справедлива для 
любой полугруппы такого рода при условии невырожденности—-
существовании обратного оператора B~l(t), t > 0 , точнее, при 
этом условии 

в 0.)=$ 
о 

е-*'с1Ра, t>0, (7.12) 

где Ра> а > 0 , — проекционное семейство в спектральном пред-

ставлении а= \ rtdPa производящего оператора a— urn —•—--

(а —положительный самосопряженный оператор). 
Как иллюстрацию к сказанному, рассмотрим один пример, 

имеющий самостоятельный интерес. 
Пусть £ (a), M6Go° (Rd), —обобщенное (скалярное) однородное 

поле со спектральной плотностью вида 
/ ( М ) - - ^ ^ . ; beR1, i-ieR", (7лз) 

где а (ц) — некоторая положительная функция переменного 
fiGR"'"1. ПОЛОЖИМ 

Х = Я(0)==Я+(Г), 
где Г—-граница, разделяющая полупространства 

S—(-oo,0)xRd-1. r = ( a {infty})xRd-:; 
напомним, что Я+(Г) = ПЯ(Г8), где Я(Ге) есть замкнутая ли-
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/ нейная ооблочка всех величин 
d-l | (й), SUpp ЙСГ8 — ( - е, е) X R 

Имея ввиду изоморфизм | (и) <->•а(%, ц) (см. (4.2)), можно ска­
зать, что //+(Г) - «след» нашего обобщенного поля на грани­
це Г, есть пространство всех функций Ф(ц), [x6Rd_I. таких что 

R d - 1 
j |ф0-)|2£0-)<°°' 

•i-i 

где g (|i) = ] / (%, \х) dk, \i.$Rd~l. В самом деле, из известного 
ю 

нам равенства / / + (Г )= Н* (S [}T)L получаем, что всякая функ­
ция ф (X, fx) бЯ+ (Г) определяется условием ортогональности 

О = \ J [a (X) v (\i)\ у (X, ц) ф (Л,, ц) / (A,, у) dXd\}. = 
Ц1 Rd-1 

d|i, = \ v(n) \ a(k)<f(k, \i)dl 
Rd~i LR1 

Ъ (№CQ (R^1)- й (l)eCa (R] \{0}), 
где функция y(X, р.) определяет сопряженное поле (см. (4.6)) 
и, таким образом, 

\ и(Х,)ф(Х, [x)dX-0 п. в. 
R1 

для всех M(X)6CS°(R1\{0}); с учетом того, что |ср(Х,[х)|2 
интегрируема с весом (7.13) и 

\ |ср(Х, (г ) | 2 / (Х, |x)dX,< со п. в., 
R 1 

окончательно получаем, что функция <р(Х, p) является постоян­
ной по переменному X6R*:<p(X, (А)=-=ф([х). 

Рассмотрим стационарный процесс вида (7.5), где Ut — U^ttu), 
и V(t,s)t (t> •s)6R1 XRd_1> есть унитарная группа, связанная 
с нашим однородным полем (U,. есть сдвиг вдоль координатной 
оси переменного tQW)- Соответствующее пространство Х = Н(0) 
можно отождествить со стандартным гильбертовым пространст­
вом функций ф([г), fj.6Rd_I, интегрируемых в квадрате с весом 
g(\i). Очевидно, наш стационарный процесс имеет спектральную 
плотность /(X), представляющую собой оператор умножения 

на функцию _/•. • H.6R-'-1, что следует из равенства 

R» j - d - 1 Ri яс1-1 
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для любых tp, i[)6X. Как легко проверить, корреляционная 
функция 

со 

B(t)=^etMf(\)d\ 
• — с о 

для спектральной плотности (7.13), в гильбертовом пространстве 
X задается как оператор умножения на функцию 

e-amwt ^ - - 1 , 
и при t>0 мы имеем дело с невырожденной полугруппой поло­
жительных операторов, для которой производящий оператор а 
есть оператор умножения на функцию a(|x), |j,-=Rd_1. 

Отметим, что марковость нашего процесса H(t), —{infty}<̂ <{infty}, 
согласуется с марковостью исходного однородного лоля относи­
тельно полупространств 

5 = ( - o o , ^ ) X R r f - ,
) Т •-=('. oo)XRd-1. 

для которых 
Я (S) = V H (s), N (Т) = УН (s) 

(См. П 4, § 4 ) . 
4. Марковским расширениям (иначе, марковским представ­

лениям) случайного процесса посвящена довольно большая 
литература (особенно прикладного характера); некоторые ра­
боты на эту тему указаны в [12], где вопрос о марковских рас­
ширениях исследовался в рассматриваемой нами постановке. 
Полугрупповое СВОЙСТВО (7.7) марковского процесса фактически 
хорошо известно. Основной результат о конечномерности про­
странства Р(—{infty}, t)H(\t, oo) другим путем был получен ранее 
для одномерных стационарных процессов (см. [24]). 
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-«Современные проблемы математики. Т. 14» (Итоги науки и техники). М., 
J.979, 3-71, библ. 32 

Обзор посвящен систематическому изложению общих результатов, харак­
теризующих марковские случайные поля и их свойства. 

УДК 519.219 •' 
Н. В. К р ы л о в , Б. Л. Р о з о в с к и й , Об эволюционных стохастиче­

ских уравнениях. «Современные проблемы математики Т. 14» (Итоги науки 
и техники). М., 1979, 72-147 , библ. 

Излагается теория сильных решений уравнений Ито в банаховых прост­
ранствах. Результаты этой теории применяются к исследованию сильно пара­
болических дифференциальных уравнений Ито в частных производных. 

УДК 519.217 
519.218 

Р. Л. Д о б р у ш и н, Ю. М. С у х о в , Временная асимптотика для неко­
торых вырожденных моделей эволюции систем с бесконечным числом частиц, 
«Современные проблемы математики- Т. 14» (Итоги науки и техники). М., 
1979, 148-255, библ. 85 

Статья посвящена задаче о сходимости к равновесному состоянию при 
движении бесконечных систем классических частиц. Рассматриваются две 
модели движения: свободное движение точечных частиц в евклидовом про-

.-странстве . Rv. V>1, и движение твердых стержней на прямой В'. Статья со­
держит новые результаты, полученные авторами, а также обзор предыдущих 
.результатов в этом направлении. 


