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Для монотонно убывающей функции Т от s оценка проводится аналогично. 
В случае произвольной зависимости Т (s) данное рассмотрение может быть прове­
дено на каждом участке монотонности. 
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СПЕКТРЫ ПЛОСКОГО ТЕЧЕНИЯ ПУАЗЕЙЛЯ 
И ПРОБЛЕМА РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ — СТОКСА 

ПРИ БОЛЬШИХ ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА 

Ю. Л. ЛЕВИТАН, Б. Д. МОИСЕЕНКО, В. Л. РОЖДЕСТВЕНСКИЙ, 
В. К. СИДОРОВА 

(Москва) 

В широком диапазоне волновых чисел а при сверхкритических чис­
лах Рейнольдса B e = l / v рассчитаны собственные значения Я п ( а ) и соб­
ственные функции краевой задачи для уравнения Орра — Зоммерфель-
да. Обнаруженные особенности спектра показывают перспективность 
использования этих собственных функций в качестве базиса в методе 
Бубнова — Галёркина для решения нелинейной задачи о нестационар­
ном течении несжимаемой вязкой жидкости между двумя параллель­
ными пластинами при сверхкритических числах Рейнольдса. 

1. В интервале [0, 60] волновых чисел а для числа Рейнольдса R e = 1 ^ = 1 0 * , 
2-Ю 4 , 5.5-10 4 рассчитаны собственные значения %=%п(а) ( B e ^ n + t ( a ) < R e % n ( a ) ) 
и собственные функции ф = * ф n (os, у) краевой задачи для уравнения О р р а - З о м м е р -
фельда 

[ 1!+Щ1-у2) ] Сф"-а 2 1 |> ) + 2 i a \ | p - v ( i | ) < I V ) - 2 a 2 i | ) , / + a 4 i | 5 ) , 

(1) 
г | ) ( ± 1 ) = г | / ( ± 1 ) = 0 . 

Рассчитывались 20-30 старших симметричных и столько ж е антисимметричных 
мод задачи (1). Вычисления велись по методу Галёркина с использованием базис­
ных функций < p n ( z / ) = l — ( — l ) 7 1 cos гаяг/, п— 1, 2, . . . , в симметричном и qp n = 
—sin [ (я/2)у] — ( — l ) n sin [ (2rc+l) (n/2)y), тг=1, 2 , ' . . . . , в антисимметричном случаях. 

Проведенные расчеты показали высокую точность, надежность и эффективность 
метода в широком диапазоне волновых чисел а в отличие от некоторых других ме-. 
тодов решения краевой задачи (1), например от изложенного в [*], который ока­
зался малоэффективным при значениях а » 1 . 

2. Решению Я п ( а ) , г |5 п (а , у) краевой задачи (1.) соответствует решение 

(2) хх y ) = c n e x p [ X n ( a ) £ + t a z ] ^ n ( a , у) 
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линеаризованных на течении Пуазейля уравнений Навье - Стокса. Таким образом, 
величина ^ ( а ) характеризует поведение во времени малых возмущений течения 
Пуазейля определенного типа. На фиг. 1-4 приведены зависимости R e X n ( a ) , ха­
рактеризующие затухание (при R e X n ( a ) < 0 ) возмущений типа (2) во времени. 

Отметим, что, стремясь отобразить больше информации о R6.A, n (a), мы приме­
няем переменные масштабы, чем й объясняются изломы кривых на этих графиках. 

Фиг. 1. Симметричный случай 

Величина 1т%п(а) характеризует частоту пульсаций во времени возмущения типа 
(2), а если обозначить I m к п ( а ) = - а ( 1 - у п

2 ( о с ) ) , то у п ( а ) характеризует место в 
канале — 1 < у < 1 , f где в основном сосредоточен вихрь возмущения (ап(аг у) = 
= а 2 ф п ( а , у)—фг / 'Оа, У)- Это подтверждается графиками функций Re \ | ) i ( a , у) 
(кривые i ) , - 4 0 I m i f i ( a , у) или 4 I m i | ) i ( a , у) (кривые 2) и 1 0 ~ 2 | c o i ( a , у) | или 
1 0 ~ 3 | c o i ( a , у) | (кривые 3) при R e = 1 0 4 и, соответственно, при а = 1 (фиг. 5) и 
а = 2 0 (фиг. 6). 

На некоторых кривых приведенных графиков проставлены цифры, указываю­
щие значение 1-уп

2 (а) в данной точке а . 
3. Мы обсудим результаты расчетов только для случая R e = 1 0 4 (фиг. 1, 2) . 

Выводы будут в основном те ж е для случая R e = 2 - 1 0 4 (фиг. 3) и должны быть 
несколько модифицированы для Re=5.5- ДО4 (фиг. 4) . 

Произвольное решение линеаризованных уравнений Навье - Стокса, описываю­
щих развитие во времени малых возмущений, периодических по х с периодом 2L, 
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задается линейной комбинацией функций (2): 

(3) * ( ^ ^ y ) = ^ c T O ' n ( O e x p ( i a o w i a ; ) ' i | ) n ( a o m , y ) , 
7П,П 

где 

а 0 = • Стп ( 0 = 'стп (0) ехр [Хп (а0т) t]. 

Отсюда ясно, что за развитие возмущений ответственны главным образом мо­
ды уп(а0т,у), соответствующие наибольшим значениям Reln(a0m). Как видно 

Фиг. 2. Антисимметричный случай 

и., фиг. 1, 2, на участке a e [ 0 , 2] таковы мода, отвечающая R e A , i ( a ) > 0 (источник 
неустойчивости течения Пуазейля) , которая в основном сосредоточена возле стенки 
канала ( l - ^ n

2 ~ 0 . 2 3 ) , и около трех десятков других взаимно конкурирующих мод 
(в пределах скорости затухания R e ? t > - 0 . 2 ) . 

Положение изменяется при рассмотрении более коротковолновых возмущений. 
При а > 2 в пределах заданной скорости затухания остается лишь 5 симметричных 
и 5 антисимметричных мод, вскоре (при а > 5 ) их остается в сумме лишь 5, а при 
с с > 1 0 - всего 3 - 4 моды. Существенно отметить, что при a > 2 все главные моды 
являются возмущениями, сосредоточенными в центре канала, так как для них 
i / n ( a ) близко к 0. 

Таким образом, длинноволновые возмущения ( Х = 2 л / а > 3 ) сосредоточены как 
у стенки, так и по всей ширине канала. Что ж е касается коротковолновых возму-
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щений, то они при а>2 сосредоточены в узкой полосе в районе середины канала, 
и можно, по-видимому, говорить о коротковолновой вихревой полоске в этом районе 
канала. 

Отметим, что эти выводы находятся в согласии с расчетами нескольких собст­
венных значений задачи (1) при R e = 1 0 4 , приведенными в [ 2 ] . Там ж е отмечается, 
что при больших а главными становятся моды, сосредоточенные в центре канала. 
Однако в упомянутой работе не установлена правильная иерархия собственных 
функций при больших а , что связано с небольшим числом рассматриваемых мод. 

Итак, имеется большое число разнообразных длинноволновых мод, которые не ­
обходимо учитывать в процессе развития возмущений, и, напротив, число коротко­
волновых мод, определяющих картину развития малых возмущений, весьма не­
велико. 

4. Рассмотрим задачу о двумерном нестационарном течении вязкой жидкости 
между двумя параллельными пластинами у=±1 с заданным расходом 

1 ' ' • . . > • . . . . 

J u(y)dy = Q = const;. 

-i 
и пусть Re — число Рейнольдса, отвечающее этому расходу. Определив вектор ско­
рости течения равенством 

П^={1-у2 + Уру, - f x } , 

будем искать периодическое по х с периодом 2L решение г|)(£, х, у) уравнений 
Навье - Стокса в точной постановке (с учетом нелинейных членов). Применяя 
представление ty(t, х, у)-в виде (3) в методе Бубнова — Галёркина, мы придем к 
бесконечной системе обыкновенных дифференциальных уравнений . 

(4) = Xmn(aQm)стп + \ Tij>kiCijChh 

i,3,k,l 

где производится суммирование квадратичных членов по индексам г, /, к, I в соот­
ветствующих пределах. 

Величины Г™^ г постоянны и вычисляются через собственные функции крае­
вой задачи (1) и сопряженной ей, краевой задачи. (Сопряженная (1) краевая за­
дача также решалась нами методом Галёркина.) 

Практическая реализация метода Бубнова - Галёркина состоит в рассмотрении 
конечной системы (4), которая получается при пренебрежении членами стп с боль 
шими номерами т.п. 

Трудность реализации расчета нестационарного течения по методу Галёркина 
заключается в основном в большом количестве нелинейных членов в системе (4),, 
которые подлежат учету и число которых растет пропорционально M2N2 в каждом 
уравнении (4), где М . и IV — пределы суммирования по т и по п соответственно 
в представлении (3) для г])(£, х, у). 

Отметим, что ранее предпринимались попытки расчетов систем типа (4), в 
частности в работах [ 3 ] . Однако там в разложении (3) не учтены антисимметричные 
моды, а кроме того, число членов по т в (3) взято равным 3, что, конечно, недоста­
точно и не может привести к качественно правильным выводам. 

Другая попытка" 'изучения систем типа (4) (при другом выборе базиса в, ме­
тоде Галёркина) была п р е д п р и н я т а я , [ 4 ] . Наконец, отметим также, что общие и 
важные свойства систем типа (4) изучались в работах А. М. Обухова и др. (см., 
например, [ 5 ] ) . 

5. Представляется правдоподобным, что по крайней мере для слабых возмуще­
ний (при небольших сверхкритических числах Рейнольдса) картина течения в на­
чальной стадии в нелинейном случае будет существенно зависеть только от тех 
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Фиг. 5 Фиг. 6 

мод в разложении (3), которые слабо затухают в линейном приближении, т. е. ко­
торые соответствуют большим Re A,'n(ocqtf&). Задаваясь границей Re Яп(аотп) >—0.2, 
мы приходим к выводу, что в значительной части интервала 0 < а < 6 0 в первых рас­
четах достаточно учесть небольшое число мод. 

Подсчет числа функций стщ которые необходимо учитывать в (4) для моделиро­
вания течения при R e ~ 1 0 4 , приводит /к цифрам 1000-2000. 

Таким образом, появляется возможность осуществить качественно правильное 
моделирование неустойчивого течения в канале при R e ~ 1 0 4 с помощью системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений с 1000-2000 неизвестных. Изучение 
такой системы представляется осуществимым на современных ЭВМ. 

Возможно дальнейшее упрощение задачи, которое связано с детальным изуче­

нием матриц Г™дг . 
6. В работах [6» 7 ] мы пытались оценить сложность моделирования двумерного 

турбулентного течения с помощью традиционных методов вычислительной матема­
тики — разностных схем. Проведенные оценки показали большие трудности такого 
подхода. 

Полученные нами спектры течения Пуазейля иллюстрируют эти трудности: для 
правильного учета главных мод необходимо отразить возмущения, сосредоточенные 
в узких зонах вблизи стенок канала (при а<2) и в еще более узких зонах посе­
редине канала (при ос>2). Подобное требование приводит к мелкому шагу простран­
ственной сетки, что влечет за собой мелкий ш а г по времени, и все это делает за­
дачу трудной для ее реализации на современных ЭВМ. • { • 

С другой стороны, учет этих особенностей спектра и спектральных функций 
позволяет экономно и достаточно хорошо описать решение нелинейных уравнений 
Навье - Стокса в виде (3). 

Авторы благодарны А. А. Самарскому за ценные обсуждения результатов 
работы. 
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СРАВНЕНИЕ ДВУХ МЕТОДОВ РАСЧЕТА 
ДВУМЕРНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ТЕЧЕНИЙ ГАЗА 

НА МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ 

2 0 . И. РОМАШКЕВИЧ 

/ . - . . 

(Москва) 

Проводится сравнение двух методов численного расчета двумер­
ных нестационарных течений газа на задаче, моделирующей разлет 
сильно нагретой фокусированным лучом лазера массы газа. Обсужда-

, ется возможность применения этих методов для решения задач физи­
ческой газовой динамики. 

1. Одним из важных вопросов, которые надо решать при численном моделиро­
вании течений газа при наличии различных физических и химических процессов, 
является вопрос о выборе разностной, схемы для решения гидродинамической части 
задачи. От применяемой разностной схемы надо, конечно, потребовать достаточной 
точности результатов; кроме того,^хотелось бы, чтобы алгоритм допускал добавле­
ние к системе уравнений гидродинамики уравнений и членов, ответственных за 
протекание физических процессов, без существенной перестройки схемы и не тре­
бовал при этом много вычислительных ресурсов. 

Примером схем, дающих надежные результаты, являются алгоритмы, построен­
ные на основании метода, изложенного в f 1 ] . Точность расчетов, проведенных в соот­
ветствии с этим методом, обеспечивается использованием подвижных криволинейных 
сеток, подстраивающихся под картину течения. Преимущества этой методики в при­
менении, например, к задачам со сложной геометрией течения или с поверхностями, 
разделяющими вещества с различными термодинамическими свойствами, очевидны. 
При решении ж е задач, не имеющих этих особенностей, не представляется оправ­
данным тратить машинное время на расчет сеток и память на хранение координат 
точек сетки на «нижнем» и «верхнем» временных слоях. Кроме того, в задачах 
радиационной газовой динамики расчет переноса энергии излучения на криволиней­
ных сетках довольно сложен. 

Удобной для решения задач физической газовой динамики схемой является 
в этом смысле алгоритм SHAS2D [ 2 - 3 ] . Счет по нему ведется на равномерных прямое 
угольных сетках, допускается решение уравнений не дивергентного вида (а таково 


