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ЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ 

Пусть tf>£, k — 1, 2 , . . . , п,— функции, непрерывные на некотором компактной 
множестве G точек комплексной плоскости, а ад., k = 1, 2 п, —заданные ком­
плексные числа, не все равные нулю. Введем следующие обозначения: Ф = {%}*; 

и 
А == {а/,}" ; Я = 2 J Cfe?*> где cft — некоторые комплексные числа; &3 —множест­

в а 
п 

во полиномов Р, удовлетворяющих условию 2 J а/ге* = 1; 

р(А, Ф, G ) = inf л sup | P ( g ) | ; 

/ ^ — полином из d?L, отклонение которого от нуля на G равно р(А, Ф, G) (из­
вестно, что хотя бы один такой полином всегда существует). Задачу отыскания 
величины р(А, Ф, G) и полинома P:i! назовем задачей (А, Ф, G), а полином Р* — 
экстремальным полиномом этой задачи; р(А, Ф, G) > 0 в том и только том случае, 
когда всякий тождественно на G равный нулю полином Р удовлетворяет условию 

п 
akck — 0. Везде ниже предполагаем, что это условие выполнено. В частности, 

4=1 
оно заведомо выполнено, если система функций Ф линейно независима на G. 

1°. Пусть Zm={Zi}'l' — некоторое множество точек из G. Введем в рассмотре­
ние матрицу 

М(Ф, Zm) = ||<Pft(*l) ?*(«») •••?*(*.») II. Ь~\, 2,..., П. 

Через Л'!А (Ф, Zm) обозначим матрицу, полученную добавлением к М(Ф, Zm) век­
тора {—a.k)" в качестве (т + 1)-го столбца. Из известной теоремы В. С. Виден-
ского ([1], с. 414) нетрудно вывести следующее утверждение. 

Т е о р е м а 1. Для, того чтобы полином P€d3gA был экстремальным поли­
номом задачи (А, Ф, G), необходимо и достаточно, чтобы существовало мно­
жество Zm= {Zi}'", ZiQG, такое, что: 1) ] P(zi) ] = sup | P{z)\, / = I, 2 , . . . , m; 

2) существует строго ненулевой и ортогональный матрице МА (Ф, Zm) вектор 
А = {^l}"i+l (см. (2], с. 39), удовлетворяющий условиям 

arg[X rP(2 ;] = a r g ^ m + „ / = 1 , 2 , . . . , и . 

2°. Множество точек Z m = { 2 ; } " ' , Zi 6 G, Zk^Zj при/г=^у, назовем ^-мно­

жеством задачи (А, Ф, G), если найдется Pf. 6 е ^ А такой, что для этого полинома 

S 



74 И. Ю. Рыжаков 

.и множества Zm выполняются условия теоремы 1 (Рл. является, таким образом, 
-экстремальным полиномом). Характеристическое множество ([1J, с. 414) представ­
ляет собой пример W-множества, а всякое W-множество содержит по крайней мере 
одно характеристическое множество. 

Пусть Р.л. — экстремальный полином задачи (А, Ф, G), a Zm = \z.\f—некото­

рое множество точек из G. Введем в рассмотрение систему функций V = {ф^}" > 

'h = ~Р* fk, и матрицу 20? (Ф, Zm) размерности 2п X (т + 1): 2R (f, Zm) = || ak,i\, 
где aft, r = ^ ( 2 ; ) , / = 1, 2 , . . . , /и , аи,т+\ = —ч при £ = 1, 2, ... , п, а аА, г = <Ь (2;) 
i = 1, 2 m, аь, m+i = — я* при k — п 4- 1 , . . . , 2л. 

Л е м м а 1. Пусть Zm есть W-множество задачи (А, Ф, G), а РЛ: — поли­
ном, удовлетворяющий на Zm условиям теоремы 1. Тогда Ш (>F, Zm) есть НР-

- матрица (см. [2], с. 39) и, если ее ранг меньше т, то всякая ее НР-компонента 
(см. [2], с. 40) содержит последний столбец этой матрицы. 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Для того чтобы W-MHO-
жество Zm являлось характеристическим множеством, необходимо и достаточ­
но, чтобы ранг матрицы SO? (lF, Zm)i равнялся т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Zm = \zp\™ есть характеристическое множество 

и пусть ранг Ш (4f, Zm) меньше т. Тогда (см. [2], с. 40) существует подмножество 
ZpczZm, р < т, такое, что SO! ({F, Zp) есть //Р-матрица ранга/?. Допустим 
для простоты, что Zp = {Zi)\. Найдутся положительные числа {5,}f+1, удовлетво­
ряющие равенствам 

р 

£ ь1 р* («/) П (2;) — 5p+i «А = 0, £ = 1 , 2 . . . . . Л . 

Следовательно, Р# есть экстремальный полином задачи (А, Ф, Zp), а это невозмож­
но, т. к. zm — характеристическое множество. Необходимость доказана. Докажем 
достаточность. Пусть A = {S;}J"+1— положительный (см. [2], с. 39) вектор, ортого­
нальный матрице SOJ (W, Zm). Так как ее ранг равен т, то всякий другой ортого­
нальный ей вектор можно записать в виде (АД, где р. — число. Предположим, что Zm 

не является характеристическим множеством. Тогда найдется некоторое собственное 
подмножество (пусть это убудет Zp = \ii\\ , p < т), являющееся характеристи­
ческим множеством. По доказанному выше ЗЛ (V, Zp) есть //Р-матрица ранга Р 
и, следовательно, существует положительный вектор fai\rf+l , ортогональный этой 
матрице. Тогда вектор Д' = ^bj}^+1 , где 5, = ? ; , / = 1 , 2 р , Ът+1 =-[p+i, и 

^ = 0 при / = р + 1, ... ,т ортогонален матрице 1BV (Ф-, Zm). Так как А' нельзя 
. представить в виде .̂Д, то мы получили противоречие. 

3°. Введем следующее 
О п р е д е л е н и е . Пусть q^>\— некоторое натуральное число; будем говорить, 

что система функций Ф обладает на G свойством / / f , если: 1) каково бы ни было 
множество Zm, состоящее из т < q точек из G, р (А, Ф, Zm) = 0; 2) существует 
множество Zq = {zi)\, Zi'G G, Zui=Zj при k^j, такое, что р (А, Ф, Zq) > 0. 
Будем говорить, что Ф обладает на G свойством / / f , если в G найдется точка, в 
которой отличен от нуля каждый полином множества <г/ . 

Л е м м а 2. Пусть Zm = {zi}f — некоторое множество точек из G. Для того 
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чтобы р (А, Ф, Zm) > 0, необходимо и достаточно, чтобы ранги матриц М(<&, Zm) 
и Л4А (Ф, Zm) были одинаковы. 

При т> п ранги этих матриц, очевидно, одинаковы. Значит, если для задан­
ных А, Ф и G р (А, Ф, G) > 0, то существует натуральное q, 1 ̂  q ̂  п, такое, что 
система Ф обладает на G свойством НА. 

Т е о р е м а 3. Для того чтобы система Ф обладала на G свойством Hq, не­
обходимо и достаточно, чтобы: 1) для любого множества ZmCZG, m < q, мат­
рица МА (Ф, Zm) не являлась Н-матрицей и 2) существовало множество Zq = 
— {Ч)\ > 2; 6 G, Zu Ф Zj при k Ф J, такое, что /ИА(Ф, Zg) есть Н-матрица. 

Т е о р е м а 4. Пусть система Ф обладает на G свойством НА .Тогда всякое 
характеристическое множество задачи (А, Ф, G) содержит не менее q точек, а 
размерность множества экстремальных полиномов этой задачи не превышает 
я — q. 

Первое утверждение теоремы следует непосредственно из того, что множество 
Zq, фигурирующее в условии 2) приведенного выше определения, есть характе­
ристическое множество задачи (А, Ф, Zg). Докажем второе утверждение. Пусть 
Р.;.. — один из экстремальных полиномов задачи (А, Ф, G), a Zm = {zi}f— ее ха­
рактеристическое множество. Тогда т> q, а коэффициенты любого экстремального 
лолинома удовлетворяют системе 

п п 
S xkfk (zi) = А, (г/), / = 1, 2 , . . . ,т; £ xk (— ak) = — 1. 

Матрица этой системы уравнений представляет собой транспонированную матрицу 
М (Ф, Zm). Нетрудно показать, что ранг 7ИА(Ф, Zm) не меньше q. Следовательно, 
размерность множества решений системы не превышает п — q. Теорема доказана. 

4°. Пусть Zm= {zi}™ — некоторое множество точек из G. Здесь мы рассмотрим 
задачу (А, Ф, Zm) в предположении, что р (А, Ф, Zm) > 0, т. е. что ранги матриц, 
М (Ф, Zm) и МА (Ф, Zm) одинаковы (см. лемму 2). 

Пусть вектор А = <[Х;}™+1, А т + , = 1, ортогонален матрице МА{Ф, Zm), a 
{^/ly i> Р^т, — те и только те из координат {А/}™, которые отличны от ну­
ля. Вектор А назовем допустимым вектором задачи (А, Ф, Zm), если совместна 
система уравнений 

я п 
S -ЗДй (2^ = ^ ) 1 ^ . 1 / ^ , / = 1 , 2, ... ,р; Л Xk(-ak) = — l, (1) 

т 

п 
= ZJ Ckfft является экстремальным полиномом задачи (А, Ф, Zp), где 2 ' р = { 2 / . } ^ = 1 

й=1 
и р (А, Ф, Zp) = [i (А). Возможно, существует другой допустимый вектор А' = 
= = { ^ ( ' f + 1 такой, что среди его координат {Х; }™ отличны от нуля только 
V . У=1> 2, ...,р. Тогда t*(A') = ;л.(Л) = р(А, Ф, Zp). Таким образом, на мно­

жестве всех допустимых векторов задачи (А, Ф, Zm) величина ;х (А) принимает 
лишь конечное множество значений (количество этих различных значений не пре­
восходит числа //-компонент матрицы М (Ф, Zm), содержащих ее последний стол­
бец). Рассмотрим множество тех допустимых векторов А, для которых ц(Л) 

где |J.(A) = ( 2 J I h | ) • Если Jc^J-" — решение этой системы, то полином Р •-
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наибольшее. Пусть вектор Л = {Х/}"г+1 принадлежит этому множеству, а среди его 
координат {X;}™ отличны от нуля только {X;. } £ , i Тогда р (А, Ф, Zm) = p(A, Ф̂  
Zp)—\i{A), где Zp — {zu } Р:Х . Полиномы, коэффициенты которых образуют ре­
шения системы (1), являются экстремальными полиномами задачи (А, Ф, Zp), а те 
из них, для которых отклонение от нуля на множествах Zp и Zm одинаково, состав­
ляют множество всех экстремальных полиномов задачи (А, Ф, Zm). 
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