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В В Е Д Е Н И Е 
Б настоящей работе рассмотрены краевые задачи для 

уравнения Лапласа на плоскости в некотором классе одно-
связных областей со сложным строением границы, когда на 
одной части границы задано неоднородное краевое условие 
Дирихле, а на другой — однородное условие Дирихле или 
Неймана. Получено решение этих задач в форме, допускаю­
щей дифференцирование на части границы, и исследовано 
изменение решения при деформировании области. В § 1 
дается постановка и метод решения краевых задач. В § 2 пред­
ложенный метод применен к решению одного класса крае­
вых задач в областях со скругленными углами. В § 3 исследо­
вана вариация функции, отображающей одиосвязную область 
при ее деформировании. В § 4 рассмотрены краевые задачи в 
деформируемых областях, найдена асимптотика решений этих 
задач при стремлении параметра деформации к нулю. 

§ 1. Об одном методе решения 
краевых задач для уравнения Лапласа 

1. Некоторые функциональные пространства. Пусть конеч­
ная односвязная область .3.7 комплексной плоскости z ограниче­
на замкнутым жордановым кусочно-гладким контуром %?, точки 
которого обозначаем г'; составляющие его гладкие дуги соеди­
няются в точках г/ под углами как, причем 

0<a f t <2. (LI) 

В этом случае будем говорить, что область 3S принадлежит-
классу (а). Пусть z = ©(g) — конформное отображение круга 
{|£|<1} на .#, а %,=®>-1(г) —обратное отображение. Обозначим! 
через ег(.$) класс функций и(.г), гармонических в З&к таких,,что. 
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sup M [и (z), r] < оо , Ж[и(г),г] = \ \u(z)\2\dz\, (1.2) 
0<г<1 $г 

где %т — образ окружности {| £|-= г} при отображении г = со(^). 
Если заданная B S функция f(z) имеет почти всюду на % опре­
деленные предельные значения f(z') no всем некасательным пу­
тям, то будем говорить, что она имеет граничную функцию 
T(z') . 

Л е м м а 1. Если область 3?, б (а), то функция и(г)ве2(?В) 
имеет граничную функцию u(z') и 

lim J |a(-2)l2 |dz|=- \ \tt(z')\i\dz'\. (1.3) 
r--1 <sr fe 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С помощью теоремы Линделефа [35] 
функцию со' (С) можно представить в виде 

^----"(^Пк-с*)"*"1. т(о,™у.т(цен(, —1- е̂я„ (i.4) 

Здесь //.. — классы Харди голоморфных в круге {|С|<1} функ­
ций [6,20,28]; С/=сй_ 1(г/) ; произведение в (1.4) берется 
по всем k. Воспользовавшись (1.4) и (1.1), получаем 

Я А > 1 : со'ДО/РГ, (Г5) 

Обозначая м-;(С)=---и(ш(С)), C = re'-V, из включения u(z)£e2(3B) 
с помощью (1.2) найдем 

sup f | «j (re'*) |2 | со' (reix) | dx < oo . 
o<r<ig 

С учетом последнего неравенства и (1.6) получим 
я 5 > 1 : ut(E)eAt> (1.7) 

тде h, — класс Харди функций, гармонических в {|<!;|<1} (см. 
[6, 20]). Как известно [6, 20], функция ut(t) имеет граничную 

'функцию w^e1-); учитывая теорему Линделефа [35], заключа-
•ем, что существует и граничная функция u(z'). Пусть /:(£)-= 
'—";(?)+ *°E(S)—голоморфная в {]£]<1} функция, причем 
i>5(0)=0. Из (1.7) и теоремы М. Рисса [40] следует включение 

rt,c(?)eh» и существование граничной функции .-'-(е1"). Очевидно, 
•что /..(£) е#,. Замечая, что функцией, сопряженной функции 
''*-.,(е<х). x-[0> %п)> является vt(eix), с помощью теоремы Хель-
•сона и Сеге [32] о сопряженных функциях и с учетом (1.4) и 
,(Ы), получим 

• 2п 2л 

.-•:•• J | щ{в1х) |21 со' (е1х) | dx < Л (со) f | tti (е1*) |21 со' {eix) \dx, (1.8) 
о 6 
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где .v2 (со), 0<ч^(со)< оо, зависит только от вида функции со (С). 
Имеем, во-первых, / £ (С) Уса' (C)6L2 н а {К|—-}• ч т 0 следует 
из (1.8); во-вторых, из включения /-(С)6//., s > 1 , и (1.5) 
вытекает, что ~ p > 0 : /g (С) |/"со' (C)6-F/p- С ПОМОЩЬЮ теоремы 
В. И. Смирнова [22] получим 

А^)У^Ж)ен2. (Г9) 
Применим неравенство Минковского для оценки интеграла 

"2« 

J IЛ (ге1х) • I V®' (reix) | — / с (в") • | J /V (•?'*) I |2 d* 

1_ 
2 

[2я 
< 1Л (re1*) J / V (re-*) — ft (elx) ]Ло' (eix) f dx + 

[2я 

jl/c(^; + I / c ({cdot}3'*) У со' (e-v) | • | е- агг •»' (---ре--)) - el - f e и ' <" "-"ре.")) |2 dx 

При r{to}l первый член IB правой части последнего неравенства 
стремится к нулю в силу (1.9) и теоремы Ф. Рисса [39], а вто­
рой— в силу теоремы Лебега [11] с учетом того, что 
lim arg(u'(re^) при r{to}l почти всюду равен arga / (e" ) [35]. Та­
ким образом 

2я 

"га j I h (reix) • | Vat' (reix) | - / c (eix) • \ V^W) I Г dx .=0. 

Отделяя действительную и мнимую части выражения во внеш­
них скобках, а затем применяя неравенство треугольника, 
найдем 

2я 2я 

lim [,ut(re'x)\2\(o/(re,x)\dx = {\ut(elx)\2\a>'(etx)\dx. (I.10) 
- - - 0

J о 
Доказательство леммы завершается возвращением к плоскости 
г с помощью отображения £, = <й~1(г). 

С л е д с т в и е . Класс е2($), Ы&(а), превращается в евкли­
дово пространство, если определить скалярное произведение 
функций а (г) и b(z) из е2(.^) по формуле 

(а, Ь)е,ш) = \ш\ a(z)b(z)\dz\; (1.11) 
r-*l 

"«г 

величина (1.11) не зависит от выбора отображающей функ­
ции z — со (С): 

(a(z), 6(.г))., (Л) = (а(г ' ) , * (г ' ) )ч*) - ( U 2 > 



З а м е ч а н и е ! . Пусть в области S6(a) функция g(z) голо­
морфна и непрерывна в ее замыкании 33, причем 

0 < A < | g ( Z ) | < . 8 < 00, Z&B, 
и для гармонической в 33 функции u(z) удовлетворяется 
условие 

sup \ | и (z) I21 g (z) | | dz | < oo. 0 < r < 1 i 
Тогда u(z)ee2(33) и 

hm[ \и(z)\*\g(z)\\dz\=-A\и(z')\*\g(z')\\dz'\. 
r"1 'er % 

В справедливости этого замечания можно убедиться, если 
в доказательстве леммы 1 функцию со'(С) заменить на 
g(<o(c))co'(g. 

Обозначим через Е2(33) пространство голоморфных в 33 
функций /(.г), sup^ | / (г) , г] < оо , с нормой | | / | |я,=-

0<г<1 = \lv\Y-М\f (z)i г]> гДе .^[/>/•] определяется по форму­
ле '{1.2) [6, 20, 23]. 

Замечание 2. При выполнении условий леммы 1 голо­
морфная в 33 функция / (g ) = м(г)+ (.•»(;-.), v(#0)=0, z<03, 
принадлежит пространству E2(-5-0 и 

\\f(z)\\Es<K(33)\\u(z)\\ei, (1-13) 
где -~((5Э), 0<К{33 )<оо, зависит только от вида области S3 

Справедливость-замечания 2 следует из (Г8), (1.12). 
Здесь и в дальнейшем через Д2 обозначаем оператор Лапла­

са на плоскости. 
Лемма 2. Если область33 & (а), то в классе е2(33) сущест­

вует единственное решение задачи Дирихле 
A2«(z)=0, ze$. (1.14) 

«(z').=q>(z'), г'.-.-?, (i.iб) 

для любой функции <p(z')£L2('S
>), где (1.15) понимается 'в том 

смысле, что граничная функция u(z'), соответствующая реше­
нию u(z), 'почти всюду на ®* равна cp(z'). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначая щ(х) =ф(со(е")), имеем 
T£(x)Kf~I~T|6L2([0, 2л]). (1.16) 

Из (1.6) вытекает включение [6,28] 
1 

ш' (eix) •е1Рг([0,2я]), />2>1. 



откуда с помощью (1.16) находим, что Яз>1: <pt(x)6Ls([0, 2n]). 
Как известно [6, 20], в {|£|<1} существует и единственна та­
кая гармоническая функция H;(£),G/is, что (соответствующая ей 
граничная функция «;(е'ж) почти всюду совпадает с <pi;(x). По­
строив голоморфную в {|£|<1} функцию f£(£) =u-(.f) +ivL(Q, 
и..(0)—0, и повторяя рассуждения леммы 1, получаем соотноше­
ния (1.8), (1.9), (1.10), откуда следует, что функция и (г) ••==•• 
—-«с(to-1 (г)) принадлежит е2(ЗВ) и является решением задачи 
(Ы4)—(1.15). 

Из леммы 1 вытекает существование оператора 9': u(z') = 
— .^(«(z)), действующего из е2(;53) в L2((F). 

Теорема 1. Если область ЗВ&(а), то SP осуществляет изо­
морфизм евклидовых пространств е2(ЗВ) и Ь2(Ч?). 

Доказательство непосредственно вытекает из леммы 1, след­
ствия из нее и леммы 2. 

В силу теоремы 1, в е2(3д) существует ортонормальный ба­
зис {фп(.г:)}Г. Ряд Фурье в этом пространстве для u(z)&e2(33) 
имеет вид: 

со 

«(Z)==2<Vl>n(2), Cn = (U,tyn)e,. (U7) 

В соответствии с (1.12) при вычислении коэффициентов с„ (1.17), 
можно использовать только граничную функцию u(z'). В связи 
с этим рассмотрим ряд для произвольной функции Ф {z')^.Lz^S) 

и(г)-=2сЛ(-г), cn = {^{z')^n{z'))L,m. (1.18) 

Теорема 2. Если область 536(а), {tyn(z)}f— произволь­
ный ортонормальный базис в <г2(.53) и 9(2:/)6L2 CS)> To 

1) ряд (1.18) равномерно сходится внутри области 3$ к 
функции и(2)бе2(33) и его можно дифференцировать внутри 
области любое число раз; 

2) граничная функция u{z') суммы ы(г) ряда (Г 18) почти 
всюду на 1F равна исходной функции cp(z') и совпадает с функ­
цией ф(2') в точках ее непрерывности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть и(г) —решение задачи (1.14) — 
(1.15), которое, согласно лемме 2, существует и единственно; 

f(z)=u(z)+iv(z), т:!(20)=--0, Z---.53; 
N 

М г ) = 2 - V M * ) , fJV(z) = uJV(z) + wN(z), ^ ( z 0 ) = O. (1.19) 
-.=-1 

Поскольку ряд (1.18) есть ряд Фурье в е2(53) Для и(~"), то с 
учетом леммы 2, следствия из леммы 1 и (1.13) имеем 

lim | | / ( * ) - / „ (г) H ^ O . 
TV-boo 
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Последовательность {М г )} равномерно внутри 33 стремится к 
f(z) [21], no теореме Вейерштрааса [18] ее можно дифференци­
ровать внутри .53 любое число раз, отсюда следует первое 
утверждение теоремы. Ислользуя рассуждения леммы 1, можно 
показать, что функция и (и (£)) 6h„ s > l , лоэтому [6] она 'пред­
ставим а интегралом Пуассона; используя теоремы Фату [29] и 
Линделёфа [35], получаем второе утверждение. 

Разложение в ряд Фурье (1.18) представляет сабой метод 
решения задачи (Г 14)—.(1.15)—вариант метода наименьших 
квадратов [19, 37]. Теорема 2 устанавливает достаточные усло­
вия сходимости этого метода. 

Примером ортонормального базиса в пространстве е% (3$) 
является система ортонормальных в Ь2Сё) гармонических мно­
гочленов, поскольку справедлива следующая 

Л е м м а 3. Если область .336(a), то система гармонических 
многочленов полна в е2(.5-0. 

Доказательство следует из полноты системы {2"}™ в E- (.33) 
[21], оценки (1.13), теоремы I и того, что область 536(a) удов­
летворяет условию (5) [6]. 

Пусть область .53* с границей $* удовлетворяет условиям 
.53*6(а), 0653*, V.2653* : 2653*, (1.20) 

где z — сопряженное с z число. Обозначим через е*^*) клас­
сы функций а± (2) 6е2 (53*). удовлетворяющих условию: #±(2.) = 
= +и± (2) , V2.6.53*. Очевидно, что 62

+(33*) и е2""(;53*) суть под­
пространства е2(53*), являющиеся ортогональными дополнения­
ми друг друга. Отсюда следует, что свойства, установленные 
выше для <?-, переносятся с очевидными видоизменениями на е£• 
например, лемма 3 переносится в следующем виде. 

Лемма 4. При выполнении условия (1.20) система функций 
Re2™, ге=0. Г . . . , полна в е2

+(?В*), а система функций 1 т г " , 
/ г—1,2 , . . . . полна в е2-(33*). 

Применяя к системам {Rez"}^ и {lmzn}f процесс ортогона-
лизации [23], получаем ортонормальный базис {ty* (z)}f в про­
странствах е£ (Эй*)'-

п п. 

^+(2)=2a+Re2*-\ %-(z) -2-»^ I r a zK (L 2 1> 

Задача 
А2и±(2)=0, 26S*; и±(г/) — Ф±(2 /), z'6<S*; 
Ф± (z') 6L2 С8*): V2'61*, Ф ± (2 ' ) -±Ф ± (2: ' ' ) , ( 1"2 2^ 

является вариантом задачи (1.14) —(1.15), поэтому ее решение 
«-- (.г)6-2±(.53*) представляется в виде 

8 



»*(.-)--*.2сжо~). ^—(Ф±(2,)>^(^/)к(^)- с1-23) 
Подставляя (1.21) в (1.23), получим решение в другой форме 

оо оо 

u"(z)=^an
+nQz"-1, а-(г)--=2-»»"-"-2". О-24) 

л - - 1 « - 1 

где 

Для рядов (1.23) вопрос о сходимости устанавливается теоре­
мой 2, а для рядов (1.24) —следующей леммой. 

Лемма 5. При 'выполнении условий (1.20) ряды (1.24) 
сходятся к решению задачи (1.22) >в круге с центром в начале 
координат, вписанном в область S8*, и его можно дифференци­
ровать внутри этого круга любое число раз. 

Доказательство устанавливается с ПОМОЩЬЮ теоремы Коши 
о разложении голоморфной функции в степенной ряд [18] и 
того, что ряды 

СО ОО 

2 an*zn~l и 2 а<-_2:" 
Я..-.1 / 1 - 1 

являются рядами Тейлора, соответственно, для f'v{z) и f~(z); 
и+ (z) = Re /+ (z), и- {z) = 1т /- (г). 

Отметим, что в ряде работ классы типа Харди или близкие 
•к ним конструкции 'вводились для изучения эллиптических крае­
вых задач в областях с достаточно гладкой границей [7, 8, 14, 
15, 27]. 

2. Постановка задач. Если функция w — f (£), конформно ото­
бражающая круг {|£|<1} на односаязиую область g плоскости 
г, непрерывна (в смысле метрики римановой сферы) в {|<!;|<1}, 
то в соответствии с [24] будем говорить, что область g принад­
лежит классу (.5$); иначе говоря [6, 18], все граничные эле­
менты области gG(s&)—первого рода. Дуга границы области 
£•3 (.$•#) есть образ f(6) некоторой дуги б окружности {|с;|=1}. 
Говоря о точке границы области, будем подразумевать гранич­
ный элемент. 

Пусть область gG(a) ограничена контуром dg = yUY, wa и 
w} —• точки соединения дуг -у и Г, w} — точки, в которых дуга 
у неаналитична; / принимает значения из некоторого заданно­
го множества. Дуга у в некоторых окрестностях точек о...-, ws 
является дугой Ляпунова, Дуга Г — спрямляемая жорданова 
кусочно-гладкая, составляющие ее гладкие дуги соединяются 
между собой под углами яат, т=\, 2 , . . . , М—\, а с дугой у — 
под углами яа0 и лам, причем 
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0<a m <2; 0<a0 , a « < 1 . (1.26) 
В этом случае будем говорить, что область g удовлетворяет 
условию (7, Г). 

Обозначим и/ точки дуги Г; — — производная по нормали 
к контуру, int С — дуга С без концевых точек. 

Пусть область g удовлетворяет условию (у, Г) и существует 
такая область GG(.?£), что выполняются условия: а) GzDg; 
б) dGzzy, в) G:_intr; г) контур dG в некоторых окрестностях 
точек w0 и Wj представляет собой дугу Ляпунова; в этом случае 
будем говорить, что область G есть расширение области g, 
удовлетворяющее условию (Г), и писать G^>g. 

Пусть область g удовлетворяет условию (у, Г) , существует 
<г> 

расширение G, G^>g, и w = ii(t) —конформное отображение по­
лукруга {g : i|£| < 1, 1m£>0} на g, переводящее диаметр 
{£ : j£|--£1, Imt—0} в дугу у; Г,. — образ полуокружности 
{t,:\t,\=r, I m ^ O } при отображении w = yi(£,), 0 < л < 1 . Назо­
вем классом е2(.2), g, Г) множество функций •ф(ш), гармониче­
ских в g, непрерывных в gll int у, удовлетворяющих условию 

г1)(да)---0, a. e int у, (1.27) 
и таких, что 

sup \ \и?(яи) | 2 1 d w К оо, 0 < г 0 < 1 . (1.28) 
г«<г<1г 

г 
Пусть выполняются условия, указанные в определении класса 
e2(S>, g, Г), и при этом у — кусочно-аналитическая дуга, а 
fflj (/ = 1, 2 , . . . /—1 — ее внутренние точки, где нарушается 
аналитичность. Назовем классом е2(./У, g, Г) множество функ­
ций "ф(да), гармонических в g, непрерывных в gUint-y, Удов­
летворяющих условию (1.28) и 

~ г | > И - - - 0 , wey\[}Wj. (1,29) 

Если заданная в g функция f(w) имеет почти всюду на Г опре­
деленные предельные значения/(ои') по всем некасательным пу­
тям, то будем говорить, что она имеет на Г граничную функцию 
f(W) (т.п. 1). 

Л е м м а 6. Если функция *ф(до) принадлежит классу е2(2), 
g, Г) или классу e2(JT, g, Г), то она имеет на Г граничную 
функцию i|)(a/) и 

lim\\^{w)\'2\dw\=\\^(w')\2\dwr\. (1.30) 
г->1 i-r г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть z = F(t.y)—конформное ото­
бражение G на {1Ш2>0}, 
ю 



F(-V)=0, F(M)=oo, Neintv, ..VfedGVy. (1.31) 
Обозначим 

$*=F(g)UF(intv)U{2:2G#-(g)}; Ч8* = дЗР. (1,32) 
Принимая во внимание (1.26), убеждаемся, что область 33* 
удовлетворяет условиям (1.20). В соответствии с принципом 
симметрии [18] функция z=со (S), определенная по формуле 
a(t,) =F((x(t)), может быть аналитически продолжена через от­
резок {£: |£|---.1, lm£=0}; продолженная функция отображает 
•{|С|<1} на да*. Обозначим К{г0) == {£ : г0<\1;\ =ёП, Im £>0>, 
-Az(/"o) — (n(K(r0)), Ка(г0)—ц(К(г0)), и заметим, что, в силу 
условия (Г), осуществует такое число г0. 0<г0<1, что функция 
F - I ( z ) осуществляет конформное отображение ."(-(."о) на 
'Кю(г0) и 

0 < A < | F - ' ' (2)|<B<oo, zG/С.Ы. (L33) 
Определим гармоническую в области 33* функцию и± (z) сле­
дующим образом: 

u+(z)=^(f-l(z)), iKt»)ee-(ж, g, г), 2er(g)ur(intY), 
м-(г) ==-1,(̂ -1 (г)), г|> (гв)бе2(Ж, g, Г), zGf (g) IJf (Int y), 

и* ( г )= + «± (г), zGS3*. (1.34) 
Обозначим ^•^^(Г^и^-гб.^ЧГ,-)} ; отметим, что кривые %* 
суть образы окружностей {|С| = г) при отображении г----о (С) 
С ПОМОЩЬЮ равенства 

jjh|,(zD)|-idai|=4 jj | ^^ ) i 2 i . f _ i ' (2 ) i i ^ i 
...V 1,* 

и условия (1.28) убеждаемся, что удовлетворяются условия за­
мечания 1 к лемме 1, где Ш заменена на Ш*, (ST—на $,.* и 
g{z)—на F"*1' (г); отсюда с учетом конформности отобра­
жения F-'(z) в Кх(г0) вытекает существование на Г граничной 
функции ф(а>') и равенство (1.30). 

З а м е ч а н и е . Соответствие (1.34) осуществляет изомор­
физм: 

i|>(«>)eea(S, g, Г)**«-(.г)бе.г (Я*); 
Ф (да)ее2 (Ж, g, Г)~а+ (2)ее2

+ (Ж*), (1.35) 
}ГА\\у(т)\\<^\\и±{г)\\<1ГВ\\у{т)1 (1.36) 

где А я В — те же, что и в неравенствах (1.33). 
Следствие . Класс e2(2D, g, Г) (соответственно, класс 

ez(JC, g, Г)) превращается в евклидово пространство, если ска­
лярное произведение функций а (ну) и b(w), принадлежащих 
классу е2(.25, g, Г) (соответственно, классу e2(JP, g, Г)), опре­
делить по формуле 
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(a,b)es = lim\a(w)b(w)\dw\; (1.37) 
г~>1 Ь -т 

величина (1-37) не зависит от выбора отображающей функции 
W — и, (С): 

(л(гв>), * («»)).,-= (а (да'). *(-»')к(Г). (L38) 
З а д а ч а (25). Пусть область g удовлетворяет условию 

(г) 
(y , r ) , Gz)g и А(да')-МГ)- Н а й т и решение ^ ( « О б М - . g i г ) 
задачи 

А2а|)(т5У)-=0, T»6g. . (1.39) 
-[)(щ))=0, «ueinty, (1.40) 

^(wf)^h{wr),w'eT; (1.41) 
равенство (1.41) понимается в том смысле, что граничная функ­
ция ty(w')> соответствующая решению ty{w), почти всюду на Г 
равна h(w')\ 

З а д а ч а (Ж). Пусть область g удовлетворяет условию (у, Г), 
у—кусочно-аналитическая дуга, G.ng и h(w')£L2(F). Найти 
решение % (w)&2 (JV, g, Г) задачи 

Д--Х («»)-= О, «aueg, (1.42) 

•-^Х (*>)--= О, - 6 Y \ U -у, (1.43) 

Х(вд') = h(W), да'бГ; (1.44) 
равенство (1.44) понимается в том же смысле, что и равенст 
во (1.41). 

Лемма 7. Решение задач (25) и (JP) существует 
и единственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим задачу (1.22), где 53* 
определяется выражением (1.32), ср± {z') = h{f~l\z')) при z<5f (Г) 
и ф ± ( 2 / ) = + Ф ± ( 2 ' ) на остальной части %*. Согласно лемме 2, 
существует и единственно ее решение #-= (z)£e* (-53*); кроме того, 

tt-(2)=0, J-tt+w^o, 2 g - ( v ) . (1.45) 

С помощью (1.35), (1.45) убеждаемся, что %(w) ==u+(F(w)) 
есть решение задачи (Л"), a ty(w) =u,-(&~{w)) —.решение зада­
чи (£>). 

Из леммы 6 вытекает существование оператора 3): ty{w') — 
= °D{^(w)), действующего из е2(.2>,£,Г) в L2(r) , и оператора 
Jf\ ty(w')=jr(ty(w)), действующего из e2(Jf,g,T) в L 2 ( r ) . 

Т е о р е м а 3. При условиях леммы 6 оператор Ф осуществ­
ляет изоморфизм евклидовых (пространств e2(g),g,Y) и L2(r) . 
а оператор Jf ~ изоморфизм евклидовых пространств е2(Л, g, Г) 
и _2(Г). 
12 



Доказательство непосредственно вытекает из леммы 6, след­
ствия из нее и леммы 7. 

Отметим, что данная здесь конструкция пространств 
<?2(-2),g, Г) и G2(JC,g,T) близка <к приведенной в работе [36], 
где дуга Г предполагалась достаточно гладкой. 

3. Метод решения. 
Теорема 4. Пусть область g удовлетворяет условию (у. Г), 

(D 
G=>g и z=&~(w) —конформное отображение G на {lmz>0}, 

удовлетворяющее (1.31). Тогда 
1) система функций 

fi,.(w)=Im[F(KJ)]'\ л=1,2 , . . . , (1.46) 
полна в пространстве e2(S),g,T); 

2) система функций 
On(w)=Re[F(a))]n , n = 0, 1 , . . . , (1.47) 

полна в пространстве е2(./Г,,«>
г,Г). 

Доказательство следует из леммы 4, где область 38* опреде­
ляется выражением (Г32), и замечания к лемме 6. 

Пусть (Cjm)in — квадратная матрица, ],т=1, 2,...,п; 
det ( . . . ) —.определитель матрицы ( . . . ) ; det ' l n(. . . ) — алгеб­
раическое дополнепие k,n—того элемента определителя 
det( . . . ) . 

Ортонормируя систему функций {&п(Щ™ (1.46), получаем [23] 
в соответствии с теоремой 4 ортонормальиый базис ш„(вд), 
п~~ 1, 2, . . . , в пространстве е2(3), g, Г): 

я 

о).,(да)« I-—-.]? Dk
n
nQk(w), (1.48) 

у DnlJn-i ft_i 

где 
£ „ • - - - d e t ^ * , D r - d e t * " ^ » ) , » . (1.49) 

Cjm~\aj(W)am(W)\dw'\. (1.50) 
г 

Аналогично получаем из системы {On{<w)}^ (1.47) ортонормаль­
иый базис Фл('йУ), n = 0 , 1 , . . . , в пространстве e2(J", g. Г): 

п 

y.v„.v„_- д 
где 

7V„ = det (d;m)0", /Vf = det** (d/m)on, (1-52) 
dJm=[®j(w')Om(w')\d'w'\. (1.53) 
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Рассмотрим ряды для произвольной функции h(w')£L2(T): 
00 

-ф(<ги)—=2 c?«co"<'reJ)' Cn = (fi(vt>'), -о„(да'))мг), (1.54) 
л.~1 

со 

l{w) = ^idnff„{w), da = (h{w')t Фя(да')).е,(г). (1.55) 
tt=0 

Т е о р е м а 5. Если удовлетворяются условия теоремы 4, 
функции Ш„(ЬУ) определяются формулами (1.46), (1.48) — (1.50) 
(соответственно, функции фп(к-) определяются формулами 
(1.47), (1.51)—.(1.53)) и h{w')&L2(T),m 

1) ряд (1.54) (соответственно ряд (1.55)) равномерно 
сходится внутри gllint у к функции ty(w)ee2(3!>, g, Г) (соответст­
венно к функции %(w)ee2(Jf, g, Г) ) и его можно дифференциро­
вать внутри g и «a Y^Uayj любое число раз; 

2) граничная функция •ф(ш') суммы -ф(ш) ряда (1.54) (соот­
ветственно, граничная функция %{w') суммы %(w) ряда (1.55)) 
почти всюду на Г равна функции h(w') и совпадаете ней -в точ­
ках ее непрерывности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ty(w)—решение задачи {2Е>), 
которое, согласно лемме 7, существует и единственно. Тогда ряд 
(1.54) есть ряд Фурье в e2(k>,g,Y) для i|)(tw). Отсюда с учетом 
теорем 2, 3, 4 и замечания к лемме 6 вытекает справедливость 
теоремы для ряда (1.54) я аналогично для ряда (1.55). 

Подставляя (1.48) в (1.54) и (1.51) —в (1.55), представим 
функции -j3(o>) и х( —) 1В другой форме: 

q{w)^y.anQn{w), а.—2~т==--~ О-5 6) 

СО 00 .-Ь 

XW-2*A(4 i.-JyS--- (1.B7) 
и-0 k-n V -V4-VA-1 

Т е о р е м а 6. Если выполняются условия теоремы 5, то ря­
ды (1.56), (1.57) сходятся в ff~-l(K), где K={z:\z\<R, 
1mz>0}—полукруг, вписанный в область F ( g ) , и их можно 
дифференцировать любое число раз на F - 1 ( / ( ) \Uayj . 

Доказательство проводится так же, как и теоремы 5, с ис­
пользованием леммы 5 и того, что •Qn(F_1(z)) = lmzn, 
®n(F-1({cdot}2))=Rezn. 

Пусть точка N в (1.31), принадлежит y\Uwj. При ломощи 
теоремы 6 получаем 

~g^d^(N)=1
ral3r'(N), (1.58) 

g^d~%(N)=bl&-'(N). (1.59) 
14 



Из теоремы 5 следует, что разложение в ряд (1.54) пред­
ставляет собой 'метод решения задачи (3D), а разложение в ряд 
(1.55) —метод решения задачи (JC); при этом существенно, что 
на части y\\}Wj границы области ряды (1.54), (1.56) допуска­
ют дифференцирование любое число раз. В ряде прикладных 
проблем, сводящихся к задачам {ЯЕ>) и (Jf), область g доста­
точно сложна, и трудно построить ее конформное отображение, 
доставляющее аппарат для решения этих задач и вычисления 
производных функций г|)(а.) или %(w) на границе. Однако для 
некоторых проблем область g такова, что можно построить кон­
формное отображение расширения G этой области, удовлетво­
ряющее условиям теоремы 4. В этом случае, построив ряды 
(1.54) или (1.55), получаем решение, соответственно, задач (SD) 
и (Jf) и вычисляем искомые производные на границе. 

Этот метод может быть использован для исследования 
асимптотического поведения решения краевых задач (St>) и (Jf) 
и его производных на glly при деформировании дуги у; для по­
лучения асимптотик необходимо знать вариацию функции z = 
— ST(w) при деформировании области G. 

§ 2. Краевые задачи для областей 
со скругленными углами 

1. Постановка задач. Пусть G — односвязпая область, огра­
ниченная контуром dG=(CM)[)(MB)U(BNC); (СМ) и (MB)— 
прямолинейные лучи, соединяющиеся ъ бесконечно удаленной 
точке М под углом [Зя, 0 < р < 2 ; (BNC) — аналитическая дуга; 
В, N, С — точки'конечной плоскости. Контур DG называют 
скругленным углом. Выберем па int(Mi3) точку А, на 
'mi (CM) —•точку' D, обозначим через у дугу (ABNCD) и соеди­
ним точки A и D кусочно-гладкой дугой Г, лежащей внутри G 
и удовлетворяющей требованиям ( 1.26). Область g, ограничен­
ную 'контуром \Ul\ называют областью со скругленным углам. 

Отметим, что она удовлетворяет условию (у, Г) и G=>g. Задачи 
(3>) (L39) — (1A1) и (Jf) (1.42) — (1.44) для построенной та­
ким способом области g обозначим, соответственно', (..2>с) и (ЛРс). 
Задачи (2D?) и (Jfc) часто встречаются в приложениях (см., 
например, [2, 4, 10, 13, 17, 41] и приведенную там библиогра­
фию). 

2. Алгоритм решения. Применим для решения задач (3)с) и 
(Jfc) метод, изложенный в § 1 п. 3. Пусть z=ffr(w) —конформ­
ное отображение области G, указанной в п. 1, на {Imz>01, 
удовлетворяющее условиям 

Sr(N)---0, s-~(M)=oo, | F i | = l- (2-l) 
где точки М п N определены в л. \, a SF\ — коэффициент при 
главном члене разложения функции 3F(w) ©близи М; отметим, 
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что третье из условии (2.1) несущественно для дальнейшего и 
служит только для обеспечения единственности отображения 

(Г) 
z=ST(w). Заметив, что 0=>g, находим в соответствии с теорема-
ми 5 и 6 решение задачи (Ъа) в виде (1.54), (1.56), (1.58), где 
входящие в них величины определяются по формулам (1.46), 
(1.48)—(1.50), а решение задачи (./."-)— в виде (1.65), (1.57), 
(1.59), где входящие в них величины определяются по форму­
лам (1.47), (1.51) — (1.53). В следующем пункте строится выше­
указанное конформное отображение области G для некоторых 
частных случаев округлений, важных с точки зрения .прило­
жений. 

Отметим, что в работе Треффтца [41] вводилась функция 
ImF(tw) и для ОДНОГО частного случая использовался прием 
расширения области (см. также библиографию, приведенную 
в [2]). 

3. Конформное отображение. Для указанного в .предыдущем 
пункте отображения ЗГ (да) области G на {Im z>0} имеет место 
разложение 

1 со к 

ЗГ (-ш) = wJ + 2 Л*®" J> (2.2) 
ft-i 

сходящееся в 'некоторой окрестности точки М, ЛИ. — действи­
тельные числа (см. теорему 7). Ниже находится обратное отоб­
ражение F - 1 (г) для некоторых частных видов области G. С его 
помощью искомое отображение F(ay) может быть восстановле­
но в виде ряда (2.2), коэффициенты Ль которого находятся по 
формулам 

Л А = i ^ H m J ^ ( J ! ! ! l 2 l - ^ ) t k>o, (2.3) 

. - 1 ,. tf*+- f tk 

ft (-« + 1 )1^0 dtk^ \[ф(<)]* 
l - — | , k > l , (2.4) 

где 

q>(0-|>-(-}-)] ". (2.5) 
Отметим, что формулы (2.3), (2.4) находятся из тех же сообра­
жений, что и выражения для коэффициентов ряда Бюрмана— 
Лагранжа [13]. Используемая в (1.58), (1.59) величина |F'(N) | 
может быть выражена с ПОМОЩЬЮ обратного отображения в виде 

|3-'(ЛГ)|— 1 • (2.6) 
' v п \&~1 (0) | v 

1°. Рассмотрим угол, образованный лучами a r g w - 0 и 
argt.y=Pn:, 0<|JJ<2; скруглим его дугой окружности единично­
го радиуса, касающейся сторон угла в точках В и С. Обозна.. 
16 



чим через С7(1) область, ограниченную этим скругленным углом, 
G(i)=D{tiy:0<argffi'<pn}, и точку /V* выберем следующим обра­
зом: 

N = e-l™(-J—-l), х =-1-4- . (2,7) 
\ sin пи У 2 х ' 

Найдем конформное отображение w = f[]) (z) верхней полупло­
скости на область G^, удовлетворяющее, в соответствии с 
(2.1), условиям 

Г^(0)=Л/; f-^00)==M^o0; 
.f^(2;)-=2P + o(l), 2{to}oo. (2.8) 

Для удобства преобразований введем новую переменную С и 
функцию /(С) по формулам 

-----£, /(C) — fo )V ) , (2.9) 

где параметр а, а > 0 , выбирается так, чтобы функция /(С), 
отображающая {ImC>0} на От, удовлетворяла условиям 

/(0) = /V; / ( l ) — ctgK; /(oo)----oo. (2.10) 
Отметим, что область Ow является круговым треугольником, 
у которого два угла равны я (в вершинах В и С), а третий 
равен ря (в вершине M). Как известно [6], функция /(С), осу­
ществляющая конформное отображение верхней полуплоскости 
на круговой многоугольник, может быть представлена в виде 

/<«=•£§•• < 2 Л 1 > 
где Q1 (С) и £22 (С) — линейно независимые интегралы уравнения 

Й//(С) + /(С)£2(С)--0, (2.12) 
вид функции /(С) определяется геометрическими параметрами 
многоугольника. В рассматриваемом случае 

jW==-T--f_T- <2ЛЗ) 
Подставляя (2.13) в (2.12), получим 

(l_C-)Q''(C) + v(v + l)fi(O — 0, v - - = - . (2.14) 
Как известно [1, 12], решениями (2.14) ЯВЛЯЮТСЯ комбинации 
функций Лежандра Pv (С) и QV(C) вида 

Q1(c)-( i- i :-)[Ap;(c)+5Q;(c)], (2.15) 
ВД)—(--с-)[ср; (c)-fDQ;(c)]. (2.16) 

Принимая во внимание (2.9), (2.11) и подбирая а в (2.9) и 
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коэффициенты А, В, С, D в (2.15), (2.16), так чтобы для 
функции f~(l)(z) выполнялись условия (2,8), найдем 

—• -= ^й)1 <̂ > == — "_^_ii^i=—^—_(^_,_etg(——?-=-—-), (2.17) 

.!_Li—_ii—_l1 

, (l+v)r-(l+v) J 
a = 2L (tWrvi+v)7] • (2 Л 8> 

T(z) — гамма-функция. Дифференцируя f(\)(z) (2.17) c по­
мощью (2.7), получим 

i 

1 Г f A n i - 2 2 V + 1 ^ + ^ rP(l+2v){cdot}r41+TJ 2 , . 
я P v

 p (1+v) P Г.5 (1+л>) 

Отметим, что отображение области, ограниченной скругленным 
углом при р = 2, т. е. дополнение множества 

{|2. + i | < l } U { 2 : - 2 < 1 m z < 0 , Re2>0} 
до всей комплексной плоскости, дается первым членом форму­
лы (2.17) при л>-=---; формула (2.19) остается без изменений. 

В работе [41] отображение &Ji](z) было найдено в виде 
ряда. 

2°. Нетрудно убедиться в том, что функция 
^(^-lUz-af + iz + af], (2.20) 

• = 2 " ' [ t g *№---> ] р (2.21) 

при 1<(}<2 отображает {1т.г>0} на область G<2), ограничен­
ную углом величины pit, скругленным кривой (BNC), симмет­
ричной относительно биссектрисы угла и касающейся его сто­
рон [13]; кривизна контура терпит в точках В и С бесконечный 
разрыв. Параметрические уравнения координат a, v (tt-\~iv = w) 
кривой (BNC) суть 

й(х) = -[(а — x)pcospn+(a + .x)p], v(x) — ----(a — x^sin $n, 
x£[ — a, a]. (2.22) 

Обратная функция z — $F<2> С"2-) отображает область 0(2) на 
{1т.г>0} с соблюдением условий (2.1). Отметим, что, в случае 



W = f (3)(2)=-2я 

P—2f, Уравнения (2.22) дают кривую «наилучшего» скругления 
угла [38]: величина | f'{2) (w) | постоянна на дуге (BNC) и равна 

3°. Пусть р —рациональное число, 1 < р < 2 , P-=1+-f-, где 
•£-—несократимая дробь. Обозначим 

C?(3)-={-iy:0<argw<Pfl, \т + 1\>Ц, 
N = 0, М= оо. В — точка пересечения окружности {| да + г|--=-1} 
с лучом {w.arg да-=ря}. Нетрудно видеть, что область (?<з> 
ограничена углом величины Рл, скругленным дугой (Я/У) окруж­
ности единичного радиуса, касающейся одной стороны угла 
и пересекающейся с другой стороной под углом л(2—-р). Кон­
формное отображение чю — $Г[з)(г) полуплоскости {1т2>0}на 
область 0(з) находится при помощи интеграла Кристоффеля — 
Шварца [5] 

9 - 1 - | - ' 

((3—1) С̂ —1) + 2 -vln(1—--jj , 

Можно убедиться в том, то обратная к (2.24) функция 
z = f(3){®), отображающая область G(3) на {lmz>0}, удовлет­
воряет (2.1). 

§ 3, Вариация отображающей функции 
1. Введение. Если односвязная область G конформно отоб­

ражается на полуплоскость функцией z=&~(w), то при дефор­
мировании области О вблизи точки NQdG изменяется и отобра­
жающая функция. Изучению этого вопроса был посвящен ряд 
работ [13,26,33,42]. 

Пусть каждому Яб(а, Ь] ставится в соответствие множест­
во st(%); такое семейство множеств обозначим {££(%,)}a

h. 
Обозначим 

K(N, 1 )= {z: \z~N\<X}, (3.1) 
U*{R) = {z: \z\<R, lmz>0}, (3.2) 
U(R)={z: \z\>R, lmz>0}. (3.3) 

Пусть области G и G- принадлежат классу (st) (см. § I» 
п. 2); область Gi°— компонента пересечения GflGi; cri0 — компо-
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нента пересечения dGfldG-TidGi0 — является дугой границы обла­
сти Gi°. В этом случае будем говорить, что границы областей 
G и G1 имеют общую дугу о--0. 

Л е м м а 8. Пусть: 1) области G и Gi принадлежат классу 
(.$•£), их границы dG и dG1 имеют общую дугу оч0; Meintai0; 

2) функции z = &~*(w) и z = &~i*(w), конформно отобража­
ющие, соответственно, области G и Gi на {lmz>0}, удовлет­
воряют условиям 

. * i •f*(Af) = 0, Г1*(М)----0, Mm^-^-^hfx* («О Ф int о.-(3.4) 

3) функции z — f (w) и z = £i{?o), конформно отображаю­
щие, соответственно, области С и Ct на {1тг>0}, удовлет­
воряют условиям 

f(M)-=oc, Г,(М)-=<*>, l i n i n g . - L (3.5) 
•w-*-M sr{ia>) 

Тогда 
1) 

£7* («-0=2 V [Г* («О]*; (3.6) 

здесь ряд сходится в f *~l(U*(l*)), где U* определяется по 
формуле (3.2); 

/*== Inf | г | , а^дО^\а^; (3.7) 

Ak* в (3.6) —действительные числа, Л-* = 1, 

I А / | < / | . - { - - . k > l . (3.8) 

2) 

fi И=г (™)+2 Mf (-)]-*; (3-9) 
здесь ряд сходится в f-l(L/(l)), где U определяется по фор­
муле (3.3); 

1= sup |z | ; (3.10) 

Afe в (3.9) — действительные числа, 
|Aft|<-—-, A>0; (3.11) 

У /г 
если G1crG, Gi{ne}G, то Ai>0; если Gi^G, G.-7--G, то Ai<0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теоремам о сохранении об­
ласти и о соответствии границ [6, 18], F*(G1°) и Fi*(Gi°) 
суть подобласти верхней полуплоскости, a .~"*(CTi°) и Fi*(cri°) — 
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отрезки действительной оси, содержащие начало координат в 
качестве своей внутренней точки. Отсюда следует, что 
и*{subset}-*(G-0), г д е и*=-.{2 :,|.z|</*, 1mz>0}, а /* определяется 
по формуле (3.7), /*>0. Обозначив £, = f*(z) -=F1*(Sr*-'(2))> 
d* = {z: |z|</*, Imz=-0}, находим, что f*(u*){subset}F,*(G1°), 
/*(d*){subset}F1*(ff1°), причем, в соответствии с (3.4) /*(0)=0. 
Согласно принципу симметрии [18], функция t,=f* (z) может 
быть аналитически продолжена через диаметр d* полукруга и* 
в полукруг {z: |2|<2*, lmz<0} по правилу f* (z) = f*(z). Про­
долженная таким образом функция голоморфна и однолистна 
в круге {г: |z|</*} и представима рядом Тейлора 

, со 

/*(Z)-2AA***' (ЗЛ2) 
равномерно СХОДЯЩИМСЯ внутри круга {z:|2|<i*}; в (3.12) 
учтено, что /* (0)=0. Согласно третьему условию(3.4) Л1* —= 1; 
из соотношения f*{z) = f*(z) следует, что все Л'% —действи­
тельные числа. Подставляя в (3.12) z=f *(w), получаем раз­
ложение (3.6), сходящееся в ,f *~1((у* (I*)). Заметив, что функ­
ция ----- /* (i*z), представимая в виде 

оо 

ft-2 
голоморфна и однолистна в {|z|</}, и применив к ней извест­
ные оценки коэффициентов однолистных функций [30], полу­
чим формулу (3.8). Первое утверждение леммы доказано. 
С помощью теорем о сохранении области и о соответствии гра­
ниц [6, 18] получаем, что F(Gi°) и Fi(Gi°)—подобласти 
верхней полуплоскости, a F(0i°) и Fi(ai°) —отрезни действи­
тельной оси, oo6intF(o'i0), «-GintFi(cri0). Обозначив £ = f{z) — 
=3Ti(3r~i(z)), u={z: \z\>l, 1mz>0}, d={z: \z\>t, lmz = 0}, 
где l определяется по формуле (3.10), находим, что n{subset}F(Gi°), 
f(u){subset}Fi(Gi°), f(d){subset}.Sri(ffi°), f(oo)=oo. Аналитически продол­
жая функцию £~f(z) в соответствии с принципом симметрии 
[18] через d в {z:\z\>l, lmz<0} по правилу f(z) =f(z), ви­
дим, что продолженная функция голоморфна и однолистна в 
области 1г:/<(|z| <{infty}} и представима [18] равномерно сходя­
щимся внутри этой области рядом Лораиа 

00 

/(2) = г + 2лАг-А, (3.13) 

где учтено третье условие (3.5). Из f(z) — f(z) вытекает» 
что все Л.А—-действительные числа. Подставляя в (3.13) 
г — .f (да), приходим к разложению (3.9), сходящемуся 
в f~] (U {I)); заметив, что функция 
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голоморфна и однолистна в {z : 1 < | z | <oo}, получаем с помощью 
теоремы площадей [6] неравенство (3.11). Пусть Gi-3-G, G1-7--G. 
Обозначив z = x + n/, cr=dG\mt cr10, аналогично убеждаемся, что 
F(cr) —отрезок действительной оси, F ( a ) -= [хи х2], —оо<л,1< 
< x 2 < + oo, VgG.""i((r): lm£>0, функция £=f(z) голоморфна и 
однолистна в области {z;z$&~(o), 2-7--{infty}}. Вычислим коэффи­
циент Л- ряда Лорана (3.13) при помощи контурного интеграла, 
'[18]. Отметим, что функция f(z) ограничена вблизи границы 
области, которой служит разрез F ( a ) , поэтому [20] интеграл 
можно брать по этому разрезу. Учитывая условие f{z)=J(z), 
найдем 

Xi 

A^—Jim/ (* )**• (3.14) 
Xl 

Здесь интеграл берется по верхнему берегу разреза F(o'), по­
этому, с ПОМОЩЬЮ теоремы о соответствии границ и соотноше­
ния V<!;6.Fi(a): 1m£;.»0, имеем для подынтегральной функции 
lmf(x)>Q, xB[xh х2], причем lm/(x){ne}0 на множестве положи­
тельной меры, ибо в противном случае можно показать [20], 
что Gi = G. Тогда из формулы (3.14) следует Ai<0. Пусть те­
перь G.--3G1, G^Gi; соображения, приведенные выше для f(z), 
будут справедливы для обратной функции /_1(£). Заметив, что 
коэффициенты при минус первой степени в рядах Лорана, соот­
ветственно, функций f(z) и /-1(£) противоположны по знаку, 
получаем для этого случая Ai>0. 

2. Общий случай. Пусть область GG(.5#), z = &~(w) —ее кон­
формное отображение на {1т.г>0}, F(N)=-0 , где точка NQdG, 
и пусть {Gilo1 — семейство областей Gi6(s£), каждая из кото­
рых имеет с областью G общую дугу о,0, причем 

sup | 2 | = i, а г-<30/>\а,°; (3.15) 
-gsr(<-.) 

G,°—компонента пересечения GflG,, примыкающая к о,0. 
В этом случае будем говорить, что семейство {Gi}oL принадле­
жит классу {G, F(uu), l}oL. Будем считать, что такое семейство 
областей получено из области G с помощью ее деформирования 
вблизи точки N, а величина I является параметром деформа­
ции. Это определение согласуется со следующими свойствами 
семейства {G,}0

LG{G, er(w), 1}0
L: 

1) при Z{to}0 семейства областей {G|}oL и {G°}0
L сходятся к 

G как к ядру [6, 18]; 
2) при /{to}0 семейство дуг {di°}0

L сходится к 3G в следую­
щем смысле: a , o \ F - 1 ( - / * ( 0 ) =dG\ST-l(U*(l)) при достаточ­
но малых I, где U*(l) определяется по формуле (3.2). 

Т е о р е м а 7. Пусть: 1) область GG(i^), z=&~(w)—ее кон-
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формное отображение на {lmz>0}, F ( N ) = 0 , F(M)-=oo, где 
-М, NedG; 

2) {Gi}o&{0, £(w),t}a; z----.""-(да) — конформное отображе­
ние Оi на {lmz>0} с условиями: #",.(М)---- оо и 

Тогда 

^•/(да)-^,(да) + 2А*(0[^(--')1-*; (3-17) 
/ • = 0 

здесь ряд сходится в £F_I (U(i)), где U(i) определяется 
по формуле (3.3), а коэффициенты представимы в виде 

Аь(1)^Вк{1).1><+\ (3.18) 
где ВА(/)—действительные числа и 

|Bft(i)|<—i—-, k > 0 ; (3.19) 

если G1CG, то Bi>0, если Gi_G, то Bi<0. 
Доказательство непосредственно следует из леммы 8, если 

заметить, что при любом /G(0, L] области G, G-, функции 
F(a>) и Fi(ta) удовлетворяют условиям леммы 8 при замене 
в них индекса 1 на I. 

3. Некоторые специальные случаи. 
1°. Пусть, по-прежнему, {G.}5e{G, &~{w), l}t F ( / / ) — 0. 

Обозначим через ф(/г, to), kG(0, -о), функцию F"1 (kF(тг.)) и ее 
однолистное аналитическое продолжение через dO\o°L (если 
оно существует); через ф'(k, «>) —ре производную по w. 

Теорема 8. Пусть удовлетворяются условия теоремы 7, 
кроме того, для любого ^6(0, L], L>1, имеем 

1) G,=cp(/, G1); 
2) ^ (Л/ , )=0 , гдеЛГг = ф(/,ЛМ,М1б.ЗО.\а10. 
Тогда 
1) величины Вл в (3.18) не зависят от /; 
2) при всех /G (0, L] имеем 

^ / ( ^ ^ F / ^ O — - — - ^ . (3.20) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Расположим область G\ на плоскос­
ти W, a область Сг,--на ПЛОСКОСТИ W. С учетом тео(ремы о мо-
нодромии [18], имеем W — ylj, w\. Подставляя это выражение 
в формулу z~fi(W) и учитывая (3.16), получим 

^ , ( i » ) = - - - ^ ^ ( j , w ) ] , отбО,- (3.21) 
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Подставляя сюда разложения для функций 8Гг и F i (теоре­
ма 7), и используя (3.18), находим 

Aft(0-B,(1)/ft+1, (3.22) 
таким образом, Bh не зависят от /. Дифференцируя (3.21) по 
w и учитывая, что JV, =..->(/, N{), получаем (3.20). 

2°. Обозначим 6,=-dG,\int0,0. Пусть дуга б, аналитична 
s (w) — ее длина от начальной до произвольной точки w£&u 

w'= Я; (s)— уравнение дуги ф (у, 8t\ hj(s) —длина отрезка, 
перпендикулярного к дуге 61 и заключенного между дугами 8Х 

и ф(у, Ь,), v(s) —единичный вектор нормали к S:; тогда при 
достаточно малых / [13] имеем 

Нетрудно видеть, что условие 1) теоремы 8 эквивалентно ра­
венству ср fy, 6^=6- или h[(s)=0. 

Теорема 9. Пусть удовлетворяются условия теоремы 7, 
дута б] аналитична, и при всех достаточно малых / имеем 

1) \Ы(в)\<1, \h{(s)\<l, |ft,"(.s)l<*; 
2) . - д а Н О , гдеЛ^Я^ЛГ,) ) , ^eintfl,. 

Тогда справедливы асимптотические оценки яри /—ИЗ: 
Bfc(/HBA(i),+o(0; (3-23) 

• У / Т О - ^ ^ Ч М ) ^ ^ - (3-24) 

Доказательство проводится аналогично теореме 8, и основы­
вается на известных результатах об отображениях близких об­
ластей [13]. 

4. Примеры. Обозначим через А дугу границы dG, Neint Л, и 
установим вид вариации отображающей функции F(ai) при де­
формировании области G .вблизи точки N для некоторых видов 
дуги А, предполагая, что при этом удовлетворяются условия 
теоремы 7. В каждом из рассматриваемых .примеров определяет­
ся характерный размер деформации А, находится его связь с 
параметром деформации I и устанавливается вид асимптотики 
для 9~ц_х)\ в предположении, что выполняются условия теоре­
мы 9, находится вид асимптотики для F/(-,)(-V«.-.)) при /{to}0. При 
этом предполагается выполнение следующих условий: 
1) коэффициент лри главном члене разложения функции F(ay) 
вблизи N равен единице'(вид разложения в каждом примере 
приводится); отметим, что отображение F(aD), удовлетворяю­
щее этому условию совместно с условиями F(N) =0, @~(М) ={infty} 
(см. теорему 7), существует и единственно; 2) точка Ni выби-
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рается так, что В-(/)=.0; 3) lim Bi(/)]>0 при /-»-0; эта 
оценка, в частности, имеет место при условиях теоремы 9, если 
G1---G или GicG. Кроме того, обозначаем bh{X) —ВЙ(/(Я)), 
F(-Vi) — аналитическое продолжение функции SF(w) в точку Ni. 

Г. А -—. аналитическая дуга. Тогда [18] функция представи-
ма щ виде ряда 

со 

У (да) = 2 *.-(--#)*, (3'25) 
сходящегося в некоторой окрестности точки N, ^ = 1. Харак­
терный размер деформации Я для области О, определяем 
по формуле 

^==sup|t.y — 7V|. (3.26) 

При помощи (3.25) находим асимптотическое разложение для 
функции /(Я) при i->0 в виде 

со 

/(b) я А,+ 2-"**•*• (3-27) 
Ч -*1<**<1-* | . к>\. (3.28) 

Из (3.17) и (3.27) вытекает асимптотическая оценка для ото­
бражающей функции при Я->-0 для иУбО: 

/̂({lambda}) (w) = ST (яу) + Я-6, (Я) [F (да)]"1 + 0 (X3); (3.29) 
где l!irn|6.(.-\,)|>0; из (3.24) c учетом (3.27) следует 

{lambda}-i-o 

(̂{lambda})(jV'w) = pt'wf -1 + ^ W > - ! - ° № (3-3°) 
где i2 —коэффициент ряда (3.25). 

2°. А —прямолинейный угол величины ря (0<р<2) с верши­
ной в N, Ыфоо. Тогда [13] функция f {IID) представляется 
в виде ряда 

^(w) = '^ttll{w-Nf, (3.31) 
ft-1 

сходящегося в некоторой окрестности точки N, t, — l. Харак­
терный размер деформации Я определяем по формуле (3.26). 
С помощью (3.31) находим асимптотическое разложение для 
функции I (Я) при l-s-Ов виде 

1 со к 

ЦЦаТР + Я ^ , (3.32) 
А-2 

где /А связаны с коэффициентами ряда (3.31) соотношениями 
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(3.28). Из разложений (3.17) и (3.32) вытекает асимптотическая 
оценка для отображающей функции при К-+0 для w£G: 

f их) (w)=f(w)+%& bx {%) [f (w)]-1 + 0[%*); (3.33) 
где 1im|61(A,)|>0; из (3.24) с учетом (3.32) следует 

{lambda}-+o 
l 

x(l + [^g_idLf(A/1) + /-(1—p)]^ + o H } , (3.34) 
где / 2

_ к0ЭФФИЦ.иент РяДа (3.31). 
3°. А-аналитический угол величины ря (0<р <2) с верши­

ной в N, N-7--00. В этом случае согласно [34-] имеем следую­
щие асимптотические разложения при ta-yN: если J3-~—.не­
сократимая дробь, то 

&(w)* (чв-N)» -\-£tkmn(w-M) +P (log (ад—.V))", (3.35) 
где индексы k, m, n принимают целые значения, причем 1{le} ,̂ 
1<//г</?—I, l{le}—; если р—иррациональное число, то 

.f(K))«(^ — J V ) P + 2 ^ m ( ^ - N ) P, (3-36) 
где индайсы k и т принимают целые значения; \<k, т. Харак­
терный размер деформации % определяем, как в 1° и 2°, те фор­
муле (3.26). По аналогии с предыдущими примерами, из разло­
жений (3.35), (З.Зб) можно' получить асимптотический ряд для 
функции 1[Х) при A,{to}0. Ограничиваясь первым членом, имеем 

. / 2 

0{%4ogK), p = 1, (3.37) 

0{X+»J, 0 < р < 1 . 
Ограничиваясь первыми членами и в асимптотиках для отобра­
жающей функции и ее производной, найдем 

- f W H - r ( w ) + . . - r 6 i W [ ^ ( - » ) ] - 1 + o(--r). (3-38) 

*;»> №ы)-Щ$-1г™]1~' ^_1х(1+°(1))- <3-39> 
где член о(1) имеет тот же вид, что и второй член в (3.37). 
В формулах (3.38), (3.39) Х-*0, дабО, Hm|*i(A,)|>0. 

{lambda}-*o 
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4°. Пусть D—-полоса {-zu-:О<Imда<атс}, а > 0 , левую беско­
нечность полосы обозначим N, правую—М\ Д — дуга грани­
цы dD, /VgintA. Пусть область О удовлетворяет условиям 
теоремы 7 и контуры 3D и дО имеют общую дугу А. Заметив, 
что функция г —ехр— конформно отображает D на {1тг>0}, 
получим в соответствии с леммой 8 разложение 

•со 

rW--2.*exp-J, (3.40) 
сходящееся в некоторой полуполосе {w: 0<lm w<,an, 
Re тех. с}, с<оо , t. — L Характерный размер деформации i 
для области G, определяем по формуле 

%.<= — sup Re w. (3.41) 

Заметим, что Я-v + oo при t->0. Используя (3.40), находим 
асимптотическое разложение функции i(^) при Л,-> + оо: 

оо 

/(*)«exp ( _ ± ) + 2 / * e x p ( - ^ - ) , (3A2) 

где h связаны с коэффициентами ряда (3.40) соотношения­
ми (3.28). Из (3.17) и (3.24) с учетом (3.42) имеем 
Г,(мМ==ГИ+ехр(-24)^М[Г(да)]-1 + о(еХр(~-3А)),(з.4з) 

x | l + e X p ( — A)[-i-.f(7V1) + ^ ] + 0 ( e x p ( — ̂ ) ) } , (3.44) 

где Х-> + оо, weG, lim|61(^)|>0. 
Л->-|-со 

5°. Пусть .О-угловая область {w: - p i - < a r g w < 0 } , 
0 < Р < 2 ; бесконечно удаленную точку ее границы обозначим TV; 
А-дуга границы дЬ, /VgintA. Пусть область О удовлетворяет 
условиям теоремы 7 и контуры 3D и дО имеют общую дугу А. 
Заметив, что функция г = чю Р отображает D на {1mz>0}, 
согласно лемме 8, находим 

°° k 

$-(г»)-2'*да"т- (3-45> 
4 = 1 

где ряд сходится в секторе {<w: — рте<arg•г«<0, |да|><Л, 
с>0, ti==l. Характерный размер деформации % для области Gt 

определяем по формуле 
. W i n f M . (3.46) 

wQa, 
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Заметим, что. .W + оо при /->0. С помощью (3.45) находим 
разложение 

1 со к 

1(%)~Х~+^1к\~Т, (3.47) 

где X{to} + оо, a lk связаны с коэффициентами ряда (3.45) соот­
ношениями (3.28). Из (3.14) и (3.24) с учетом (3.47) имеем 

_ _ 2 - __3_ 

fHX)(w) = f(m)+X p M - W ( - ) . T l + 0(X в ) , (3.48) 

с" <м \ — r/WJ l^Wl 1 + p , ~ i r ' v , 
У / ( Х ) ( - У / № ) ) - - ~ у - ( Л У . ) £ * Х 

x ( l + r T [ - - - = | — - - r ( - V 1 ) + i2(l + P)] + 0 ( ^ F ) } . (3{cdot}49) 
Здесь -̂-> + оо, тибО, ЙпГ 1.51 (А,) |>0 . 

Х~>+оо 

6°. Пусть D —1да:0<1т [-| In да) < /л [ — область, заклю­
ченная между двумя подобными логарифмическими спиралями 
13], уравнения которых в полярных координатах (да —ре'8) суть 

P=exp(JL); р — ехр ( - - ! - - - • £ ) , (3.50) 

где 0 < а < я , 0 < р < 2 . Граница dD содержит точку Л^-нача­
ло координат. Обозначим А= р cos а- е1а и отметим, что функций 

SP(w) = ехр (-J-In да) 
отображает область D на {lmz>0}, причем <P(N)—0. Примем, 
что Д-дуга границы dD, NGintA, а область G удовлетворяет 
условиям теоремы 7, и контуры 3D и dG имеют общую дугу А. 
Тогда по лемме 8 

оо 

f (•©) = 2 ^ехр(— 1n w), (3.51) 

тде ряд сходится в пересечении области О и некоторой окрест­
ности {ж. |да|<с}, tl — \. Характерный размер деформации X 
для области 0[ определяем по формуле 

%=- sup Re (— In w) (3.52) 
wQot \ л ' 

U + oo при i->0); вполне аналогично предыдущим примерам, 
получаем 

00 

/(А)«ехр(-А) + 2^ехР(-^)'> (3-53) 
Л-.2 
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Г;(?)И — Г(та) + ехр(~2.\)61^)[Г (вд)]-1 + 0(ехр(-3.\)),(3.54) 

• W ^ - y - f f i f Аех??А
1!£Ш) exP((A-l)^)X 

x{1+exp( — X)[/2 + -|-(l + l - ) r ( iV 1 ) ]+0(exp ( — 2?,))}. (3.55) 

Здесь ^-> + оо, w£Q, lim | Ьх (Л.) | > 0 и коэффициенты lk в (3.53) 
\_>+-0О 

связаны с tk в (3.51) соотношениями (3.28). 

§ 4. Асимптотика решений некоторых 
краевых задач при деформировании области 

1. Постановка задач. Пусть: 1) область g удовлетворяет 
(D 

условию (у. Г), G — ее расширение, G~g, G6(^); 2)z = f (та.) — 
конформное отображение Q на { 1 т г > 0 } , f(N) = 0, N&nty, 
f (M)— oo, МедО\у; 3) семейство областей {0,}L

Qe{0, f (та), Оо> 
причем V/g(0, Ц: IntrczG^ 4) {gi}^-семейство таких областей, 

(г) 
что при любом i6(0. Ц-.Tczdgi, G.~--g, и область g, удовлетво­
ряет условию (у,, Г), где y, = dOt\(dQ\y). 

З а д а ч а (®)г. 
Лг-МоО-О, wQglt (4.1) 
\\>i{w)=*Q, т&уи (4.2) 

1|)г(ш/)=Л(ш/)> о»'--Г, (4-3) 
где h(w')dL2(V). Найти асимптотику решения -4'-1 (-*) ПРИ '_*"(-. 
Предполагая, что условия теоремы 8 выполнены, и Ni — точка 
аналитичности дуги yi, найти асимптотику 'величины grad%(N;) 
при /{to}0. 

Задача (:®). есть частный случай задачи (S)), рассмотрен­
ной в § 1 п. 2. 

З а д а ч а (.25)0. 
Л2%> (--»)-0, weg, (4.4) 

1|.о(ш)==0, tiuGy, (4.5) 
\\>o(w')=*h{w'), w'QT, (4.6) 

где функция h(w') та же, что и в (4.3). Существование 
и единственность решения задачи (&)о так же, как и за­
дачи (•©),, обеспечивается результатами § 1. 

Отметим, что асимптотика решения эллиптических краевых 
задач при деформировании области рассматривалась в ряде ра­
бот [9, 10, 16, 17, 25, 31]. Впервые вопрос об асимптотике гра­
диента на деформируемой дуге границы рассматривался Треффт-
цем [41]. 

2, Решение задачи (Sb),. Перенесем метод решения задачи 
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(.25), приведенный в § 1 и. 3, на задачу (.25) г. Пусть функция 
z—ff~i(w) конформно отображает G. на Qmz;>0} при условии, 
ЧТО 

Г'(М)==00' 2%Ш=1* ^ ^ = 0 ; <4-7) 
точка Ni выбирается так, чтобы для коэффициента Ло в (3.17) 
выполнялось равенство 

Ло(0-О. (4.8) 
В соответствии с теоремой 7, ряд (3.17) (вообще говоря, после 
некоторой .перестановки членов) будет асимптотическим .no I 
при 1~>-0. Эта асимптотика, если ограничиться первыми двумя 
ее членами, имеет вид 

- , (W) = f(w) + A*„ (i) [f (w)]"° + о (Л*. (/)), (4.9) 
где k0 — натуральное число; если выполняются условия теоре­
мы 8, то 

Л*о(0 = Я*0(1)Л+1 (4.10) 
и А0 —номер первого отличного от нуля коэффициента в раз­
ложении (3.17) для функции sfiivo). Асимптотика для n-ой 
степени функции f, (w) определяется по формуле 

[ft И ] " -\$(да)]»+яА*„(/) [f (•w))n-k°-1+о (ЛАо(0). (4. П) 
В соответствии с § 1, решение задачи (3))i имеет вид 

Здесь 

-Mw)-=-2c-(0<M/, да). (4-12) 

с„ (0-=-J A (-«')««('. W)\dw'\t (4.13) 

соД/,^) — -———1 2 D f ( 0 - М ^ ) . (4.14) 

Dn (I) = det (cJm (i)) A Dk
n

n (I) = det*" (cJm (/)),", (4.15) 
cJm(l)=[Qj(l, w')Qm(t, W)\dW\, (4.16) 

r 
Qn(t,w) = lm{ft(w)]^ / г = 1 , 2 , . . . ; (4.17) 

символы det . . . и det f tn... определены в § I п. 3. Решение 
представляется и в другой форме 

со 

^ j ( w ) = - 2 a « ( z ) Q » ( / ' w ) ' ( 4 Л 8 ) 
Л - . 1 
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где a„(/) выражаются через с„(0 (4.13) 

Аналогично получаем решение задачи (25)0: 
00 

^оМ=2^(°)£0«(0,™) (4-2°) 
Л«-.1 

или 

^оМ-=2а"(°)--«(°.-«)• с4-21) 
Л = - 1 

Здесь функции Qn(0, да) определяются по формуле 
Йп (0,ш)=1т^(ш)]«, п=\, 2 , . . . ; (4.22) 

остальные входящие в (4.20), (4-21) величины определяются по 
формулам (4.13)—,(4.16) при 1 — 0. Дифференцируя ряд (4.18), 
что можно делать согласно теореме 6, получаем аналог фор­
мулы (1.58) 

g-fid'%(-VO-=Ta»(-)ff'«,(-VO. (4-23) 
Найдем теперь асимптотику для %(а>) и gradi^N.) при 

/-Я). Из формул (4.19), (4.14) и (4.13) находим 
.•£. Dnm(U ^ 

«« о - 2^ , (7 , д„ (о 2 j ^ m ( / ) hk {l)' (4-24) 

A*(i)--jA(wOQft('. *->')l-*-'|. (4.25) 
г 

При помощи (4.11), (4.17) получим 
Qn(l, ^) = Q„(0, w)+nAk.(l)lm[f(w)]n-!!°~1 + o(k!lt), (4.26) 

подставляя (4.26) в (4.16), а результат —в (4.15), (4.25), найдем 
cJm (0 = - > (0).+ ААо (/) с% + о (ЛО, (4.27) 

с% = j {mQy (0, та) Im [f {w)\m~k°-x + 

+ ;Qm(0, та)1т[Г (да)]^"-1}!^!; (4.28) 
Da (0 = D„ (0) + Afto (i) E> il) + о (Ake), (4.29) 

n 
Dn]= .2 c$det'M->(o)V; (4.30) 

D*„" (/) = ЛГ (0) + Afto (0 D*n(1J + о (A*.). (4.31) 
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к - 1 

Df(1> = 2 ^У—-;"^*я(Сл»(0))1
я; (4.32) 

(det-01.'def-" (.. .) означает алгебраическое дополнение р, q-го 
элемента матрицы (. . . ) , y которой вычеркнута k-ая строка 
и /г-ый столбец, умноженное на ( — 1)й+"); 

А* (0 - ?ik (0) + ЛЛ„ (/) А^ -|- о (ЛО, (4.33) 
Ai1 — A f А (да') Im [ff" (w')]k~kt~l\dw\. (4.34) 

r 
Подставляя в (4.24) соотношения (4.29), (4.31) и (4.33), находим 
искомую асимптотику коэффициента ап (I): 

а„(0 = ^(0) + Л/го(Оа/
(/) + о(ААо), (4.35) 

где А,,(0) —n-ый коэффициент разложения (4.21) решения 'фо('оу) 
задачи (3))0, выражаемый формулой (4.24) при 1 — 0, а коэф­
фициент а̂ > равен 

D«-i (0) £>« (0) [Dm_, (0)]г Dm (0) £>«_.. (0) [Dm (0)]- J X 

m 

x2E>r(0)AA(0) + 

^=2 
пг=л 

.©""(О) m 

D„„(0)Dm(0) 2 [ОГ (0) Ai" + ^ ( 1 , A*(0)] . (4-36) 
' f t . - - . J 

Воспользовавшись формулами (4.18), (4.26) и (4.35), находим 
асимптотику решения 

*; («»)-=*o(w)+Afte(/)-[)(•) (-») + о(Л*,), (4.37) 
где 

-!)(') (ТЗУ) = 2 {а<,)й« (0- «О + ла« (0) Im [f (да)]"-'---1}. (4.38) 

Подставляя (4.35) при n=-1 в (4.23) и принимая во внимание 
(3.20), находим асимптотику градиента 

j^d - j , , (лд—^'^ [a, (0) -|- Л*. (/) <> + о (Л,.,)]. (4-39) 

Заметим, что по аналогии с рассмотренной здесь задачей 
можно получить асимптотику решения и его градиента для за­
дачи (./Г),, постановка которой получается из (4.1) — (4.З) пу­
тем замены однородного условия Дирихле (4.2) «а однородное 
условие Неймана. 

3. Примеры асимптотик величины gr ad г|э. (.-/()• Установим вид 
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асимптотик 'Величины gradi|)((N-) для некоторых частных случа­
ев деформирования области G, а именно, раосмотрим примеры 
семейств областей {G;}oL из § 3 п. 4, принимая во внимание со­
ответствующие каждому из них условия и принятые обозначе­
ния и полагая, что семейство {G/}ob удовлетворяет условиям 
теоремы 8;. при этом характерный размер деформации X выде­
ляется явно. 

1°. А —аналитическая дуга (см. Г § 3, п. 4). Подставляя в 
(4.23) формулы (3.18), (3.27), (3.30) и (4.35), имеем: 

g-—^/a)(-V/(M)= iy j ^ j •a1(0H1+^Re[t-.f(N1)] + 
+ 0(Я2)}. (4.40) 

Здесь характерный размер деформации X определяется по фор­
муле (3.26), Я->0. 

2°. А —прямолинейный угол величины ря(0<р-<2) с верши« 
ной в N> со (см. 2° § 3, п. 4). Подставляя в (4.23) формулы 
(3.18), (3.32), (3.34) и (4.35), имеем: 

Bllcr-w-viw)— *'^wf" ^ ' М 0 ) х 
x{\+xf^A+lReit2fiNl))+t2(i-^+o(xf)}. (4.41) 

Здесь характерный размер деформации X определяется по фор­
муле (3.26), X{to}0. 

3°. А — аналитический угол величины pit ( 0 < р < 2 ) c .вер­
шиной в N{ne}oo (см. 3° § 3, п. 4). Подставляя в (4.23) формулы 
(3.18), (3.37), (3.39) и (4.35), имеем: 

/ j k r , (Ni) |w> -ai(U)x grad \|>,(?v) (Ni(\))--
X( l+o(1)). (4.42) 

Здесь характерный размер деформации X определяется по фор­
муле (3.26), ;\{to}0. 

4°. А — прямолинейный угол нулевой величины с вершиной 
в JV=M (см. 4°, § 3, л. 4). Подставляя в (4.23) формулы (3.18), 
(3.42), (3.44) и (4.35), имеем: 

g-H%({lambda}) (->.)== ^ ' i f f i f f i f ' * exp(—^)-M0 )X 

x | l + e x p ( _ A ^ / 2 + i . R e( t 2 - ( /V 1 ) ]+0(exp( - - | - ) )} . (4.43) 

Здесь характерный размер деформации X определяется по фор­
муле (3.41), X—У +оо. 

5°. А—.•прямолинейный угол величины p-t ( 0 < p < 2 ) . c вер­
шиной в N==oo (см. 5°, § 3, л. 4). Подставляя в (4.23) форму­
лы (3.18), (3.47), (3.49) и (4.35), имеем: 
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X {1 +0~ [i2 (1 +P)+ - = - Re (t2r (JV1))] +0 t~r)}. (4.44) 
Здесь характерный размер деформации К определяется ПО фор­
муле (3.46), Л-»-,+сю. 

6°. Д — угол, образованный подобными логарифмическими 
спиралями с вершиной в N = 0 (см. 6°, § 3, in. 4). Подставляя в 
(4.23) формулы (3.18), (3.53), (3.55) и (4.35), имеем: 

Xexp[(Pcos2a—l)X]{l + e x p ( - ^ [ i 2 + — ± l R e ( ^ ( . V 1 ) ) ] + 

+ 0(ехр(~2А,)}. (4.45) 

Здесь характерный размер деформации к определяется по фор­
муле (3.52), X,{to}oo 

Отметим, что примененная здесь методика позволяет найти 
асимптотическое разложение .для производной решения •u).(tw) 
любого порядка в области g, и в точках аналитичности дуги yt. 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

1. Бейгмен Г.,Эрдейи А., Высшие трансцендентные функции. Гипергеомет­
рическая функция. Функции Лежандра. М., Наука, 1973, 294 с. (РЖМат, 
1973, 7Б41К) 

2. Власов В. И., Об одном методе решения некоторых плоских смешанных 
задач для уравнения Лапласа. Докл. АН СССР, 1977, 237, N° 5, 1012 -
1015 (РЖМат, 1978, 4Б255) 

3. - , О решении задачи Дирихле посредством разложения в ряд Фурье. 
Докл. АН СССР, 1979, 249, № 1, 19-22 (РЖМат, 1980, ЗБ140) 

4. Волков Е. А., О решении методом сеток задачи Дирихле для уравнения 
Лапласа на областях с закругленными углами. Дифферевд. уравнения, 
1969, 5, № 1, 141—153 (РЖМат, 1969, 6Б782) 

5. Волковыский Л. И., Луни, Г. А., Араманович И. Г., Сборник задач по 
теории функций комплексного переменного. М., Наука, 1970, 319 с. 
(РЖМат, 1971, ЗБ140К) 

6. Голуэин Г. М., Геометрическая теория функций комплексного перемен­
ного. М„ Наука, 1966, 628 с. (РЖМат, 1967, 8Б117К) „ 

7. Гущин А. К., Михайлов В. П., О граничных значениях в Lp, /?>1. 
решений эллиптического уравнения. Мат. сб., 1979, 108, № 1, 3—21 
(РЖМат, 1979, 8Б365) 

8. —, —, О граничных значениях решений эллиптических уравнений. «Обоб­
щенные функции и их применения в математической физике», Труды 
Международной конференции, Москва, 24—28 ноября 1980 г., М., Изд. 
ВЦ АН СССР, 1981, 189—207 

9. Иванов Л. А., Котко Л. А., Крейн С. Г. Краевые задачи в переменных 
областях. В сб. «Дифференц. уравнения и их применение», 1977, № 19, 
161 с. (РЖМат, 1978, 4Б252) 

34 



10. Ильин А. М., Краевая задача для эллиптического уравнения второго по­
рядка в области с узкой щелью. I. Двумерный случай. Мат. сб., 1976, 
99, № 4, 514—537 (РЖМат, 1976, 12Б279) 

11- Колмогоров А. Н., Фомин С. В., Элементы теории функций и функ­
ционального анализа. М., Наука, 1976, 544 с. (РЖМат, 1976, 12Б591К) 

12. Кратцер А., Франц К-, Трансцендентные функции. М., ИЛ, 1963, 466 с. 
(РЖМат, 1963, 11Б56К) 

13. Лаврентьев М. А., Шабот Б. В., Методы теории функций комплексного 
переменного. М., Наука, 1973. 736 с- (РЖМат, 1973, 10Б161К) 

14- Лионе Ж--Л., Мадженес Э., Неоднородные граничные задачи и их при­
ложения. М., Мир, 1971, 371 с. (РЖМат, 1971, 8Б269К) 

15. Мазья В. Г., О вырождающейся задаче с косой производной. Мат. сб., 
1972, 87, № 3, 417—454 (РЖМат, 1972, 7Б296) 

16. —, Назаров С. А., Пламеневский Б. А., Об асимптотике решения за­
дачи Дирихле в области с исключенной тонкой трубкой. Успехи мат. 
наук, 1981, 36, № 5, 183—184 (РЖМат, 1982, ЗБ386) 

17. —, —, —, Асимптотика решений эллиптических краевых задач при син­
гулярных возмущениях области. Тбилиси, Тбилис. ун-т, 1981, 206 с. 
(РЖМат, 1981, 11Б399К) 

18. Маркушевич А. И,, Теория аналитических функций. Т. 1. Начала теории. 
М., Наука, 1967, 486 с. (РЖМат, 1967, 10Б149К); Т. 2. Дальнейшее по­
строение теории. М-, Наука, 1968, 624 с. (РЖМат, 1968, 9Б90К) 

19. Михлин С. Г., Вариационные методы в математической физике. М., 
Наука, 1970, 512 с- (РЖМат, 1971, 6Б674К) 

20- Привалов И. И., Граничные свойства аналитических функций. М. — Л., 
Гостехиздат, 1950, с. 336 

21. Смирнов В. И., Sur la theorie des polynomes orthogonaux a une variable 
complexc. Ж- Ленингр. физ.-матем- о-ва, 1928, 2, № 1, 155—-179 

22. —, Sur les valeurs limites des fonctions regulieres a I'interieur d'un 
cercle. Ж. Ленингр. физ.-матем. о-ва, 1928, 2, № 2, 22—37 

23. —, Лебедев Н. А., Конструктивная теория функций комплексного пере­
менного. М.-Л., Наука, 1964, 438 с. (РЖМат, 1966, ЗБ171К) 

24. Суворов Г. Д., О непрерывности в замкнутом круге функций, регулярных 
в открытом круге. Успехи мат. наук, 1956, / / , № 3(69), 177—179 
(РЖМат, 1957, 4727) 

25. Федорюк М. В., Асимптотика решения задачи Дирихле для уравнения 
Лапласа и Гельмгольца во внешности тонкого цилиндра. Изв. АН СССР. 
Сер. матем., 1981, 45, 167—186 

26. Шиффер М., Некоторые новые результаты в теории конформных отобра­
жений. Приложение к книге: Курант Р., Принцип Дирихле, конформные 
отображения и минимальные поверхности. М, ИЛ, 1963, 310 с. (РЖМат, 
1957, 477К) 

27. Cimmino G., Nuovo tipo di condiizione al contorno e nuovo melodo di 
trattazione per i! problema generalizzatto di Dirichlet. Rend. Circolo 
Math. Palermo, 1937, 61, № 2, 117—221 

28. Duren P. L., Theory of Я» — Spaces. New York and London, Academic 
Press, 1970, 258 pp. (РЖ-Мат, 1974, 4Б636К) 

29. Fatou P., Series Trigonometriques et series de Taylor. Acta Math., 1906, 
30, 335—400 

30. Fitzgerald С. Н., Quadratic inequalities and coefficient estimates for 
schlicht functions. Arch. Ration. Mech. and Anal., 1972, 46, № 5, 356—368 

31. Geer J. F., Uniform asymptotic solutions for the two dimensional po­
tential flow about a slender body. SIAM J. Appl. Math., 1974, 26, № 3, 
539—553. (РЖМат, 1976, ЗБ401) 

32. Helson H., Szego G., A problem in prediction theory. Ann. Mat. Рига ed 
Appl., Bologna, 1960, 51, 109—138 (РЖМат, 1961, 10Б27) 

33. Homentcovschi D., Conformal mapping of the domain exterior to a thin 
region. SIAM J. Math. Anal, 1979, 10, № 6, 1246—1257 (РЖМат, 1980, 
6Б102) 

3* 35 



•34. Lehman R. S., Development of the mapping function at the analytic 
corner, Pacif. J. Math., 1967, 7, №3, 1437—1449 (РЖМат, 1959, G815) 

35. Lindelof E„ Sur la representation conforme d'un aire simplement cott-
nexe sur l'aire d'un cercle, 4° Congr. Scand. Math., 1916, 59—90 

36. Magenes E., Sui problemi al contorno misti per le equazloni linear! del 
secondo ordine di tipo elliptico, Ann. Scuola normale super. Pisa, 1954, 8, 
Ш 1-2, 93-120 (РЖМат, 1956, 437) 

37. Picone M„ Nuovo metodo d'approssimazione per la soluzione del probleme 
di Dirichlet. Atti delta Real Accad. naz. dei Lincei. Rend. Serie 5, Classe 
di sci. fis, mat. e natur., 1922, 31, № 8, 357—359 

38. Raisbeck G., An optimum shape for fairing the edge of an electrode. 
Amer. Math., Mounthly, 1961, 68, № 3, 217—225 (РЖМат, 1961, 12БШ) 

39. Riesz F„ Uber die Randwerte einer analytischen Funktton. Math. Z„ 1923, 
18, 87-95 

40. Riesz M., Sur les fonctions conjugees, Math., Z., 1927, 27, № 2, 218—2.M-
41. Trefftz E., Uber die Wirkung einer Abrundung auf die Torsionsspannunfj 

an der inneren Ecke eines Wikeleisens. Zs. angew. Math., Mech., 1922, 2, 
№ 4, 263-267 

42. Warschawski S. E., On Hadamard's variation formula for Green's function. 
J. Math, and Mech., 1960, 9, № 4, 497—511 (РЖМат, 1963, 5Б184) 


