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Алгебра и логика, 12, N° 5 ( 1 9 7 3 ) , 8 0 3 - 6 1 4 . 

УДК 519.48 

ОБ АБЕЛЕВЫХ ПОДГРУППАХ 

В БИПРИМИТИВНО КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ 

В.П.ШУНКОВ 

В первом издании книги L13 сформулирован следующий вопрос О. Ю. 

Шмидта: существуют ли бесконечные некоммутативные группы, все и с ­

тинные подгруппы которых конечны? Это и е с т ь хорошо теперь и з в е с т н а я 

проблема Шмидта. Поскольку формулировка э т о г о вопроса воспроизведена 

б е з изменений во втором издании С23 (еще при жизни Отто Юльевича), то 

надо полагать, что она не вызывала возражений у О.Ю.Шмидта. Для ло -

кально разрешимых групп отрицательное решение проблемы Шмидта выте -

кало уже из описания локально разрешимых групп с условием минималь -

ности, полученного С.Н.Черниковым, в 1939 г. ( доказательство о г о т е о р е ­

мы опубликовано в СЗ, 41] ) . Сам О.Ю.Шмидт решил отрицательно свою про­

блему для р = 2 L 5П . Однако уже в случае локально конечных групп 

указанная проблема долгое время оставалась открытой и лишь в 1963 г. 

М.И.Каргаполов решил е е отрицательно С 6 3 . 

Для некоторых классов групп проблема Шмидта тесным о б р а з о м с в я ­

зана с вопросом о существовании бесконечной абелевой подгруппы в п р о ­

извольных группах. В СбЗ доказано, что любая бесконечная локально ко -

нечная группа обладает бесконечной абелевой подгруппой. П.С.Новиковым и 

С.И.Адяном доказано С73 ,• что эта теорема не имеет м е с т а даже в п е р и ­

одических группах ограниченного нечетного периода (отрицательное реше­

ние вопроса 1.24 С 8 3 : всякая ли бесконечная группа обладает бесконеч -

ной абелевой подгруппой?). Еще раньше С.Н.Черниковым вопрос 1.24 С 83 

был решен положительно для локально разрешимых групп С 9 3 , а в Г.103 -

для локально конечных групп, обладающих нормальной системой с конечны­

ми факторами. Позднее в С 1 1 3 метод доказательства из С в З был обобщен 

на группы, в которых любые два элемента порождают конечную подгруппу, 

и для таких групп вопрос 1.24 С 8 3 решен положительно. Там же доказано , 



что в случае положительного решения проблемы Шмидта всякая бесконеч -

ная некоммутативная группа, все собственные подгруппы которой конечны, 

порождается двумя элементами. В С12, 1ЗИ доказано, что в бесконечной 

группе, в которой все собственные подгруппы конечны, 2 - э л е менты принад­

лежат е е центру. Этот р е з у л ь т а т является принципиальным обобщением 

упомянутого выше р е з у л ь т а т а О.Ю.Шмидта для р=2 > так как он п о з в о л я ­

ет при решении проблемы Шмидта исключить из рассмотрения не только 

2 -группы, но и произвольные группы, обладающие элементами Z - г о п о ­

рядка. 

Обзор исследований по обсуждаемой выше проблематике отражен в р а ­

ботах D 4 , 153 . 

В настоящей с т а т ь е автор решает положительно вопрос • 1.24 С 8 3 д л я 

бипримитивно конечных групп ( к л а с с таких групп был введен в С. 1 6 3 ) ( с м . 

теорему 2 ) . В частности, проблема Шмидта для таких групп решается о т ­

рицательно*. 

Доказательство т е о р е м ы 1 по существу является реализацией н е к о т о ­

рых идей из С12 , 173 , но у ж е для случая р 4* 2- . 

Т е о р е м а 3 , являющаяся в действительности с л е д с т в и е м основного р е ­

зультата и з П 1 8 3 , д о к а з ы в а е т , что в классе периодических групп конеч -

ная 2-группа может быть максимальной только в конечной группе. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Периодическая группа G называется бипримитивно 

конечной относительно данного простого числа р , если для любой конеч­

ной подгруппы Н и з G в фактор-группе Ng (И)/И любые два 

элемента порядка р порождают конечную подгруппу. Если G биприми -

тивно конечна относительно любого простого делителя порядков е е э л е м е н ­

тов, то G называется просто бипримитивно конечной. 

Очевидно, из бипримитивной конечности группы относительно р в ы т е ­

кает, что и любая е е подгруппа обладает таким же с в о й с т в о м Что к а с а ­

е т с я инвариантности свойства бипримитивиой конечности при переходе к 

фактор-группе, то этот вопрос о с т а е т с я открытым. Но в с е ж е в о д н о м с л у ­

чае мы можем утверждать: 

Фактор-группа бипримитивно конечной группы относительно р по ч е р ­

ниговской подгруппе бипримитивно конечна относительно э т о г о же р 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G ~ бипримитивно конечная группа о т н о ­

сительно р , Н - е е черниковская; нормальная подгруппа. Е с л и Н - к о ­

нечная группа, то наше предложение вытекает непосредственно из приве -



денного выше определения. 

Пусть А/ - бесконечная группа. Так как /V является конечным р а с ­

ширением черниковской абелевой группы, то, очевидно, наше предложение 

достаточно доказать для случая, когда /У - абелева р - г р у п п а . 

Пусть О. , 6 - р - э л е м е н т ы из & и J? - характеристическая п о д ­

группа из Н ограниченного периода; Q , $ €. 7? . Так как /V экстре -

мальна, то R - конечная группа. Фактор-группа Gj]? , как отмеча -

лось выше, бипримитивно конечна и, следовательно, подгруппа <й%, 6я?> 
конечна. Но R С. Н , а поэтому подгруппа -4.aN , 6 М У также к о ­

нечна. Предложение доказано. 

Понятно, что любая локально конечная группа бипримитивно конечна. 

Произвольная Z - группа также бипримитивно конечна, так как в ней две 

инволюции порождают конечную подгруппу. Бипримитивно конечными труп -

пами будут и группы, в которых любые два элемента порождают конечную 

подгруппу. Такие группы рассматривались в работе C l l U . 

Нам будут необходимы некоторые факты о конечных группах Фробени-

уса C.1SD , Как известно, группой Фробеннуса называется конечная группа 

Q , обладающая собственной подгруппой И , совпадающей с о своим 

нормализатором и взаимно простой с о своими сопряженными. 

1. В с е элементы и з Q , не принадлежащие И и е е сопряженным, 

в м е с т е с единицей составляют нормальный делитель Q и (т ~ Q -А Н 

( т е о р е м а Фробениуса) . / / называется неинвариантным множителем, а 

Q - инвариантным множителем. Каждый неединичный элемент из н 

индуцирует в Q регулярный автоморфизм и ( | Q | ? '• — Л 
2 . Силовские р -подгруппы (р -ф 2) из И циклические. 

3 . Если \Н\ нечетен, то в с е элементы простых порядков из Н п о ­

рождают абелеву группу. 

ЛЕММА 1. П у с т ь к о н е ч н а я г р у п п а £ н е ­

ч е т н о г о п о р я д к а о б л а д а е т с и с т е м о й 

о б р а з у ю щ и х Z_j , %0 , 1 f , . . . , (ft 9 / ) т а к о й , ч т о 

в ы п о л н я ю т с я у с л о в и я : 

1 К , > - ^ - г р у п п а ; 

2 ) ЪКЧ \ ЪК+1 £ < > - 0 , 1 , . . . , Л-1-) I 

8) д л я t n с у щ е с т в у е т т а к о й н о м е р S^n , 

ч т о Z Z, fe •< % > . Т о г д а - ц и к л и ч е с к а я 
t u t it— / 

г р у п п а . 



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Лемму будем доказывать индукцией по порядку 

группы G . то е с т ь предполагая, что для в с е х групп, удовлетворяющих у с ­

ловиям леммы и имеющих порядок меньший, чем \G\ , утверждение л е м -

мы верно. По т е о р е м е Файта-Томпсона С203 G разрешима, а поэтому она 

обладает нормальной у -подгруппой Q ф-1 . Фактор-группа ^^ .очевидно , 

удовлетворяет условиям леммы и / (j /в I | Q | . П о индуктивному 

предположению G jQ _ циклическая р -подгруппа. 

ос ) ф=р • В э т о м случае ( } - конечная р - группа. Но то г д а 

из условий 1-3) вытекает, что - циклическая группа и по т е о р е ­

ме Бернсайда о б а з и с е П21П (j - также циклическая группа. 

/3 ) <£i*p . Очевидно, |<£ !<•&_,> | [l=OJ П) и G 

можно представить в виде (j— Q А . Отсюда и из условий 1-3) вы­

текает, что Q — / . Лемма доказана. 

ЛЕММА 2. П у с т ь / / - г р у п п а , УдЪ - б е с к о н е ч ­

н о е м н о ж е с т в о к о н е ч н ы х п о д г р у п п , п е ­

р е с е ч е н и е к о т о р ы х о т л и ч н о о т е д и -

н и ц ы . Е с л и в с е н е е д и н и ч н ы е э л е м е н ­

т ы и з п е р е с е ч е н и я п о д г р у п п л ю б о г о 

б е с к о н е ч н о г о п о д м н о ж е с т в а 771 п о ч т и р е -

г у л я р н ы в Q- , т о fflfl о б л а д а е т б е с к о н е ч ­

н ы м п о д м н о ж е с т в о м (% т а к и м , ч т о л ю -

б а я п о д г р у п п а и з ( | - г р у п л а Ф р о б е -

н и у с а с н е и н в а р и а н т н ы м м н о ж и т е л е м 

]~ = П Н . п р и ч е м Т с о в п а д а е т с п е р е -
tfeCfc 

с е ч е н и е м п о д г р у п п л ю б о г о б е с к о н е ч ­

н о г о п о д м н о ж е с т в а и з Й 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 7 = Л Н . Множество Ш .может 
Htm u-L~r обладать бесконечным подмножеством УШ, таким, что 7, = Г) НЧ-/*. 

1 1 ныв, 1 

Очевидно, Т С . Относительно 'idl^ р а с с у ж д а е м аналогично. Рассужлая 

таким образом, построим строго возрастающую цепочку подгрупп 7" = 

— Тд CL 7^СГ ,..аТп^-... . Э т а цепочка должна оборваться на конечном н о м е ­

ре . В противном случае по т е о р е м КаргаполоваСбИ объединение таких 

подгрупп ( а оно локально конечно) обладало бы иееднкичным э л е м е н т о м с 

бесконечным централизатором, что противоречило бы условиям леммы. С л е ­

довательно, для какого-то номера П • в множестве пересечение п о д ­

групп любого бесконечного подмножества совпадает с J' . Б у д е м п р е д п о -



лагать, что у ж е TfflL обладает таким свойством I 1Ш. 

Если б ы tfi обладало бесконечным п о д м н о ж е с т в о м е& таким, что 

T4NU (Т) СИ * &) , то из конечности А/ (Г) (Л/ (Т) не 

м о ж е т быть бесконечным, так как 7 Ф-f и в с е неединжчные элементы из 

Т почти регулярны в G ) вытекало бы существование в пересечении 

подгрупп некоторого бесконечного подмножества из «6- элемента из (Т)} 

не принадлежащего Т . Однако э т о противоречило бы отмеченному выше 

свойству множества 7Ш . Следовательно, число подгрупп из 7ЯЪ , в к о т о ­

рых Т отлична о т с в о е г о нормализатора, конечно. Выбросив их из 

мы получим бесконечное множество 0dj f в каждой подгруппе которого Т 

совпадает со своим нормализатором Теперь предположим, что (Xj о б л а д а ­

ет подмножеством Jjy таким, что для любой подгруппы И в з ^ най -

дется в Н подгруппа ф- Т , сопряженная с 7 в Н} и D^ — Т П 

П Т^ ф- / . Так как 7* конечна и с о д е р ж и т с я в любой подгруппе из oi^ , 

т о , не нарушая общности рассуждений, можно считать, что 27 = JJм*=*В^г 

для любой пары подгрупп 

Пусть Р - силовская р -подгруппа из 27 (рG.'Tt (D)) . Если 

Р не является силовской в 7 , то она не б у д е т силовской в 7 ^ 

ни для какой подгруппы Н из &j ( теорема Силова C22J ) . Но тогда 

ввиду нормалиэаторного условия в конечных р - г р у п п а х ET22D 

а так как Д/. ( Р ) яе может быть бесконечным ввиду почти регулярнос¬ 

ти в Q в с е х неединичных элементов из Р , то из (Р)<£ Т в ы ­

текало бы существование в пересечении подгрупп некоторого бесконечного 

подмножества из J$y элемента из (Р) , не принадлежащего 7 , а 

это , как у ж е было показано выше, невозможно. Выбросив конечное число 

нежелательных подгрупп из , получим множество > в каждой 

подгруппе нз которого снловские р -подгруппы из 2? являются силов — 

скимн в Т . Однако и в последнем случае Н^ (Р)ф. Т (И' £ Sbr^ ) . 

Действительно, в Н существует такой элемент k , что k, 'Тfl , 

Так как Р - силовская у? -подгруппа в 7 " и ^ / / я Р С1 Г П Т ^ , 

а в 7 снловские р -подгруппы сопряжены, то для некоторого э л е м е н т а 

1 из 7 получим ^ 'z ' Ptft"-- Р . то есть S= zft £ /Vy (Р). 
Но h, ^ Т и, значит, S ф Т . Поскольку И - произвольная подгруп­

па из Л , то мы пришли к у ж е рассмотренной выше ситуации (когда 

Р не была силовской в 7~). Полученное противоречие означает , что в 

и м е е т с я лишь конечное число подгрупп, в которых 7 не является н е и н в а -



риантным множителем группы Фробениуса. Выбросив их из Ctf , получим 

искомое множество Oi . Л е м м а доказана. 

ЛЕММА 3. П у с т ь ^ - б е с к о н е ч н а я п е р и о д и ­

ч е с к а я г р у п п а н е ч е т н о г о п о р я д к а , в к о ­

т о р о й л ю б о й н е е д и н и ч н ы й э л е м е н т п о ч ­

т и р е г у л я р е н , ^ - н е к о т о р ы й э л е м е н т 

п р о с т о г о п о р я д к а р и з / ? . Е с л и в G л ю ­

б о й э л е м е н т п о р я д к а р и э л е м е н т а 

п о р о ж д а ю т к о н е ч н у ю п о д г р у п п у , т о с и ­

л о в с к а я ^ ( - п о д г р у п п а и з G , с о д е р ж а щ а я 

I . - ц и к л и ч е с к а я г р у п п а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как 0^ (_о) конечен, a G - бесконечная 

группа, то подгруппы типа -СО, '£д > £ G ) конечны (условие 

леммы) и их множество fflfl бесконечно. По л е м м е 2 fflfl обладает б е с к о ­

нечным подмножеством (% , состоящим из групп Фробениуса с неинвари -

антными множителями, содержащими С . Обозначим ч е р е з 01 £ м н о ж е с т в о 

различных элементов из инвариантных множителей подгрупп из G • являю -

щихся группами Фробениуса с неинварнантными множителями, содержащими 

I . Очевидно, бесконечно. 

Предположим теперь, что i содержится в нециклической к о н е ч н о й ^ -

подгруппе R . Так как рф-2. , т о А7 можно считать группой типа А7 = 

= <i>%<£>, i p - / с2ii. 
Подгруппы 

конечны (условие леммы) и их 
множество бесконечно. 

Ввиду леммы 2 'Л'^ обладает бесконечным подмножеством J& таким. 

что 

- группа Фробениуса и < б > - е ё н е н н -

вариантный множитель; ^ j " * * ^ ^ ^б ) (Si.£fr) ( свойства группы Фробениу­

с а ) . Так как S'^S £ Hg и < L > , •< 5 ' ^ 5 > сопряжены в И ( т е о р е м а 

Силова С22П ) , то в Ис найдется такой элемент Се . что C'JS''isC. £ 

. Обозначим m^=SCg . Очевидно, число различных элементов 

вида /71 SC^ ( S t » f r ) конечно (в противном случае Cq, ($) был бы б е с к о ­

нечным). Отсюда вытекает существование в & некоторого элемента Z. , 

а в бесконечного подмножества Их таких, что 1~SCS (St ) • 

Равенство S — VjC^ У М Н О Ж И М справа на L '. SL — %1С'^i • Если бы 

1^= 4 , то ё £. -С L > , а это невозможно. Следовательно, . Д а ­

лее , так как S и - элементы, взятые из инвариантных мяэжителей к о -



нечных групп Фробениуса, в которых i содержится в неинвариантных м н о ­

жителях, то \4. $l>\— | < C j ' £ / > I = р ( свойства группы Фробениуса) , 

причём подгруппы < С> и < S t > соп ряжены в <6,S> Г т е о р е м а СиловаГ223) . 

Но тогда подгруппы £g = < Si , С~'С > = < Si, Z,> ( S 6 f ) конеч­

ны (условие леммы) и их множество бесконечно. По л е м м е 2 45̂  обладает 

бесконечным подмножеством таким, что 23g (S € ) - группы Фробе­

ниуса и %j содержится в неинварнантном множителе п о д г р у п п ы ( S £ !ф)'. 

Пусть - инвариантный множитель подгруппы 23g (S £ $J) . Так как 

Br<sitc-'L>, RS<3S, ( \ Q t \ , C £ s • Ssl)= i 

p/CBs : Qsl , то si £ Qs и £S-QS A <si> ( f t 4§ ) 
( с м . свойства группы Фробениуса) . Но тогда | < ^ г > | = р и ^Т", 

сопряжены в 23^ [ т е о р е м а Силова С22П ) . Отсюда и из сопряженности 

•cL>,<SLy в (j вытекает сопряженность < £ > , «£ 1 > в & 

Теперь рассмотрим пару эле манто в $ , 1, . Пусть ffl ^ - м н о ж е с т ­

во элементов из (j , имеющее тот же смысл относительно •£ , что и 

относительно i (<о>, сопряжены в & ) . Как и в предыдущем слу -

чае, лекажем существование в ff элемента 1 порядка р такого, чтз 

1~J 1^1^ £ •С $ У . Относительно пары 'Ц ( 1^ р а с с у ж д а е м аналогично. Р а с ­

суждая таким образом, построим в & последовательность элементов поряд­

ка р 

I = ?.f, t0 , ъ,, г2 in, гп+, ,.. . . 

которая не обрывается на конечном номере и удовлетворяет условию: 

Подгруппа 

. > локально к о ­

нечна, так как она является Объединением конечных подгрупп: <£" 1. > СТ. 

С < ^ 1 ? > £ . . . £ < %1% , Ъп+^ > £ . . . . Н о тогда если бы М была 

бесконечной, то она обладала бы бесконечной абелевой подгруппой С 6 - , что 

невозможно. Следовательно, М конечна. С помощью леммы ! заключаем, М - циклическая группа, вопреки предположению (% _, и % 
о с о д е р ­

жатся в циклической г р у п п е ) . Полученное противоречие доказывает , что с и ­

ловская р -подгруппа из Q- , содержащая i , - циклическая группа. Л е м ­

ма доказана. 

ТЕОРЕМА 1. П у с т ь Q - б е с к о н е ч н а я п е р и о -

д и ч е с к а я г р у п п а , i - е е н е к о т о р ы й э л е -



м е н т п р о с т о г о п о р я д к а . Е с л и в (j л ю-

б о й э л е м е н т п о р я д к а ^ ? и э л е м е н т у 

п о р о ж д а ю т к о н е ч н у ю п о д г р у п п у , т о Q-

о б л а д а е т б е с к о н е ч н о й п о д г р у п п о й с 

н е т р и в и а л ь н ы м ц е н т р о м . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если Q- содержит инволюцию, то она обладает 

искомой подгруппой Q 2 J . Предположим, что (} ~ группа нечётного по -

рядка и в ней любой неединичный элемент почти регулярен. В э т о м случае 

Q удовлетворяет условиям леммы 3. П у с т ь множество, о п р е д е ­

ленное в доказательстве леммы 3 . В о з ь м е м в 91; некоторый э л е м е н т / 7 ^ / 

и обозначим К aid'1. 
Подгруппы типа < ь,С~'КС > ( с £ ) конечны(условие теоремы) 

и их множество бесконечно. По л е м м е 2 в ТП^ с у щ е с т в у е т бесконечное 

подмножество 0С такое, что 4.о,С~'/<СУ (С £. (%) — группы Фробе­

ниуса. По тем же соображениям, что н в доказательстве леммы 3 , с у щ е с т ­

вует в 2Z^ элемент у с такой, что 

fJc''Kcgc е <1> (се/Ж) . О) 

С другой стороны, CL 1 KCL€.<. L > . Отсюда и из ( 1 ) получим 

суса'= гсьН& (*к>) (се ОС). 

Так как Н^ (<КУ) конечен и 01 бесконечно, то с у щ е с т в у е т в (X б е с ­

конечное подмножество , а в N& (СК>)- элемент 1а такие, что 

сдса~' = га (се&1 или 

И з 1 ьА/ (<к>) «ала.-i с л е д у е т , чтоa'z^a.-k^eAfc(< i>*) . 
Подставив %a — CL пай~ в ( 2 ) , получим C = Q.tla ^~ . Умно -

жим последнее равенство справа на Li CL^-lxh.^^^О . Ввиду С, в 

£ и определения подгруппы 4.С, L > я С У - группы Фро­

бениуса с неинвариантным м н о ж н т е л е м < i > (свойства группы Фробениуса) . 

Но т о г д а \<cl>\ — l < y ~ ' t > | = р . -причём <Сс У я<£> сопряжены 

в < 0,1 У ( т е о р е м а Силова С22П ) . О т с ю д а н из условия теоремы вытекает, 

что подгруппы <f cl, fy!С У = < Со , °-^а У ( С £ ) конечны По 

л е м м е 2 & обладает бесконечным подмножеством «35̂  таким, что — 

— <ССiCth^y(C£«S^J- группы Фробениуса с веннвариантными множителями. 



содержащими э л е м е н т . Т а к как Нг п о р о ж д а е т с я д в у м я э л е м е н -

т а м и порядка р , то из с в о й с т в группы Фробениуса в ы т е к а е т , что 

1-Сй.ка">] = р • Д а л е е , в в и д у Д 6 07^ и о п р е д е л е н и я Щ,^ подгруппа 

< 0,&У - группа Фробениуса с н е и н в а р и а н т н ы м м н о ж и т е л е м < о > , а п о э ­

тому \< id'1 У I = р . П о т е о р е м е С и л о в а IZ222<1> и •<£ са~'У с о ­

пряжены в <6,<Х> и K J у с л о в и ю т е о р е м ы подгруппа < СО. [ CL Аа > 

конечна, причём она с о д е р ж и т э л е м е н т ifl^i. (<с>). 
1) £ < L У . П о к а ж е м , что э т о т случай н е в о з м о ж е н . 

Предположим, что f^^— Ь { /Ъ - целое число) и р а с с м о т р и м 

П у с т ь Z / Умножим ( 3 ) с п р а в а на £ Л': с1Я= Q-1 ПCj^ С11 или 

с о д е р ж и т инволюций ,то l i n ^ f . В э т о м с л у ч а е , как д о к а з а н о выше, 

\<cin~>\= \<0 ^ $с > I = Р • Подгруппы <ССоП > и <; J " > с о п р я ж е н ы 

в <С,ЬУ ( т е о р е м а С и л о в а L22H),и по условию т е о р е м ы подгруппы f-j = 

— <CCbn, I П~у~с >= <CC , CL > (C£jfr) к о н е ч н ы , и их м н о ­

ж е с т в о бесконечно . Но т о г д а из п о р о ж д а е м о с т и / / (С £ J5-) д в у м я 

э л е м е н т а м и порядка р , л е м м ы 2 и с в о й с т в группы Фробениуса в ы т е к а е т , 

Р 
что <2 = / • Э т о п р о т и в о р е ч и т т о м у , ч т о < < > - неинвариантный м н о ­

ж и т е л ь порядка р в группе Фробениуса < <2f, i> , а а: принадле -

жит ее инвариантному м н о ж и т е л ю , порядок к о т о р о г о не д е л и т с я на р 

( OL был в ы б р а н в ~3Zc ) Полученное п р о т и в о р е ч и е о з н а ч а е т , что in= / . 

В этом случае 0 = а.^~' ( С £ &) у м н о ж и м с п р а в а на О '. Со—Q,^ I 

и, р а с с у ж д а я аналогично предыдущему , снова д о к а ж е м CL^= / , а э т о , 

как о т м е ч а л о с ь выше , н е в о з м о ж н о . С л е д о в а т е л ь н о , для любого й.ф •/ из 

Я- . 
2) *~ЬУ • Как У ж е д о к а з а н о , подгруппа •CLCL ,Q.h-a> кон?чна , а 

глк как < La~[afia >= <оа \ oha > , оАаеЛ/& (<ь>) и Н {<с>) 
конечен, то , очевидно , м н о ж е с т в о полгрупп типа <oCL , оАа У Г<2£ ) 

бесконечно . Но т о г д а с у щ е с т в у ю т в б е с к о н о ч н о е п о д м н о ж е с т в о Htj , 

а в Нг{^.йУ) э л е м е н т /£ т а к и е , что подгруппы < id [ ifi'y (&€. ^) G-4 

конечны и их м н о ж е с т в о б е с к о н е ч н о . С помощью р а с с у ж д е н и й , к о т о р ы е уже 
р 

неоднократно проводились выше ( н а п р и м е р , к о г д а д о к а з ы в а л и 
докажем (СА)^— -I • а т а к к а к с и л о в с к и е у О - п о д г р у п п ы из Л/^ (4С >) 

циклические ( л е м м а 3 и т е о р е м а С и л о в а Г 22!Т ) , то сАь.<1 > и h £<£> 
вопреки предположению A£<Ly. 



Полученное противоречие означает , что Q обладает бесконечной п о д ­

группой с нетривиальным центром. Т е о р е м а доказана. 

ТЕОРЕМА 2 . Б е с к о н е ч н а я б и п р и м и т и в н о 

к о н е ч н а я г р у п п а о б л а д а е т б е с к о н е ч " -

н о й а б е л е в о й п о д г р у п п о й . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть В - бесконечная бипримитивно конечная 

группа. По любому р £ fl (G) G удовлетворяет условиям теоремы 1. 

Согласно этой т е о р е м е G обладает неединичным э л е м е н т о м dj с беско -

нечным G-j~Cq^ [d-f~) . Фактор-группа Gj — Gj /<d7> - беско -

нечная бипримитивно конечная группа и по теореме 1 (jf обладает нееди -

ничным элементом с бесконечным Cq ) ( й/^ - прообраз d^ 

в в-т )• Обозначим T>1^<d7>, Иг= <Wf,c/j> , G£- С& (Z>£ ) . 
Очевидно, G^ &i 1-^2. ~ ^ е с к о н е ч н а я бипримитивно конечная группа и по 

тем же соображениям, что и для } она обладает неединичным э л е м е н -

том d, с . бесконечным С х- (с1л~) . Р а с с у ж д а я таким образом, п о -

строим с т р о г о возрастающую цепочку абелевых подгрупп 

которая не о б р ы в а е т с я на конечном номере. Объединение этой цепочки и 

е с т ь искомая подгруппа. Теорема доказана. 

Из теоремы 2 вытекает отрицательное решение проблемы Шмидта для 

бипримитивно конечных групп. 

Так как в произвольной периодической группе четного порядка любые 

две инволюции порождают конечную группу, то с помощью теоремы 1 полу 

чаем следующий результат: 

Е с л и п р о б л е м а Ш м и д т а р е ш а е т с я 

п о л о ж и т е л ь н о , т о в с я к а я б е с к о н е ч н а я 

н е к о м м у т а т и в н а я г р у п п а ^ - , в с е с о б с т 

в е н н ы е п о д г р у п п ы к о т о р о й к о н е ч н ы , 

о б л а д а е т с л е д у ю щ и м и с в о й с т в а м и : 

1) в г р у п п е а в т о м о р ф и з м о в г р у п п ы 

G н е т э л е м е н т о в п о р я д к а 2; 

2) д л я л ю б о г о pe.1i: (G/Z (G)) г р у п п а &/jr(fi) 
п о р о ж д а е т с я д в у м я э л е м е н т а м и п о р я д 

к а р . о д и н и з к о т о р ы х м о ж н о с ч и т а т 

п р о и з в о л ь н ы м , н о ф и к с и р о в а н н ы м э л е 
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м 

м е н т о м п о р я д к а ^ ? 

ТЕОРЕМА 3 . Е с л и п е р и о д и ч е с к а я г р у п ­

п а о б л а д а е т к о н е ч н о й м а к с и м а л ь н о й 

£ - п о д г р у п п о й , т о с а м а г р у п п а к о -

н е ч н а. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G - периодическая группа, S - е е к о ­

нечная максимальная 2 -подгруппа. Теорему будем доказывать методом 

индукции по порядку подгруппы S • то е с т ь б у д е м предполагать, что ут -

верждение теоремы верно для любой периодической группы, в которой м а к ­

симальная конечная 2- подгруппа имеет порядок, меньший чем \S\ 

Если S — / . т о понятно, что G конечна. Пусть к с - ин­

волюция из Z (S) Если {/ почти регулярна в G , то в силу теоре -

...ы из С183 G локально конечна и при наших условиях конечна. Пусть 

(с) бесконечен. Так как $ конечна и S £=. Cg (с) , то БфС^ (с). 

Но тогда QQ (О) н е м о ж е т быть собственной подгруппой в Q- , ибо в 

противном случае S не была бы максимальной в G • Следовательно, 

C^(i) — G . Очевидно, Gj-СоУ и S/< О у удовлетворяют условиям 

теоремы, причём \ SJ<0> \ <С I S I . По индуктивному предположению 

GJ^.U> конечна а, значит, и G конечна. Т е о р е м а доказана. 
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