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1. Постановка задачи. Рассмотрим управляемую динамическую систему, описываемую вектор­
ным дифференциальным уравнением 

dx/dt = f(x]u) (xeRni ueRm). (1) 

Предполагается, что значения управляющих воздействий и(-) лежат в некотором множестве U С Е т , 
а сами управления и(-) являются кусочно-непрерывными вектор-функциями. Кроме того, предпола­
гается, что вектор-функция f(x; и) удовлетворяет условию Липшица по переменной х. 

Зафиксируем некоторое Т > 0 и обозначим через Ы{т) (О < г < Т) множество кусочно-
непрерывных уравнений и(-), определенных на промежутке [0, г] и принимающих значения во мно­
жестве U. Обозначим, далее, через p(t,u(t)) (О < t < т, и(-) G И(т)) решение задачи Коши 

dx/dt = f(x] u(t)), х(0) = 0. (2) 

Множество V(T) = Uo<r<T Uu(-)€W(r) P ( r ' и ( т ) ) называется множеством достижимости за время, не 
превосходящее Т, из точки нуль управляемой системы (1). 

В приложениях систему (1) часто приходится рассматривать не на всем пространстве Е п , а лишь 
на некотором множестве М С W1, т.е. рассматривать задачу 

dx/dt = f(x\u), ueU, х е М, (3) 

которая называется задачей с фазовыми ограничениями. Для задачи (3) управление и(-) Е Ы[т) назы­
вается допустимым, если отвечающая ему траектория задачи (2) лежит в М. Множество допустимых 
управлений для заданного момента г обозначим через V(r). Очевидно, что V(r) С Ы{т) (0 < г < Т). 
Множество Т>м{Т) = U o < r < T Uu(-)€V(r) P(T'i и(т)) называется множеством достижимости за время, не 
превосходящее Т, из точки нуль управляемой системы (1) в задаче с фазовыми ограничениями (3). 

Вопрос об исследовании и численном построении множества V(T) изучен достаточно полно (см., 
например, [1-4]). В то же время исследование аналогичных вопросов о множестве Т>м(Т) наталкива­
ется на принципиальные трудности. В настоящей работе исследуются условия, при которых Т>м{Т) = 
= V(T)DM. Эти условия позволяют эффективно применять разработанные ранее способы построения 
множеств достижимости управляемых систем в задачах без фазовых ограничений в соответствующих 
задачах с фазовыми ограничениями. 

2. Основные теоремы. Предположим, что М - это область с гладкой границей дМ и О G М. 
Обозначим через п(х) вектор единичной внешней нормали к дМ в точке х. 

Теорема 1. Пусть выполнено условие 

inf inf (n(x), /(z ,u)) > 0 . (4) 
хедм иеи 

Тогда справедливо равенство 

VM{T) = V{T)nM. (5) 
Доказательство. Установим сначала включение 

VM{T) С V{T)HM. (6) 

Пусть х G Т>м(Т). Это означает, что нашлось управление и(-) £ V(r) такое, что х — р{т\и(т)). 
Но V(T) С К(т), поэтому х G V(T). Следовательно, включение (6) имеет место. 

Установим теперь включение 
V(T) П М с Т>м{Т). (7) 

Пусть х е V{T) П М. Тогда х G V(T) и х G М. Поскольку х G 2^(Т), то найдутся т G [О, Г] и 
управление u(t) G W(r), для которого х = р(т\и(т)). Покажем, что траектория p{t\u{t)) (0 < t < т) 

• 

1563 



1564 БОБЫЛЕВА 

целиком лежит в М. Действительно, если для некоторого to XQ = p(to]u(to)) G M n \ M , то, поскольку 
x — р(т;и(т)) G М, найдется такое t\ G [to,r], для которого х\ = p(t;u(t)) € Жп \ М (t0 < t < ti) 
и p{ti\u{t\)) G дМ. Но тогда в точке х\ (n(xi), /(жьu(ti))) < 0. С другой стороны, в силу (4) 
(гг(жх), f(xi,u(ti))) > 0. Мы пришли к противоречию. 

Итак, при всех t G [0, г] справедливо включение p{t\u{t)) G М. Но тогда управление u(t) ле­
жит в классе V(r) и поэтому х = р{т\и{т)) G Т>м{Т). Таким образом, включение (7) доказано. Из 
включений (6) и (7) следует равенство (5). Теорема доказана. 

Замечание 1. Если U - компактное множество, то в этом случае все решения задачи Коши (2) на 
промежутке [0,Т] при всевозможных u(t) G U лежат в некотором шаре В(R) С 1 п . В этом случае 
теорема 1 допускает следующее уточнение. 

Теорема 2. Пусть выполнено условие 

min min(n(x) , f(x, и)) > 0. 
хедмпв(л) иеик 4 

Тогда справедливо равенство (5). 
В ряде случаев фазовые ограничения задаются системой неравенств gi(x) < 0, gk(x) < 0, 

где gi(x),... ,gk(x) - некоторые функции, т.е. множество М определяется формулой 

М = {xeRn : gi(x) < 0, i = Т Д } . (8) 

В этом случае задачу с фазовыми ограничениями будем записывать в виде 

dx/dt = f(x,u), и G U, gi(x) < 0 , . . . ,дк(%) < 0. 

Сформулируем модификацию теоремы 1 на этот случай. 
Пусть х G М. Обозначим через 1(х) множество таких индексов г, для которых gi(x) = 0. Мно­

жество отвечает активным ограничениям, т.е. если для некоторого х 1{х) ^ 0 , то х G 9М, где 
М определяется формулой (8). Справедлива 

Теорема 3. Пусть выполнено условие 

inf max inf (VqAx), fix, и)) > 0. (9) 
хем-.Цх)^ iei(x) ueuK * v " - ^ w 

Тогда справедливо равенство (5). 
Доказательство этой теоремы проводится по схеме доказательства теоремы 1. Нужно лишь заме­

тить, что в случае выполнения неравенства (9) траектория p{t\u(t)) системы (1), выходящая из нуле­
вой точки и попадающая в некоторый момент t\ на границу дМ множества фазовых ограничений, 
при t > ti остается во множестве E n \ М. 
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