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СЛУЧАЙНЫЕ ДЕТЕРМИНАНТЫ 

В. Л. Гирко 

В обзоре собраны основные утверждения теории случайных 
детерминантов, возникшей на стыке'теории вероятностей и смеж­
ных с нею наук. Впервые распределения случайных детерминан­
тов начали изучать в многомерном статистическом анализе, где: 
было получено следующее изящное утверждение: пусть-
S = (|iy)J>y_1--вещественная матрица, элементы которой незави­
симы и распределены по нормальному закону iV(0, 1), тогда 

п l 

de tEn«I I {sum} I?/, где символ « означает совпадение распреде-
.-=1 j=\ 

лений случайных величин. В настоящее время распределения 
случайных детерминантов находят применения также в теории 
управления линейными стохастическими системами, в линей­
ном стохастическом программировании, в теории неупорядо­
ченных кристаллических структур, в статистической физике. 
Результаты и методы теории случайных детерминантов на­
столько разносторонни и глубоки, что эта теория в настоящее 
время является одним из главнейших направлений теорий-
вероятностей и ее применений- Особенно плодотворным яви­
лось применение теории случайных детерминантов в G-анализе 
наблюдений над случайными векторами, позволившее значи­
тельно уменьшить объем выборочных значений при решении: 
практических задач. 

§ 1. Полярное разложение случайных матриц 
Пусть Е= (I.-), i = 1 , . . . , n, / = ! , . . . , т, т>п, — прямо­

угольная вещественная случайная матрица. Предположим, что 
существует совместная плотность распределения случайных 
элементов g-̂ , равная p(X), где X — вещественная матрица той 
же размерности, что и В'. Полярным разложением матрицы В 
будем называть'представление матрицы S в .виде B=SU, где 
•5 —неотрицательно1, определенная матрица, a U — ортогональ­
ная матрица. Функция распределения матриц S и U найдена в 
работе '[31]: пусть G — группа т-мерных вещественных ортого-

1* ;3. 



ттльных матриц и ц — нормированная мера Хаара на ней. Тог­
да [31] 

p{S2eL1, UeL2}= 
-c„,m J piVTH^dztZ^-'n-WyiidtydZ, (1.1) 

тде I- и L2~измеримые множества соответственно матриц 5 и 
•С/, H*={hu)GQ, ffW=(htJ),.t=*l, ...,ti, /==1 т, сп}т^ 

п 
_ я л ( П - 1 ) / 4 - и т / 2 Д р / т±Ь-1 \ 

(=.1 V 2 / 
ЕСЛИ вектор-столбцы матрицы Е независимы и распределены 

тю нормальному закону с нулевым вектором средних и невырож­
денной матрицей ковариаций Я, то плотность распределения 
матрицы 52 называется плотностью Уишарта [3,71] и равна 

тп 
{2л)'~сп,т exp {-iSp^z}detZ ( m- r a- I > / 2det /?-" / 2 . (1.2) 

Плотность Уишарта впервые была получена в многомерном 
•статистическом анализе при нахождении плотности распределения 
эмпирической ковариационной матрицы J3] 

п п 

R=(«— 1 ) - г 2 (x/.-x)(.xft—x), ^=n_i{sum} хь> 
тде xk—независимые наблюдения над случайным те-мерным 
•вектором I, распределенным по нормальному закону. Легко 
проверить, что R&(n—\)ATT', где Т = (хи-~М.хи), 
/ — Г ...,п—\, i — l, ...,m, поэтому плотность распределения 
матрицы R легко получить из формулы (1.1). Различным обоб­
щениям плотности Уишарта посвящены работы Джеймса [91]. 
•Отметим, что в частности_из формулы (1.1) вытекает следующее 
утверждение: если p{yZ~H{n))==q(Z), то матрицы S и U сто-
.хастически. независимы и 

P{S-6A}—c»,* j q(Z)detZ^-n-1),2dZ, (1.3) 

P{U6L2H J \i(dH). (1.4) 
я<">е--. 

C помощью формул (1.1)—(1.4) можно найти моменты слу­
чайных детерминантов. Если случайная вещественная матрица 
Е =--(£,.;), i = \ п, ;--=1 те, т>п, имеет плотность 
p(X) и существует Д1 (det З)2*, где к—целое неотрицательное 
число, то [31, 32] 

А 



M(detS)2.- — 

=-•7, n'mn \ P v Z(m^k)x,iZ\m+2k)XnH{n)) [i idH) dZ{n+2k)xn, (1.5> 
ntm-\-2k v 

где Z—вещественная матрица размерности (m+2k)Xn. Здесь 
и в дальнейшем, если не указана область интегрирования, то. 
интегрирование ведется по всей области изменения переменных 
подынтегральной функции. 

Если дополнительно р(Х)=р(ХХ') для всех матриц X 
размера т~Хп, то 

M ( d e t S ) 2 * =-———• \ jO(Z(OT+2/e)X„Z(,„+2/j)xn)dZ(m+2 ;4)xn-ип,т+2к v 

Примером случайной матрицы, удовлетворяющей условию 
р(Х) = р(ХХ'), может служить матрица, плотность которой 
равна 

р(X) = (2л)-"-"/2ехр ( - 4 SpR-lXX'\ detRnmi\ 2 - " Ч - • - - I 

^„ — положительно определенная матрица. В этом случае 

M(detsp-=2"*| J ' v / m + - j _ f ^--detflf,. . (1.6) 

, Этот результат хорошо известен в многомерном статистичес­
ком анализе [3,71]. 

Еще один пример плотности р(Х) матрицы S, удовлетворяю­
щей условию 

/>(X)—p(XX'):P(X) = r (—±— + ^-(«+^'./2 , S p X X ' < T 

В этом случае 
м ( «чг _«.. j - (-4=.+1) * К„ + г / (I+i±^±Hi)]-: 

Формулу (1.6) можно получить проще с помощью метода 
ортогонализации [32, 38], основу которого составляет следующее 
преобразование: пусть Т.. —вещественная ортогональная матрица 
л-го порядка, первый вектор-столбец которой с вероятностью 1 

равен •sii l^^i/ .'-• — 1 . •• •> n > а •8се остальные вектор-
столбцы измеримы относительно минимальной о-алгебры, порож­
денной величинами |„ , i = l, . . . , » . Так как распределение век­
тор-строк матрицы Sn==-({xi}j;)?,y-i. гДе !/_/--независимые случай­
ные элементы, распределенные по стандартному нормальному 



закону инвариантно относительно ортогональных преобразова­
ний, то 

p{dets2<x}-p{dets„2det̂ <A-}—p 2^d e t--*--<4 
где S„_j==(|iy), i, j = 2, ...,n. Используя метод математической 

и i 

индукции, получаем, что det Ejj« П 2 ' & • Из этого результата 

.легко вывести (1.6). Различные обобщения этого утверждения 
можно найти в работах [32, 81]. 

§ 2. Моменты случайных детерминантов Вандермонда 

Случайным детерминантом Вандермонда называется детерми­
нант матрицы (л/), i = l. . • • , » , j =0, ...,п—\, где r\h г== 1, 
% . . . , —случайные величины. Несмотря на то, что для таких 
детерминантов справедлива простая формула det Ы) = 
= И (ri. — т|у), до сих пор для них не найдены не только распре-

t>l 
деления, но и моменты в самых простейших случаях, когда щ 
независимы и распределены по какому-нибудь невырожденному 
закону. Исключение составляют в настоящее время два случая: 

Теорема М е т ы [94]: Пусть г|., i = l , 2 , . . . , независимы 
и распределены по нормальному закону JV(0, 1). Тогда для лю-
•бых п>2 и & = 0, 1,2, . . . 

мП|лг-чу|А-[Г(1+4)]"ПГ(1 + ̂ -)- (2Л) 
i>j ;-=-

Формулу (2.1) Мета получил с помощью одного результата Сел-
<берга [100]: 

1 1 п 

о 1<(<;<п -—1 

л 
ТТ T(\+Jk)T(a + U-l)k)T($ + (j-l)k) 
Х*. T(l + k)T(a + $ + (n + J~-2)k) 

где R e a > 0 , Rep>0, R e k > -minf--- , - £ § - , - f ^ - } . Форму-
.ла (2.1) находит применение при нахождении нормирующих 
констант плотностей распределения собственных чисел случай­
ных матриц, а также в теории управления линейными стохасти­
ческими системами [32, 48]. 



Гипотеза Дайсоиа [94]: Пусть 6,, ..= 1 , . . . , п, — независимые 
'Случайные величины, распределенные равномерно на интервале 
(О, 2-я). Тогда для любого целого k>0 

( kn \ 

мПк'^-е"1'!* — ; 11 • (2.2) 

Гипотезу Дайсона независимо друг от друга доказали Вильсон 
[94] и Гансон [94]. 

Формула (2.2) также находит применение в спектральной 
теории случайных матриц [37], а также в статистической теории 
энергетических уровней сложных систем [52]. 

§ 3. Интегральные представления для детерминантов 
Детерминант как функция элементов случайной матрицы 

чрезвычайно сложен для исследования его аналитическими ме­
тодами теории вероятностей, однако если воспользоваться фор­
мулой 

я'</~ det Л«'1/2— J exp [ - (А~хп. Я,)1 П dxh (3.1) 
— > • 

где Л„—-положительно определенная матрица /1-го порядка -х"„ = 
~-(xi, . . . , x„), то для изучения распределения случайных детер­
минантов можно использовать многие результаты теории вероят­
ностей. Например, из формулы (3.1) вытекает следующая 

Mdet(/+3S')-*-=Mexp i2(3£.,Tb) • <3'2) 

где S-=-=(£,;)'/,,„i — случайная матрица, 1„, т̂  — независимые векто­
ры, не зависящие от матрицы Е, распределенные по нормальному 
закону N(0,1), k=-=0, 1, 2 В правой части этой формулы 
стоит характеристическая функция суммы случайных величин, 
для изучения которых можно применить хорошо развитую теорию 
предельных теорем. 

Кроме этих формул, в теории случайных детерминантов 
используются следующие [32]: 

f wv\-{(An-lCn)x^))ildxl='n«i*iet{An + tCn)~*,*t 

exp [•§• (АпУ, 3 ] = (2л)-'"2 det Ай1'2 X 

X fexp {sum}(/,x,-i [Anlx,~x) LTdxj, 

где С—симметричная матрица. 



Для несимметричных матриц Ап можно использовать инте­
гральное представление следующего вида [32]: 

det(/ + aHB)-1---Mexp{ia/((.A-.A/)T.^)---<(-ABir 5)— ' 
-at(A„r\, г))}, 

где a. = ir1+|SpA|-f~Sp(A + A')2 

случайные векторы, распределенные по 
j v ( 0 , l / ) . 

(3 .3) 
—> —>• 
| и t] — независимые 
нормальным законам 

§ 4. Интегрирование на алгебрах Грассмана и Клиффорда 

Алгеброй Грассмана с 2п образующими"называется алгебра, 
образующие которой x., x..*, i---l,..., п, удовлетворяют следу­
ющим условиям [4, 7, 10] 

XiXj+XjXi^O, x*x* + x*x*-==0, xix*-f-x*x;=—0. (4.1) 
В частности, из этих соотношений (4.1) вытекает, что х2-=0. 
(x*)2-=0, i — \ п.. Алгебру Грассмана с 2л образующими 
будем обозначать Т2п. В ней можно выделить базисные одно­
члены 1, x1, . . ., Xji) «л,, . . ., x..) xjx2» ...» x«-lx"i X^XQI . . . 

Любой элемент алгебры Г2„ является ' * •' Хп-\Хп' 
полиномом вида 

. . ! , Xri, X., 

'• XV • • •' Хп' 

2 ckt...hnPi...Pnx\1- • - * № ) P l - • •(•**/". (4.2) 

где Ckl...knPi,..pn~комплексные величины. 
Из соотношений (4.1) следует, что образующие в (4.2) име­

ют степени не выше первой. Любой элемент алгебры можно 
привести к виду (4.2) с помощью соотношений (4.1). 

В общем случае представление любого элемента алгебры 
через образующие неоднозначно. Однозначности можно .добить­
ся различными путями, например, требуя, чтобы коэффициен­
ты элемента были кососимметричными либо чтобы он всегда 
имел вид (4.2), 

Алгеброй Клиффорда Кп с п образующими будем называть 
алгебру, образующие которой kb ..., kn удовлетворяют соотно­
шениям kikj-\-kJki = 0, ьф}, k\=\, i, /=--l п. 

Введем символы dxt, dx*{, которые удовлетворяют условиям 
dxidxj-JrdXjdXi=0, dx*dx*+dx*dx*===0, dx^dx^dXjdx*^О, 

Xtdxj-^-dxjXi^O, x*dxr\-dXjX*=0, xLdx*j+dx*Xi = 0, 
x*dx*+dx*x,==-0. 

8 



Определим однократные интегралы J dx,=--0, J dx*==0, j" x*dx*----1, 
J xjdXi — L Под кратными будем понимать повторные интегралы. 
Будем считать, что введенный интеграл на Г2„ удовлетворяет 
линейному свойству 

J (C1/1+ С2/2) dx*== с! j / i dx ;+ с2 j /2d^> 

J (Cifi+c2f!t)dxl = cl j / j dx i+ca \ f%dxt, i=-\ n, 
где с-., с2—комплексные числа, /1 , /26Г2я-

Очевидно, что интеграл от элемента (4.2) по образующим 
dxj, dx*. i~\, ...,п, равен с...л. Используя понятие интеграла 
на алгебре Грассмана, можно получить следующие интегральные 
представления для детерминантов. 

Пусть Л—-квадратная комплексная матрица n-ro порядка, тогда 

J exp (Ax, x*)d~xd~x* = det A; (4.3> 

j exp [(Ax, jc*)+ (x, if*) + (x*. T5] d**dx / J exp [(AX x*)]dx*dx— 

—exp (A-1.*, if), (4-4> 
« 

где .x-=-=(xi, .'.., x„), x* — (x* x*), d x - ^ n d ^ , xh x*, rii, 
TJ*-образующие алгебры Грассмана Г...,, матрица A-1 сущест­
вует (под показательной функцией понимаем ее разложение в ряд). 
Впервые формулы (4.3) и (4.4) применил в теории случайных 
детерминантов Ф. А. Березии [4]. 

§ 5. Распределение корней характеристического уравнения 
Задача о вычислении корней характеристического (веково­

го) уравнения del (/г-A) =0, где A — квадратная матрица, а 
2-комплексный параметр, не одно столетие привлекает вни­
мание математиков. Задача эта трудна и казалось, что если 
матрица А — случайная, то задача вычисления распределения 
корней характеристического уравнения еще более усложняется. 
Однако если предположить, что у элементов матрицы A суще­
ствует совместная плотность распределения р(Х), то плотность 
распределения собственных чисел (корней характеристического 
уравнения) такой матрицы имеет простой вид [66, 74]. Объяс­
нить этот результат можно на следующем простом примере. 
Пусть задано уравнение f(X)»=S, где f — взаимно однозначное 
дифференцируемое преобразование на множестве L матриц X, 
5 - случайная матрица с плотностью распределения p(Z), Z&L. 
Очевидно, что тогда плотность распределения матрицы X рав-
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на p(f{Z))J(Z), где J(Z)—~якобиан преобразования Y=f(Z), 
Y, Z&L. Из этого примера видно, что если якобиан J (Z) имеет 
простой вид, то плотность распределения решения уравнения 
/ ( X ) = S также имеет простой вид, хотя оно может и не выра­
жаться в явном виде через элементы матрицы S. 

С помощью этой простой идеи в настоящее время найдены 
формулы ДЛЯ совместных распределений собственных чисел и 
собственных векторов симметричных [19, 74], эрмитовых [28], 
несимметричных [20], комплексных [20], гауссовских [47], орто­
гональных [37j| и унитарных случайных матриц. Сформулируем 
утверждение только для симметричных случайных матриц. 

Пусть S,—(|^)—симметричная вещественная случайная матрица 
л-го порядка с плотностью распределения p(Zn), где Zn = {zlJ) — 
вещественная симметричная матрица, Xi> . . . >кп — собственные 
числа матрицы Е, Qt —-ее собственные векторы, у которых первые 
ненулевые компоненты неотрицательны, в,—случайная матрица, 
вектор-столбцы которой равны Qt, i = \ п, О — группа «.-мер­
ных вещественных ортогональных _ матриц. В — сг-алгебра боре-
левских множеств /г-мерных ортогональных матриц на ней и ц — 
нормированная мера Хаара на группе G. Тогда [20, 32] 

Р{в„е£, а-<ЛК ft. *-=-.•••. л}— 

= с J р (ХпУяХ'п) П (У1 - tjj) ix (dXn) dYn, (5.1) 

где интегрирование ведется по области 

{У\>У%> •••>*/„. « i <y ,<Pj . i==l ft> xu>0> 

г==1 (i, X«eE}. ЕвВ, 
n n 

Yn = (bllVj), dYn = U.dylt c«2W<'H-.>/*II {Г(—4--1)}"1. 

6ij — символ Кронекера. 
Если элементы £••, i>j, i, j = l, ..., n, независимы и рас-

пределены по нормальным законам N i 0, • \ '~ • т 0 м а т Р и ц а ®л 
стохастически не зависит от собственных чисел матрицы S„ и 
р{e,.eE}=2" J ix(dxn), En{xu>O,J=I «}. 
Плотность распределения собственных чисел матрицы S n равна 

2--8«/Hn--(-+i)/4Cexp \-~\ _ у] I П (yi-У]), У1> . -. >Уп- (5-2) 
\ i-=i J i>j 

10 



§ 6. Стохастическое условие Калмана 

Предположим, что задана система уравнений, которая является 
математической моделью некоторой системы управления 

^p-=-Ax(t)-rBu(t), (6.1) 
где х (/) — n-мерный вектор состояния системы управления, 
и(/)—-вектор управлений, A и В — некоторые случайные мат­
рицы. 

Система (6.1) называется вполне управляемой, если для 
двух произвольных точек xi и х2 n-мерного евклидова прост­
ранства и двух произвольных значений ti и t% аргумента t 
существует такая функция управления w(/), t£[tu t2], при кото­
рой решение уравнения (6.1) удовлетворяет условиям x(ti) = 
= xl, X(tz)=X2. 

Калмэн [56] доказал следующее утверждение: для вполне 
управляемости системы (5.1) n-ro порядка необходимо и доста­
точно, чтобы 

rang(5,.AS,... I.AB-1.S)---/-. (6.2) 
В частности, если матрица В состоит из одного вектор-столбца Ь, 
то условие (6.2) эквивалентно следующему 

uet(b,Ab А*-1Ь)фО. (6.3) 
К этому условию приходят в задачах наблюдаемости и иденти­
фикации в системах управления [56]. Если матрица А случай­
ная, то представляет интерес задача вычисления функции рас­
пределения случайного детерминанта d&t(b, Ab,..., An~lb). 

В некоторых случаях для него с помощью теоремы Меты и 
•формулы (5.2) можно найти все моменты. Если элементы g,y, i > j , 
симметричной матрицы А независимы и распределены по нормаль­
ным законам N [0, - у - 1 а элементы вектора b независимы, не 
зависят от элементов £.,, и распределены по нормальному закону 
N{0, 1), то [48] 

M|det(6, Ab An--ft)|*=-= 
п v(iJ±±±LL) 

в '—пЦк + 1Г , , гТ772) ' * - - • - -
у real 

••§ 7. Методы вычисления моментов случайных детерминантов 
В этом параграфе собраны основные методы вычисления мо­

ментов случайных детерминантов. Будем считать, что все 
требуемые в формулах моменты случайных элементов матриц 
существуют. 

II 



1. Метод замены переменных. С ним мы уже встречались 
в § Г Пусть S —случайная действительная матрица n-ro порядка, 
плотность распределения которой равна р(Х). Очевидно, что 
MdetSrt-= rp(.X)detX*dX, Введем замену переменных X=4>(Y)r 
где ф—взаимно однозначное дифференцируемое преобразование. 
Тогда М det S^=J р (Ф (У)) det (Ф (-̂ ))6-/ (-У) ̂ ^ . где ./(Y)-якобиан 
преобразования. Как мы уже видели, в некоторых случаях можно 
подобрать такое преобразование Ф, что моменты Mdets£ находят­
ся в явном виде. 

2. Метод ортогональных преобразований. Его удобно при­
менять тог да, когда элементы матрицы En независимы и рас­
пределены по нормальному закону с параметрами 0 и 1. В этом 
случае распределение матрицы Вп при умножении ее на произ­
вольную неслучайную ортогональную матрицу #n не изменит­
ся. Докажем, например, следующее утверждение. Пусть Бп — 
случайная матрица, элементы которой независимы и распре­
делены по нормальному закону N(0, 1), В— квадратная неслу­
чайная матрица «-го порядка. Тогда распределение случайной 
величины det[-6„ + S„] зависит только от сингулярных собствен­
ных чисел матрицы Вп и не зависит от других функций элемен­
тов матрицы Вп- Доказательство следует из того, что Вп = 
= UnAVn, где Un и Vn — ортогональные матрицы. Л—-диаго­
нальная матрица собственных чисел матрицы ВпВп'-

Большое число результатов, полученных с помощью этого 
метода, приведено в [32]. 

3. Метод дифференцирования по параметру [82]. Пусть 
D — det (dldSi^fj^ — дифференциальный оператор. Очевидно, что 

det(lpl) = D exp\i 2 bis
P\ =0> Р< 1 ="- -• • • • - п-

Из этой формулы получаем 

Mdet*(g,-).=.D*Mexpji 2 • Б Л > рЛ=*\ п, 

где к > 0—целое число. 
Если случайные величины \р1 независимы, то эта формула 

приобретает вид 
п ' 

Mdet*(u=£>ft П fpt(spl)\s о, P , I = \ л. 
гДе /,,,-—характеристические функции случайных величии 1р1. 
В частности, если 1р1, р, 1 = 1 п., независимы и распределены: 
по нормальным законам iV(0, сг^), то 
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Mdet f tM—£~exp - 0 , 5 2 slM • 

4. Метод интегрирования на алгебрах Грассмана и Клиф­
форда. Пусть для любого значения целого положительного k за­
дано к алгебр Грассмана с 2л. образующими {xis, х*и, i — 1, . . . , и), 
s = \,...,k, причем образующие разных алгебр Грассмана комму­
тируют между собой. Тогда, 

Mdet*(W — MJexp\i J lJ^xpsx;s) х 
p , / - i • .̂--1 

X П dxpsdxpsrkri. 
р—\,...,п 
i -1 , . . . , f t 

(7,1) 

Если случайные величины %р, независимы и их характеристические 
функции fpl (sp.-) — аналитические, то формула (7.1) приобретает вид 

М det* (g„)— j IT fpl ( 2 w J , ] Пdxpsdxpsi-*. 
\S4SXЛ 

В частности, если \pl, p, i.--1 я, независимы и распреде­
лены по нормальным законам N (0, стр/), то 

М del» ft,,) - J exp I - 0,5 2 °"„ [ 2 -V? J X 
/ J , /« - I • v l - l 

б. Метод интегральных представлений. Он применяется 
в основном для вычисления моментов случайных величин 
dets-1. Используя формулу (3.2), получаем 

Л /2 f t 

M[det(/ + EnE,,)l-*----Mexp 12 bi 2 %&и 
L P./-1 s.*—] 

где \pi—элементы квадратной матрицы В„, t\ps, t,h, p,l,s^ 
»»1, 2 , . . . , —независимые случайные величины (не зависящие 
от ipl), распределенные по нормальному закону N (0, 1). В част­
ности, если £р/, />•.-=- -• • • м n, независимы и распределены го 
нормальному закону JV (0, opt), TO 

Л /2ft \ Г 

-о-б 2 °М 2 ПРА. M(det(/+Sns;)]"ft-=-V-exp 
/>,/-! Ч . - - 1 

Разлагая экспоненту в ряд, можно получить формулы для мо­
ментов случайных детерминантов det (7 + ЗлЕл)+ 
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6. Спектральный метод. Если у элементов квадратной 
случайной матрицы 3„ существует совместная ПЛОТНОСТЬ распре­
деления, то у собственных чисел %lti — \, ..., п, такой матрицы, 
выбранных определенным образом, существует совместная плот­
ность распределения р{хь, i — \,...,n) и она в некоторых 
случаях имеет простой вид (см. § 5). Используя этот факт, 
можно вычислить моменты случайных детерминантов det 3„, 

п 

поскольку det В„ = П %{. 
(=1 

7. Метод рекуррентных уравнений. Разлагая детерминант 
случайной матрицы по любой вектор-строке (столбцу), можно 
получить некоторые рекуррентные уравнения для моментов 
случайных детерминантов. Однако они настолько сложны, что 
решить их удается только в специальных случаях. Приведем 
один пример вычисления моментов случайных детерминантов 
с помощью метода рекуррентных уравнений [54, 96]. 

Пусть элементы £., случайной матрицы S„ независимы, оди­
наково распределены. Тогда 

MdetS^+ 1 = 0, ft>1, £ - 0 , 1 , 2 , . . . , 
(7,2)' 

М det Ел = п\ (m2—т\)пЛ (т2— m\ + nm\), 
где mA — M|u. 

Обозначим через S/J/,."./A матрицу, у которой вычеркнуты 
строки и столбцы с номерами ls, у'-. Если мы поменяем местами 
любые две строки матрицы Зя, то распределение детерминанта 
новой матрицы будет совпадать с распределением det Зй. Поэтому 
распределение det Е„ будет симметрично при п>1, следовательно, 
MdetE?/e+1 = 0, я > 1 , k=-=0, 1,2,.. . 

Разложим detS„ по первому столбцу. Тогда 

MdetBS.==№/»aMdets;_,-f J /n jMdetBjdetSf (-1)*+-. (7.3> 

Распределение величины М det Sf det S/ (— l)ft+r не зависит от 
выбора чисел k и I, кф1. В этом легко убедиться, меняя 
соответствующие строки матриц 3* и 31 местами. Аналогично. 
получаем 

MdetB{detS? = (rt-1)OT2Mdet3*_2-(rt—1)(я-2)Х ,\ 
X/»iM(detsl?detS.g). (7.4). 

Из формулы (7.3) следует • • . 

М det B*r, = {п-1) т2Ж det Е=_2 - ( р — \) ( n _ 2) X 
X/n?M(d'etE}2

2-detE1
2i). ' (7.5> 
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Исключая M(detS,1?deta^) из (7.4), (7.5), находим 

М det 3?, — /ш2М det 3*_i - я (n - 1) m\lR det В?.-. -
~~a(n-1)2 wi'M det 3j._a+ л(л— l)2 w2m?M det B?._2. (7.6) 

Пусть Mdets'^ = w'f"ra!y„, wj.^0. Тогда из (7.6) следует 
Уп - </«-i (V + 2 "I" n) + (л-1) Yf/„-a. tJi — v + 1 . y2 = Y (Y+2). (7.7) 
где Y — / » 2 / / n i - 1 . 

Предположим, что j / 0 =l , и найдем производящую функцию 
DO 

/ ( 0 - - a . 2 ^ " • / f t , • на основании (7.7) получаем / ' ( t)(1- |- t) = 
««о 

--•/(t)(l+Y+Y..). Решение этого уравнения равно / ( t ) = 
-•-с(1+£)е1'-, с —произвольная константа. Отсюда, учитывая 
(7.7), получаем (7.2). 

Если //11 — 0, то (7.2) вытекает из формулы (7.3). 
Аналогично находим при условии, что т1 = 0 [95}, 

п 
М det З* = mi" (n!)2 /г1 2 (я •— Л + 1 И» - * + 2) X 

ft-0 
Х(А1)-1((»--4//»з)-З)*. 

8. «Прямой» метод вычисления моментов случайных детер­
минантов, Разлагая детерминант по некоторым строкам и 
столбцам и вычисляя математическое ожидание полученной 
суммы, можно получить некоторые простые результаты [98]. 

Пусть элементы %tJ случайной матрицы 3„ независимы. Оче­
видно, что М det 3,, ~~ det М Е,,. Если дополнительно М.~г—.0, 
fAltj--tnij, то М det S«-^per/<*«, где К„~ (ni\j)— квадратная 
матрица л-го порядка. 

9. Метод возмущений. Используя формулы возмущений 
матриц, можно получить различные приближенные выражения 
при достаточно большом /г для моментов случайных детерминантов. 
M|det3„|Wff", где с„ — некоторая последовательность нормирую­
щих чисел, a k—целые положительные числа, независящие от я. 

§ 8. Гипотеза Фреше 

Пусть Хп — множество квадратных матриц n-го порядка,. 
элементы которых принимают значения либо + 1 , либо — 1. 
Гипотеза Фреше заключается в том, что при я > 4 max det An= 

Ап£хп 
-_Ля/2 Т0ГДа и только тогда, когда /iH=Q(mod4). Другими сло­
вами,-матрицу Ап, n>4 , составленную из элементов ± 1, можно. 
выбрать ортогональной тогда и только тогда, когда Из0(mod4) 

,1& 



Эта гипотеза известна давно, существует большое число 
примеров, когда она справедлива, но ее доказательства в об­
щем случае нет [76]. 

Необходимость условия n=0(mod4) доказывается легко. 
Выберем элементы а{1, i, / = 1 , . . . , п, матрицы Ап так, чтобы 
Я1.= Г ап = 1, i'=l п. Нетрудно понять, что такой выбор 
элементов не ограничивает общности рассуждений так же, как 
и допущение, что во второй строке на первых п/2 местах стоят 
+ 1, а на остальных —1. Обозначим количество +1 на первых 
п/2 местах в третьей строке через ti, а число —1 на остальных 
п/2 местах через t2. Гак как матрица An ортогональная, то 
ti—t2=0, t\ + h — n/2. Отсюда следует, что п кратно четырем 
при п>4. 

Гипотезу Фреще можно сформулировать в терминах случайных 
матриц. Пусть Е„=(!.у)—квадратная случайная матрица n-ro 
порядка, 1ф i, / = 1, . . . , п., —независимые случайные величины 
и Р { | г - + 1}=Р{^=-1}-=1/2 . Тогда [57] 

max | det S,. | =1im^M det Sf. (8.1) 
Й-ЮО 

Используя формулу (8.1), можно найти следующие оценки 
снизу [57, 96]: 

max | det S„ | > 1/М det 3* = ] /Tl , 

max I det 3.. | > №-- (Л!)» _ (k l)-1 (л - k +1) (Й - k + 2) ( - 2)4 
ft-0 • J 

1/4 

Гипотезу Фреше можно заменить некоторой эквивалентной гипо" 
тезой, на основании следующего утверждения: Пусть r\t, 
i-=l п, —случайные величины, распределенные по совмест­
ному нормальному закону, Мг]г = 0, M%2 —L i = 1, ...,n-

п 
Тогда мДт];2 минимально в том и только том случае, если т|г, 
,i--=l и, независимы. Пусть случайные величины £ft независимы 
и распределены N(0, 1). Рассмотрим выражение 

(8.2) 

где гк], k,y = l , . . . , n , —независимые случайные величины, 
не зависящие от величин £,.. и имеющие распределения P{eft — 1}= 
=-.р{е^= —1} = 1/2. Тогда (8.2) будет принимать минимальное 
значение, равное 1, тогда и только тогда, когда матрица (ег,) 
•будет ортогональной. Поэтому если при /*==0(mod4) 
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lim 
я-юо 

(2/г)!(/г!г1-|М((2я)!(л!)-1 — 
2*U/2.y 

-Й-»М П (flli^A К I I =1. 
то гипотеза Фреше верна, в противном случае не верна. 

§ 9. Проблема Ляпунова для систем линейных стационарных 
уравнений со случайными коэффициентами 

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений 
С постоянными коэффициентами dx/dt — Anx, x(0) — c. Если 
Re A,- <0, i ~ l , . . . , п, где А,.-собственные числа квадратной 
матрицы А,„ п-то порядка, то решение такого уравнения стре-

~> 
мится к нулю при t~i~oo и любом конечном с. Докажем следую­
щее утверждение. 

Теорема 9.1 [24]. Пусть A -случайная вещественная 
симметричная матрица с плотностью распределения p(X). Тогда 
Р{X,<0, г--1 я}-—с,] p(~Z{n-h\)xnZ'(n+l)xn)dZ{rl+i)Xn, (9.1) 
где £(„+1)х..--.1рямоугольная вещественная матрица размера 
(л+1)Хя. 

п 

с , - я (»ч-з«)/4Пг (п+:~1.-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что 

Р {К, < О, I - l \ . . . , >,}— j р (- Q) dQ, (9.2) 
где Q= (i/ij) —-неотрицательно определенная матрица n-'го по­
рядка, и интегрирование ведется по множеству всех таких мат­
риц. Преобразуем (9.2) к следующему виду 

§p(~~Q)dQ » j p [ - (J/Q F/c>) (VQ Ж»»)'] dQ|A (dH), 
где Я1-"-1—-ортогональная вещественная матрица размера (n+l)X 
Xn> ц—• нормированная мера Хаара на группе вещественных 
ортогональных матриц порядка л + L Используя замену перемен­
ных yQHi'li=Zw.i)xn, в силу формулы (1.1), получаем утверж­
дение теоремы 9. Г 

Следствие 9.1 [24]. Если элементы 1Ч, i>j, i, /= -1 , ... 
...,/..., случайной матрицы Ап независимы и распределены по 
нормальным законам N (а1}, а2

у), аи > 0, то 

P{Ki<0, i==1 л} = с1(2я) -™"Паг/1 е хр{-.2К-
i>j *• i>J 
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(9.3> 

Интеграл, стоящий в правой части формулы (9.3), при a , j s O 
вычислен в работе [49] и равен некоторой степени гипердетерми-
нанта матрицы с коэффициентами, зависящими от о*.. В работах 
[32,49] теорема 9.1 обобщена на несимметричные матрицы Ап, 
у которых существует совместная плотность элементов. 

§ 10. Стохастический метод наименьших квадратов 

Рассмотрим линейную модель множественной регрессии (/=-
— ЭВ + е, где у — (У\ Уп)~вектор наблюдений некоторой пе-

— » • — > 

ременной, в=-=(е1, . . . . еге) — вектор ошибок наблюдений, 0=--(0i> • • -
• • •. 6m) —вектор неизвестных параметров, Е — случайная матрица 
значений контролируемых переменных размерности пУ,т, не зави­
сящая от вектора е. Эта модель отличается от общепринятой. 
тем, что элементы матрицы планируемых переменных Е являются 
случайными величинами [77]. 

— * • > > 

Предположим, что Ms = 0, Ms &' = R, .R — положительно опре-
деленная матрица. Тогда оценка вектора параметров 6, согласно 
методу наименьших квадратов, равна 

е=Нт (S'.R--s+/б)-1 s'R-1 у. 
й-,-0 

Рассмотрим случай, когда с вероятностью 1 существует-
(E'R^E)-1. Оценка Q равна е —-(S-"">-1S)-1' S'"J-- ,̂ Эта оценка б у ­
дет несмещенной, а ее ковариационная матрица /C-=M(3'~,-IS)--. 
He нарушая общности рассуждений, будем считать, что 

K^M(SR-lE')-\ (10.1> 
где Е = (lij) — случайная матрица размера пУ.т, i = l,...,ni. 
./==1, ..., т. 

Докажем следующее утверждение. 
Теорема 10.1 [32]. Пусть у случайной матрицы 3 сущест­

вует плотность распределения j->(X), Rm>0, т>п, и конечеи 
интеграл 

j Z--/- (VZ~n Я«"> УШ det Zi«---')J-rfZn (dH), (10.2) 
2>0 

где интегрирование ведется по множеству N неотрицательно 
определенных матриц Z п-го порядка, dZ — элемент лебеговой 
меры множества N, {mu} — нормированная мера Хаара на группе Сг 
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ортогональных т-мерных матриц, //("> — (hu), i== 1 д, / — 
— I, ..., т. 

Тогда ||/С || < оо и 

К - сп,т detR?,/2 j Z"V (|/Z Ж») V/?«) X 
Z>() 

X detZ<'»~'<-->/-6rz(.i(d#) (10.3) 
(константа сп,т определена в формуле (1.1)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что К — j" (X-.-.j-'X')-1 x 
Xp(X)dX- После замены переменных X = Yj/7..j_.. этот интеграл 
будет иметь вид /Г = j (ГУ)-1/- {УУЮ dY detR'f" (см. доказа­
тельство формулы 0.1)). Используя обобщенную плотность 
Уишарта, получаем (10.3). Если конечен интеграл (10.3), то 
||/С||< оо. Теорема 10.1 доказана. 

Следствие 10.1 [32, 27]. Пусть задана случайная матри­
ца S, с вероятностью 1 Sp ВЗ' < с < оо, существует ограничен­
ная плотность распределения p(X) матрицы 3, /?>0 и /re>n-|-2., 
Тогда || К || < оо . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формулы (10.2) вытекает 
\ SpZ"-p (|/Ztf <''> VRm) det Z('"-"-1)/2dZ|i (dH) < 

< c , j SpZ- IdetZ ("w '"1 ) / 2dZ<£2 J detZ-1/2dZ — 
spi»<e Spz«<c 

•= с a J d X < oo , 
S\)x'x'<ic 

где X — квадратная матрица порядка п. 
Следствие 10.1 доказано. 

Теорема 10.1 и следствие 10.1 справедливы для матриц 
М(Е'^Е)-", где s>l—целое число и 

•АН 2,1Чл*)ы*) <*-*(*) 
•,4—1 / t,J«*l,...,n 

где |,y(x)—действительные измеримые случайные процессы,, 
xQ(—oo, oo), P(x)~некоторая функция распределения. 

Заметим, что матрица А неотрицательно определена и 

М det Л"- < J M del 2 Ы W £у* № dF (-*)• 
m 

Если у случайной матрицы I 2 Ы (x) ёу/. (.*•) j существует плот-

2* 19. 



иость распределения для любого х6(—°°> <•*-), то. используя 
метод доказательства теоремы 10.1, получаем условие, когда су­
ществует MdetA--9. 

§ 11. Случайные детерминанты Фредгольма 
и управление спектром случайных линейных операторов 

в гильбертовом пространстве 
Пусть (Q, В, Р) — вероятностное пространство, //•—веществен­

ное сепарабельное гильбертово пространство, h — а-алгебра боре-
левских множеств из Я, (Н, h) — измеримое гильбертово прост­
ранство. Случайным оператором А (•,»), действующим в Я , и 
определенным на множестве неслучайных элементов Dch, назы­
вается отображение Я х ^ в Я, которое при каждом фиксиро­
ванном x6D является измеримым отображением {Q, В} в (Я, Щ, 
т. е. для любого D'£fi{&:A (x, a)QD'}QB. Пусть £>#-— линейное 
многообразие случайных элементов со значениями в измеримом 
пространстве {Н,Щ. Если ДЛЯ любого 1&DH Л (£(<»), со) является 
случайным ^элементом со значениями в измеримом пространстве 
•{Я, /г}, то А (-, to)—-случайный оператор со случайной областью 
определения. Множество его значений имеет вид Rg — 

-{--Ч6Н,ю):£(а)еЯя}. 
Так как Я —сепарабельное гильбертово пространство, то опе­

раторная норма ограниченного оператора А (•, со) будет случай­
ной величиной. Для ограниченного вполне непрерывного операто­
ра А(-,со) его собственные числа и собственные функции МОЖНО 
.выбрать так, чтобы они были соответственно случайными числами 
и случайными элементами в (Я, к). 

Лемма Шура. Пусть А (•, со)—вполне непрерывный огра­
ниченный оператор с областью определения £>--. Тогда найдется 
•ортонормированный базис (Фу, у = 1, 2, . . . } (в общем случае слу-
чайный), в котором матрица оператора A(-,co) имеет треуголь­
ный вид: Л"фу----я/.ф1 -\-а^ч + • • • -г-%Ф/1/ = 1,2, . . . , причем 
as — (A<Pj, V])=Xj(A), у =—1,2 где Kj{A) —случайные собст­
венные числа оператора А (•, <о). 

Случайным детерминантом Фредгольма ядерного оператора 
..А(.,сй) назовем выражение det(/ — {mu}A (•, со))-=-J.l(l — ^ ( A ) ) , 

J 
где (j,—произвольное комплексное число, Xj( А)—случайные 
собственные числа оператора A(.,to), 7— тождественный опе­
ратор. 

Пусть Ait.), A2(-) — ядерные операторы и Ф„, л = 1 , 2 , . . . , 
— произвольный случайный нормированный базис пространст­
ва £>--, тогда с вероятностью 1 
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det(/~-A.(., ffl)) = 1imdet[5y7; — (A.(., со>Фу, <P*)bVi; (11.1> 
га-мо 

det[(/-A1( . ,o)))(/ — A2(.,co))]-det(/ — A1(.,©)>X 
Xdet(/---A-(.,co)). (11.2> 

Доказательство (11.1) и (11.2) следует из работы [50]. 
Пусть &р — класс всех вполне непрерывных случайных опера­

торов в сепарабельном гильбертовом пространстве Н, для которых 
п 

с вероятностью 1 2 sf (A (со)) < со, где st {A (©))-сингулярные 
i—i. 

случайные числа оператора A (со), р - вещественное число. Од­
на из задач управления спектром дифференциальных и инте­
гральных операторов со случайными параметрами формули­
руется следующим образом. Пусть А(а>), -З(со), С(а>) -случай­
ные линейные операторы, действующие в Н, o(A(co,))— спектр 
оператора A (со). Нужно найти оператор С (со) такой, чтобы 
спектр (-(A((u)+.8(ft>)C(u>)) был заданным множеством. 

Рассмотрим частный случай этой задачи, когда оператор 
.В(ш)С(ю) является одномерным: для любого хвН _В(со)С(со)Х 
Xx=(Mco), х)с(о>), где b(a) и с (со)—измеримые случайные 
функции, реализации которых принадлежат пространству L2, 
A (со.) — случайный линейный ' оператор, действующий из 
L2(Q, 5, Р) в L2(Q, В, Р) (LZ(Q, В, Р) —гильбертово простран­
ство случайных функций |(со, x), измеримых и квадратично-
интегрируемых) . 

Пусть А (со) — самосопряженный линейный случайный опера­
тор класса 6, (т. е. ядерный), %t (со), 1 = 1,2 - е го случай­
ные собственные числа, Ф.(со), i - 1 , 2, . . . , - ортоиормированные 
случайные собственные функции, выбранные единственным 
образом. 

Теорема 11.1 [6]. Пусть с вероятностью 1 

{sum}|aA(co)|<oo, 
00 

2 яг2 (ь (со), ФЙ н)-2 П «I -ьг 1 и «• и ) (1 - Л Г 1 (со) к н)-2} х 
А=1 • s+k 

где ak (со), к-== 1, 2 -случайные величины, среди которых 
есть комплексно-сопряженные пары. 

Тогда а (А (со) + (с (со), •) Ь (со)) = (or* (со), к = 1, 2, . . . } , где 
оо 

с (со) = 2 ** (->) (Р Н . cPft (в»))"1 Ср* И П { ( - ' - ^ Н «, С«—>» X 

Х(1 -ЯГ 1 И V H W ""ЯГ1 Н а,(со)). 
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•С помощью теоремы 11.1 в книге [32] рассмотрена следующая 
задача: пусть задана последовательность симметричных вещест­
венных случайных матриц Е„, я.— 1, 2, . . . , и случайных векто-
;ров Ьп, п ==1,2, . . . . Нужно выбрать такую последовательность 
случайных вектороз сп, чтобы собственные числа матрицы Е„ + 

— > — > • 

-\-Ьпс'п стремились в смысле сходимости распределений к неко­
торым заданным случайным величинам. 

§ 12. Центральная предельная теорема 
для случайных детерминантов 

Пусть S n — последовательность вещественных квадратных 
•случайных матриц n-ro порядка. Центральной предельной тео­
ремой для случайных детерминантов называется любое утверж­
дение о том, что при некотором подборе постоянных ап и Ьп и 
некоторых условиях, налагаемых на элементы матрицы En, 

liraР {Ь71 [In| det S„|-an] < * } - = — [ e-*i*dy. 
—oo 

Выбор логарифмической функции в качестве нормирующей 
функции обосновывается тем, что m|detBn] равен сумме лога­
рифмов модулей собственных чисел случайной матрицы Bn, и 
этот факт подсказывает, что после соответствующей нормиров­
ки таких сумм можно получить центральную предельную тео­
рему. 

В настоящее время наметились три метода доказательства 
центральной предельной теоремы для случайных детерминан­
тов: метод возмущений, метод ортогонализации и метод инте­
гральных представлений. Метод возмущений основан на фор­
муле 

In | det А | - I n | det 5 | =ln | det [/ +Б"1 (A - 5 ) ] |, 
где A, В — квадратные матрицы, deL4-7--0, detfl{ne}0. С его по­
мощью в некоторых случаях 1n|detSn| можно представить в 
виде суммы слабо зависимых случайных величин, к которым 
можно применить центральную предельную теорему [32, стр. 
137]. Метод ортогонализации основан на следующем хорошо 
известном результате (см. Введение к настоящему обзору): 
если элементы |{-, i, } = !,..., п, случайной матрицы Еп— (Е-..) 
независимы и имеют стандартное нормальное распределение 
N(0, 1),то • 

п I 

detS2„«II2^- (12.1) 
/-1 /=i 
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Если .--„—произвольная случайная матрица, то с помощью неко­
торых ортогональных преобразований, напоминающих преобразо­
вания, используемые при доказательстве (12.1), LndetS'̂  можно 
представить в виде суммы п случайных величин, к которым 
применяется центральная предельная теорема. В работе [38] 
с помощью метода ортогоиализации доказаро следующее 
утверждение. 

Теорема 12. Г Пусть для каждого значения л случайные 
элементы матрицы ^„--{bj)''.)^ независимы, MlJf—О, Щ\'? = \, 
M[l\f]4 — 3, i, / = - 1 , . . . . n, и для некоторого 6 > 0 

.sup sup M|.Siy) |4+e<«.. (12.2) 
и l,j-=\ я 

Тогда [251 
., _[lndet3L'—ln(re —1)1 \ l p Hm P 2——= —<A- = — е-У1Чу. я-,-., l У2inn | V & J 

Заметим, что условие: М [£}"']'—3 в теореме 12.1, по-видимому, 
можно опустить (при этом нужно изменить нормирующие посто­
янные величины). Однако до сих пор эта задача не решена. 

Теорема 12.2 [38]. Если в условиях теоремы 12.1 условие 
М [.̂ "T1 =•-З не требуется, то 

р И т с - Ч п - ^ - 0 , . • (12.З) 

где с,, —любая последовательность, удовлетворяющая условию 
1imc„(1nn)-1=-=oo. 
Я.+0О 

Отметим, что доказательству утверждений типа (12.3) посвя­
щено большое число работ (см. [92, 93, 98]). 

Метод интегральных представлений основан на формуле 
п 

det A-we^rt-»/- f . . . f exp{~{Ax, x)) П dxit 

где A — положительно определенная матрица, x= (xi,.,., xn). 
С помощью этой формулы ln|detA| можно свести к сумме сла­
бо зависимых случайных величин, к которым также можно по­
сле некоторых преобразований применить центральную пре­
дельную теорему [20, 32]. 

Каждый из этих методов имеет свои преимущества и недостат­
ки. Метод возмущений удобно применять тогда, когда сущест­
вуют М3~", /1 = 1,2 Метод ортогоиализации дает хорошие 
результаты, когда элементы случайных матриц Е„ независимы 
и принадлежат области притяжения нормального закона с пара-

23 



метрами (0, 1). Метод интегральных представлений применяется 
в ОСНОВНОМ для детерминантов матриц (7 + S„) при условии, что 

1im НПГР {|. det (/ + 3„)| > h} = 0. 

С помощью этого метода в книге [32] доказана слабая схо-
дим'ость распределений некоторых случайных детерминантов к 
безгранично делимому закону. 

§ 13. О связи между СХОДИМОСТЬЮ случайных детерминантов 
и сходимостью спектральных функций случайных матриц 
Пусть 5„ —- вещественные квадратные симметричные слу­

чайные матрицы и %и i=l,..., п, — их собственные числа. Нор­
мированной спектральной функцией матрицы Sn называется 
выражение -

п 

H-«(x)-n"l{sum}F(^-^). 
где F (у) = \ при у>0 и E(y)=-0 при г/<0. 

С ПОМОЩЬЮ спектральных функций цп(х) для случайных 
детерминантов можно доказывать различные утверждения (см. [19, 
31]). Например, в [32, стр. 224] доказана следующая 

Теорема. Пусть конечномерные распределения случайных 
функций \ап (х) сходятся к конечномерным распределениям 
некоторой случайной функции H-(x), для некоторого к > 0 
SUpM f In | JC Ц-+- rf|X№ (JC) < oo, J X „ ( - oo)-->|j,( — oo), [ Л п ( + 0 0 ) = - > 
n 

•->(x(+ oo). Тогда д-1 In|detS„|•=->J ln|.x|djx (x). Здесь --̂  — сим­
вол Слабой сходимости распределений. Наоборот, доказательство 
предельных теорем для цх„ (.л:) неразрывно связано с формулами 
возмущений для случайных детерминантов, а также с предельны­
ми теоремами для них. Предельные теоремы для ^„(.х) в боль­
шинстве случаев доказываются с помощью преобразования Стил-
тьеса 

т (z) = J (х — z)-1 d\xn (х) - я-1 Sp (S - Iz)-1 = 

= - ^ / r 1 1 n d e t ( S - / 2 ) , 

где z = t-\-is, s---=0 [30, 67]. Преобразование Стилтьеса m(z) 
можно представить в виде суммы мартингал-разностей m{z) — 

п 

. - M / n C s H - ^ Y - , I33'35l> ™e Y 6 - -M f t . 1 / -1nde t (S - /^ ) + 

+ М.к — 1n det (В — Iz), Mfi —условное математическое ожидание 
при фиксированной минимальной сг-алгебре событий, относительно 
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которой измеримы случайные векторы-строки матрицы S, начиная 
с k + 1-ro. 

Одно ИЗ удивительных свойств детерминанта матрицы заклю­
чается в следующем [69]: 

In det (S - Iz) — In det (ЕА — /«) -= 

= I n [Е« г— .г — ((Sft — /г)-- Ц, "S)l. ,. (13.1> 

где матрица 3ft получена из матрицы Е„ заменой элементов k-oft 
строки и k-ro столбца нулями, bi = {lPk, Рфк, р = \, ..., п). 
Используя (13.1), легко доказать, что h ' u | < c < c o [69], что 
является решающим моментом при выводе следующего утвержде­
ния: 

Т е о р е м а 13.1 [32 стр. 229]. Если для каждого п векторы 
h = (Е-"*. 1-"1ь • • •» |г«°). г = 1 п, независимы, случайные 
величины Qf, i, j , /г== 1, 2, . . . , заданы на одном вероятностном 
пространстве, существует предел limn-1MSp(/ + i- + lS„)-1 — m(t), 

К-»-со 
и функция т-(^) непрерывна в нуле, то с вероятностью 1 
lim (-i„ (.x) =- {mu} (л:) в каждой точке непрерывности неслучайной. 

Я->-СО 

спектральной функции jj.(x), преобразование Стилтьеса которой 
равно j (1 +-it.x)_Irfjx(x) = m (t). 

В некоторых случаях из сходимости распределений случайных 
детерминантов следует сходимость распределений случайных 
спектральных функций. Рассмотрим так называемое «логарифми­
ческое преобразование» 

га-1 In det ( / 2 + 3 ) —J 1п(2;+х)ф„ (x), 1тг=т--0. 
Для этого преобразования формула обращения в точках стохас­
тической непрерывности \*,п(у) такова 

Р К (У) < и)—lim P {Im /г1 я"1 In det (/ (— у+ie) + S) < и}. 
е-ч-о 

§ 14. Полукруговой закон Вигнера 

Пусть 0„ ='(.!{•])J^.^j (tt ==1, 2, •.•)—симметрические случай­
ные матрицы и [in(x) — их нормированные спектральные функции. 
Полукруговым законом будем называть любое утверждение о том, 
что H.,.(x) либо по вероятности, либо с вероятностью 1 стремится 
при л {to} оо к неслучайной функции распределения, плотность 
которой равна 

^nay^V^-x2, |л;|<2о, 
^ W " 1 0 , |x|>20, а>0. 
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Вигнер [104, 105] впервые доказал, что lim Мц„ (x)--= и-(x) при 
Л-юо 

следующих предположениях: l\f=*•ц^пг'Ч2, величины % {i>j, 
i, j — \, 2,...) независимы и симметричны, Mrj2. —о 2 и у величин 
существуют конечные моменты всех порядков. При этих же усло­
виях Гренавдер [50] доказал, что p-lim|x„(x) —ji(x). Следую-
щий шаг сделал Арнольд. В работе [79] при условиях, что вели­
чины % , i> j (i, j = \, 2 , . . . ) , независимы, Мт]2.< со, M f | | , < o o , 
i.7--/, Ш\а = 0, он получил следующий результат: р-\Ш\лп(х) = 

= ц(х), если же дополнительно Mir), < о о и M t ] f , < o o , 1ф], 
то lim^„(A')==|x(x) с вероятностью 1 [80]. 

Л-+СО 

Затем Мета в работе [94] на физическом уровне строгости 
с помощью теории возмущений линейных операторов доказал по-
лукруговой закон при условиях, что элементы r\i}, i> j (i, j — 
= 1 ,2 , . . . ) независимы, одинаково распределены и имеют конеч­
ные дисперсии. 

Следующее существенное продвижение было сделано в работе 
•Л. A. Пастура [68]. Он доказал, что /?-lim }л„ (jc) =-= {mu} (х), если 

л->-ос-
величины % , i> j (i, j = 1 ,2 , . . . ) , независимы, М % - = 0 , DTI/, •== а2 
и для всякого г > 0 и / == 1 п выполняется условие Линде-

п 

•берга: 11га ̂  J x2dP{%№<.x} = 0. Л. А. Пастур впервые пред-

ложил использовать для доказательства полукругового закона 
преобразование Стилтьеса и формулы возмущений для резольвент 
случайных матриц. 

В работе [19] найдены необходимые и достаточные условия, 
при выполнении которых нормированная спектральная функция 
случайной матрицы сходится к полукруговому закону Вигнера. 

Т е о р е м а [20, 26]. Если для каждого /г случайные элементы 
vj«), i > / (t, J = \,...,n), симметричной матрицы 3„ = (v^>) неза­
висимы, заданы на одном вероятностном пространстве, Mv{»>== 0, 
Dvjf>--=(J2/z""1, 0 < a 2 < c o , то для ТОГО чтобы с вероятностью 1 
1im ц„ (x) = (х (x) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
условие Линдеберга: для любого т > 0 

я 

Пт/г1 2 J x2dP{vif<x}=0. 

В работе [20] доказана следующая центральная предельная 
теорема для преобразований Стилтьеса спектральных функций 
случайных матриц, которая уточняет полукруговой закон. 

Т е о р е м а [20]. Пусть для каждого значения п случайные 
элементы Ь^), i~> j (i,j = \ п.), симметричной матрицы S„== 
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=-(£<';>) независимы, МЭД-«.-=0, D£j»>=»a-/-.--, Щ% — а-д-1]--= 
•—d-7r2; для некоторого б > 0 

sup sup M l l / n ^ ' I ' ^ V - c . 
« / ' ,p ."- i . . . . ,« 

Тогда Sp(/ + its,,)-1 - M Sp(/ + its,,)-W|(t) + i . (0 a£ (0, п ( t ) -
независимые действительные гауссовские случайные функции с ну­
левыми средними и ковариационными функциями R% (i1, t2), R%\ (ti, t2). 

Формулы для этих ковариационных функций можно найти 
в работе [20]. Доказательство этой теоремы основано на пред­
ставлении разности Sp(/ + tffin)""1-—MSp(/,+ i7Bn)-1 в виде сум­
мы мартингал-разностей и использовании центральной предель­
ной теоремы для таких сумм. 

§ 15 V-преобразование спектральных функций 

Для несамосопряженных случайных матриц Нп в общем 
случае применить предельные теоремы для преобразований 
Стилтьеса не представляется возможным, так как интегралы 

-MSp(/z—Нп)-\ как правило, не существуют при всех г. Кроме 
того, формулы теории возмущений для резольвент (/г—Нп)~\ 
в силу вырождения резольвенты в некоторых точках г, нельзя 
применить в предельных теоремах. Именно с помощью предель­
ных теорем для случайных детерминантов в работе [40] уда­
лось разработать метод доказательства предельных теорем для 
спектральных функций несамосопряжеиных случайных матриц. 
Идея метода заключается в следующем. 

Рассмотрим нормированные спектральные функции 
п 

v„(x, у)^п-1^ %(co:Re.-\,ft<x, \т%к<у), 
*« 1 

где .^ — собственные числа комплексной случайной квадратной 
матрицы Нн ti'TO порядка 

п 
\in{x, z)^n-l^l%{to:%k{z)<x), 

где Яй (-г)— собственные числа эрмитовой матрицы 
{Гг-Ни){1г-Н„)*, z^t + is. 

^преобразованием спектральной функции v„(.x, у) назовем сле­
дующее выражение: 

j j eipx+i9udvn (x, у) - (<?2 +p2) {Atqnp J J (д/ds) X 
X [In det (Iz-H„) (Iz- H„)*\ e1"* ls"dtds, gф0. 

При доказательстве предельных теорем для v(x, у) V-преобра­
зование используется в следующем виде: 
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(d—ti)ur 

n(P> ? ) - = f f J I j s i g n a l J-a2)-V^«dtt 

С Poo 

X e'px+'wdv,, (x, y) = j J In x4i,. (x, .г) <з̂ ? |^<£d — 

e'^dv X 

— J In .*;d(j,„ (л, z) eis"iqds e^dt, 

где с, d—- некоторые положительные постоянные. 
Легко видеть, что если q=fcO и 

lim 1imM J J dv„ (x, y) = 1 , 
/.•--co „^.oo | " | <A , |0|<А 

TO 

lira lim sup M | J J &lPx+l^dvn {x, y) — да„ (p, #) | =- 0. 
--*co d-f-oo n 

Таким образом, зная предел величин/i"11ц |det ( /z—H n ) | 
«{to} оо, можно найти предел спектральных функций v„(x. у). 

§ 16. Круговой закон 

В работе [43] с помощью V-преобразования и предельных 
теорем для случайных детерминантов доказано следующее 
утверждение, которое называется круговым законом. 

Теорема 16.1 [41,43]. Пусть для каждого значения п. 
случайные элементы %$ (р, I.— \, ..., /г) комплексной матрицы 
H„=(E^«-1/2) независимы, Ж$? = О, М | &Р |- = а-, 0 < а < оо, 
и у величин Regft"*, Im g|7) существуют плотности распределения 
Ры{х) и ~qnt(x), удовлетворяющие условию: для некоторого р > 1 

^Р i-PP 1 J №i С*) + «& (*)] dx 
" к,1=1^...,п 

< оо , 

для некоторого 6 > 0 sup sup M| iff | 2 + б < со. Тогда для лю-
п k,l—\,...,n 

бых х я у 

p-^tnvn(x,y) = v(x, у), где [d*v(x, у)/дхду] = а-Ы~1 при 

x2+y2<cr--; | Л ( х , ( / ) / ^ ^ ] = 0 при jc2 + £/->a-, 
п " • 

v„ (х, у) -.= /г-1 ̂  X (Re'Л* < x)x (Im A* < г/), 
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%h — собственные числа матрицы Нп. Отметим, что в частном -
случае для гауссовских комплексных матриц это утверждение 
было доказано в работе [94]. 

§ 17. Эллиптический закон 
В этом параграфе сформулирована основная предельная 

теорема спектральной теории случайных матриц. В предыду­
щих параграфах были сформулированы два закона — полукру-
говой для симметричных случайных матриц и круговой для не­
симметричных случайных матриц с независимыми элементами. 
Оставалась нерешенной задача о нахождении предельной 
спектральной функции для случая, когда векторы (|р-, Ър)> 
р>1, р, 1=1,..., п, независимы, Щр1Ър—Р> а остальные огра­
ничения на элементы | р г остаются такими же, как и в теореме 
16. Г Оказалось, что с помощью V-преобразования для таких 
матриц можно найти плотность предельной спектральной функ­
ции, равной некоторой постоянной величине на области, грани­
ца которой является эллипсом. Точнее, справедливо следующее 
утверждение [45]. 

Теорема 17.Г Пусть для каждого значения п = 1 ,2 , . . . 
случайные векторы• (£$, £J#), р>1, р, t = \, . ..,п, стохасти­
чески независимы, заданы на одном вероятностном пространстве, 
M $ - 0 , М|$.'---•*--, М ^ Э Д ' - ^ р , 1*Р> 0 < | р | . < 1 . 

у мнимых и вещественных частей случайных элементов. I)}/, 
l\'p случайной матрицы #«----(§pf )£,;.=-1 существуют совместные 
плотности распределения pffl (xh i—1 4), удовлетворяющие, 
условию: для некоторого р>1 

sup sup .\plt4Xh i = - 4) I Idx£<oo 

и для некоторого 6 > 0 
sup sup Ж\11

р
п}Уп^<оо. 

n p,l=\ n 
Тогда для любых х и у с вероятностью 1 

limv„(x, у)=\(х, у), (17.1) 
П-t-oo 

где ^ ^ - * - Ч - - ( - * + № . е с л и 

(Ьх—ау)*0— а2—Ьг)~* ,, Сах + ЬуУО+а?+Ь')-* .. 
а- + й- •"' й- + 62 ^ ' 

и:1!^1—==-0в противном случае, a=ReV"p~, 6 == Im }/" р . 
Легко видеть, что из формулы (17.1), в частности, вытекают 

полукр угов.ой (при р'-к!) и круговой (при p-vO) законы. 
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§ 18. Осцилляционная теорема Штурма 

Для того, чтобы найти предельные, спектральные функции 
случайных матриц, нужно уметь обращать преобразование Стал-
тьеса, что является далеко не простым делом. Иногда можно 
обойтись без обращения преобразования Стилтьеса, если вос­
пользоваться осцилляционной теоремой Штурма: пусть Ап—-сим­
метричная вещественная матрица п-го порядка и det At, t —0, . . . 
...,il, (det A o—l) — последовательность ее главных миноров, 
не равных нулю. Тогда число отрицательных собственных чисел 
матрицы A равно числу перемен знака в последовательности 
det A,, i = 0 п. Используя это утверждение, получаем сле­
дующее: пусть S„-=(giy))—случайные вещественные симметрич­
ные матрицы n-го порядка, detE2, i = 0, .. .,/i, (detB-— 1) — ее 
главные миноры, цп (х) — нормированная спектральная функция 
матрицы Ел, с вероятностью 1 d e t E ^ O . Тогда с вероятностью 1 
[99. 31] 

п 

11Л (ж) = (2Я)-1 {sum}(l — sign (det (Э,_1 — /x>/det (В, - /л:)). 

С помощью этого уравнения в работе [32, стр. 2Э7] доказаны 
предельные теоремы для спектральных функций случайных матриц 
Якоби. 

§ 19. Закон арктангенса 

Функции распределения решений системы линейных алгебраи­
ческих уравнений B„x,—г)в в общем случае имеют громоздкий 
вид, порядок таких систем высок, поэтому представляется целе­
сообразным изучение асимптотического поведения решений при 
возрастании порядка системы до бесконечности [1, 8, 9]. В этом 
параграфе приведены предельные теоремы общего вида для 
решений систем Enxn = t]n, коэффициенты которых являются не­
зависимыми случайными величинами [11, 16, 22, 34]. 

Рассмотрим системы линейных случайных алгебраических 
уравнений Епхп = г\п, где Е - (|,("))— действительная случайная 
квадратная матрица /г-го порядка, г|„== (т|г, . . . > rj„) — случайный 
вектор. Пусть Ег;. — алгебраическое дополнение элемента {xi}/-. 
Если det S„ ф 0, то решение такой системы существует и равно 
xn ==--/! Цп' е с л и det В,—-О, то решение может не существовать. 
Будем предполагать, что компоненты xin) вектора хп равны оо, 
если detS„-=0. 

Теорема 19.1. [32]. Пусть для каждого значения п слу­
чайные величины lij, щ, i, / = 1, . .,,п, независимы, М£,,/=0, 
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Мг)г = 0, D^=Dti , = o2, 0<о~< 00, i, y' = 1 n, для некото­
рого 6 > 0 supM[||,,|' ,+- + |Tii|4+-< oo. Тогда для любых kj=l, 

n,l,J 

к, / = 1 n, 

П-+ОЗ 

</l lJk ft+_l fc 

вЯ-»+ш»г(*±1)^ ... \ (!+*»+ ... +ztf 2 Y[dZl, 
— 00 —СО / s « l 

lim PUin)<e}.=--1/2+rt--arctg...?, 
/1Ч-00 

где ih ..,, ifc — любые различные целые числа от 1 до /г. 
§ 20. Случайные детерминанты Фредгольма 

Пусть Sn — квадратная случайная матрица. Случайным де­
терминантом Фредгольма такой матрицы будем называть слу­
чайную функцию det(/+ffln), где t— действительная или комп­
лексная переменная. Случайные детерминанты Фредгольма не­
сут важную информацию о случайных матрицах. C их помощью 
можно найти предельные распределения для собственных чисел 
случайных матриц. На основании предельных теорем для слу­
чайных детерминантов Фредгольма МОЖНО доказать предель­
ные теоремы для собственных чисел симметричных и несиммет­
ричных случайных матриц, а также линейных случайных опе­
раторов в гильбертовом пространстве. • 

Изложим кратко схему доказательства предельных теорем 
для собственных чисел случайных матриц. Пусть Вп= (hi)— 
квадратная случайная матрица n-го порядка и %{ (ii •= 1, . . . 
. . . , п)—ее собственные числа, упорядоченные в порядке воз­
растания их модулей. Для упрощения формул будем считать, 
что собственные числа Я. (1=1, . . . , п) различны. Для %( спра­
ведливы формулы: 

(x1—Sp3.HSps;.-l)- ,-K, 
U2-(Sps;1~M')(Spsr1-vr1)"1-i-fi-, 

где е,.-->-0 и 6,j{to}0 при s-voo. 
Если мы предположим, что 

Urn sup P {Sp ЕпК > /г) ---.. 0, (20.2} 
А-и» и 

то в формулах (20.1) можно положить 
US/МШ[К|+|6* Ц-0. 
•У-+-00 11-ЮО 

В силу этого соотношения для изучения предельных теорем для 
собственных чисел А, нужны предельные теоремы для распреде-
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лещи случайных векторов (SpS^SpSf, l) для любого фиксиро­
ванного целого $>0. Отметим, что для симметричных случайных 
матриц формулы (20.1) справедливы также и в том случае, когда 
собственные числа Я, кратные. 

Изучение распределений величин SpEf. представляет собой 
весьма сложную задачу, но при выполнении условия (20.2) ее 
можно свести к изучению некоторых сумм условно независимых 
случайных величин. Если S„ •—симметричные матрицы, то 

Sp B* = i-- [(5-1)!]-1 (d°/dts) ln det (/ + «3Д),_о(— l)-*-. (20.3)' 
Для det(/+zz!S„) имеем интегральное представление 

det (/ +iiS„)-- = [M exp (- U (aX.l))/ --n]2. (20.4) 
—> 

где g—случайный вектор, не зависящий от матрицы 3„ и 
распределенный по нормальному закону N (0, 0, 57). 

В силу (20.4) выражение (20.3) будет равно 

Sp Е* = М [Ф (ехр (- it (3„1Д,.). (S~iX)) X 

X [Mexp( :-it(S^„ y)J'J/--n]. (20.5) 
где ф — некоторая полиномиальная функция. 

Рассматривая теперь моменты 

МФ.-»[Мехр(-И.(Зя£. fn))Y \т, / = 1, 2, . . ; ) , 
задачу нахождения распределений SpE;, можно свести к нахож-

—> —> 
дению распределений случайных величин (S„|nft, £,„§.) (k==1, 2, . . . ) , 
где |лА —независимые случайные векторы, не зависящие от мат­
рицы 3... и распределенные по нормальному закону N (0, 0, 57). 
Если распределения случайных величин (-,,£,,ь 1пЬ) сближаются 

—.> —> 
с распределениями величии {Ня1пк, lnh), где Нп — некоторые слу­
чайные матрицы, то при некоторых условиях легко вывести, что 
Ms«)~-MHn)> гДе символ — означает, что почти для всех х 

lim [Р {%х (Э„) < х)-Р{%,(Нп)< x}] =0 . 
Для несимметричных случайных матриц Еп нужно пользоваться 
интегральными представлениями следующего вида 

det(/+a/-3„)-1-=M[exp to, ( (a„~s; )1 , *?)-«, ( 3 Я ^ § -

-аДЗл"?)}/---],-
где 

at = t [q+0,51 Sp (Н + Е') 1 + 0,25 Sp (S+ E'y\-\ 
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0 < i < l , q>\, g, t] —независимые случайные векторы, распре­
деленные по нормальному закону N (0, 0, 57) и не зависящие 
от матрицы 0,,. 

Пусть Е,, — квадратные случайные матрицы п-то порядка. 
Упорядочим собственные числа матрицы 3„!аГ в невозрастающем 
порядке К^> А-2,. > . . . >Кп- Рассмотрим случайный, процесс 
К{х), равный сумме собственных чисел, попавших в полуинтер­
вал [0, x). Если с вероятностью 1 Sp SnS^ < со, то 

оо 

J(1+tA-)-1d^(x) — (d/d01ndet(/ + tS„S;):=t1„(;f), t>0. 
о 
Таким образом, изучение предельных теорем для спектральных 

функций Кп(х) можно свести к изучению предельных теорем для 
случайных детерминантов. 

—>• 
Назовем случайные векторы lnk (k—\, ...,n, n=\, 2, . . . ) 

предельно постоянными, если найдутся такие постоянные век-
—> 

торы ank, что. для всякого е > 0 
lim sup P{(U — ank, £-* — «„*) >e}.=0; . 

Il-t-oo Л - - 1 , . . . , - . 
- > — > • ' . 

Случайные векторы §nk — a,ik, удовлетворяющие этому условию, 
будем называть бесконечно малыми. 

' Теорема 20.1 [20]. Если 
lim l imP{M+ ")>й}-=-0, 

Л-t-oo я->-оо . . . 

то для того, чтобы Кп(х)^-Х(х), х>0, где X(х) — некоторая 
случайная функция, неубывающая и ограниченной вариации 
с вероятностью 1, необходимо и достаточно, чтобы лЛ*)=">т1(*')' 
где г] (^ — некоторая случайная функция, t>0. 

Теорема 20.2 [20]. Если 
lim l imP{M+ оо)>/г}=-0 

оо 

и лД-О-£,-(-)• »>° . где ' ^ ( О у Г О Ч - * * ) " 1 ^ ^ ) . h(x) — неко­
торая случайная функция, неубывающая и ограниченной вариа­
ции с вероятностью 1, то почти для всех значений х>0 
М*)~М-*0-

Теорема 20.3 [20]. Если для каждого значения и случайные 
элементы Щ> (i, у*-—1 п) матриц ^n={l\f) независимы, 
предельно постоянны 

lim lim P{Sp НЕ'>/*}=---0, . 
Л-*0 л-».оо 
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то почти для всех значений х %п (х) •— \ьп (x), -x>0, где \ап(х)— 
неубывающий случайный • процесс, преобразование Стилтьеса 
которого равно 

00 

J(l+*x)--dM*H 
О 

==(d/dt) In det [(/ + tAln) {/ + *Л2й + tBn (/ + iAln) -1 Bn}\, 
где 

\ -e-> / \ *e*in J 

uij—неслучайные числа, удовлетворяющие соотношению: &ля 
любого 8 > 0 

Hm sup P{|6i—-fl^|>e} = 0. 
n-s-c» l,j=\,..,,n 

Множества Tjn и Kjn определены следующим образом: мно­
жество Ln={vij, i,j — \ ri) разбивается на 2/г непере­
секающихся множеств Rin, Rim содержащих, соответственно, 
элементы только г-й вектор-строки и i-ro вектор-столбца мат­
рицы Ея, так что векторы \it, составленные из элементов к а ж ­
дого множества, будут бесконечно малы. Через TJn обозначим 

п , 
множество значений индекса i величин v i ;e U Rpn, у которых 
второй индекс равен j , а через Kin—множество значений п 

индекса / величин vi;6 U RnP, У которых первый индекс равен -i--
С л е д с т в и е 20.1. Если а) дополнительно к условиям т е о ­

ремы 20.3 ilmSpВпВ'п=0, то для любых целых чисел k i > 
B-I-O0 

>k2> •• • >km 
{"fti/i, Л*гП> • ••*> ^kmnf—'\Щ,п> Н*,я \^ктщ, 

где f~i„>... >|i2„„—упорядоченные в возрастающем порядке 
величины 2 v2

tJ] 2 v)i'> б) дополнительно к условиям т е о -

ремы 20.3 вектор-строки и вектор-столбцы матрицы S„ предельно-
постоянны, то для любых целых чисел k i > k 2 > . • • > & m 

{••Ц-, .W/> • . ., A*mn}'~{0A,;£, 6*,n, . . ., 6,5..,-}, 
где GIB > . . . >вя'+в,»—упорядоченные в возрастающем порядке 
величины v2

y(i, / = 1, .. .,'п), & „ ( ' = - n), pi„—собственные 
числа матрицы ВпВп. 
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Упорядочим собственные числа матрицы Еп в порядке возрас­
тания их модулей |Я,1„|> . . . >|А,ЛЛ|. Если модули некоторых. 
собственных чисел совпадают, то их упорядочиваем в порядке 
возрастания аргумента. 

Пусть S„==(l-j^)—-случайные матрицы n-го порядка, 

\х\<х 

Fl?{x) = P{ffl<x}. 
Из величин bff i = p\f-\-aW составим квадратную матрицу 

Т е о р е м а 20.4 [20]. Если для каждого п векторы: 
{l\nj>, Ц'р), i>j, i , / — 1, ...,n, независимы, векторы-строки к 
векторы-столбцы матрицы Е„ предельно постоянны, 

lim 11m P 
ft-hao -.-1-00 

supHSp.fiel+Sp.fiXKoo, 

-a 

то для любых целых чисел А1>А2> . . . > k m [31] 
{ЯА1,.... ЯАт} •— {(xAl,..., [i/.^}, 

где jij (i =-1, . - .,/i2+n)—упорядоченные в порядке возрастания-
модуля (или аргумента, если модули чисел совпадают) случайные-
величины Рр, УРР {р=\,...,п), 

I v^v,. | -'-iO--"--V%>'2, - 1 V v „ | •/-*(•--•*-*,/v/p)/»f p > /, 
где pp (p==1,.. .,n)—собственные числа матрицы Вп, т—•целое' 
число, не зависящие от я. 

Из теоремы 20.4, в частности, мы получаем следующие утверж­
дения: если с вероятностью 1 v^vyi>0 (i,/ = l п), то-
p-11mImA,in==0 (i=l,...,ii), если 

Л.-.-ОО 
л 

v i y v ; / <0 (i, 7 = 1 я), р-lim 2 СI Pi 1+1 v« I)—°-

то p-Jim ReX(„-=0 (i = 1-,..., n). 

§ 21, Элементы G-анализа 

В этом параграфе рассмотрен метод состоятельного и асимп­
тотически нормального оценивания некоторых функций коварна* 
ционных матриц Ф (/?/»„) при больших размерностях тп наблюдае" 
мых векторов. Ранее, в большинстве случаев для оценок Ф (/?-«„),. 
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тде Rm,—эмпирическая ковариационная матрица, требовалось 
настолько МНОГО наблюдений n, что возникло сомнение в полез­
ности многомерного статистического анализа для решения практи­
ческих задач при больших значениях тп. Эти сомнения частично 
были развеяны после появления работ \2, 53, 55, 62], в которых 
.были найдены поправки к оценкам ЧЩтп) при выполнении усло­
вия А. И. Колмогорова: Aim —--•= с, 0 < с < о о . После долгих 

И-)-сЬ 

.лет исследований казалось, что при выполнении условия 
А. Н. Колмогорова не существует состоятельных и асимптотиче-
ски нормальных оценок функций Ф(/?т„)- Однако благодаря раз­
литой спектральной теории матриц [20, 32], для некоторых функ­
ций Ф при выполнении G-условия Нщ / (тп) п'г < оо удалось 
установить, что 

рИт[Ф (.&»„)-* (Rmn)] =-=0, (21.1) 

:где ч[) — некоторая известная измеримая функция элементов 
матрицы Rm/l. Это, и есть основное утверждение, составляющее 
•основу G-анализа наблюдений большой размерности. Для до­
казательства (2L1), как. правило, используются предельные 
•теоремы для сумм мартингал-разностей и формулы возмущений 
для резольвент случайных матриц, что составляет теоретиче­
скую часть G-анализа [42, 44]. . 

Используя уравнение (21A), можно найти такую измеримую 
функцию О (R,„J (G-оценку), что 

.р11т[О(/?тл---Ф(/?тй)]=0, либо [Q(Rmn)-^(Rmn)}V^N(0,l), 
"{-+00 - , 

!Где сп—некоторая последовательность чисел. В работе [44] пока­
зано, что оценка погрешности О-оценок некоторых функций 
^(Rm^ эквивалентна (mtlti)~V2, в то время как оценки Ф ($».,.) 
имеют погрешность, эквивалентную тппгх1г. 

1. Gj-оценка обобщенной дисперсии. Пусть даны независи­
мые наблюдения х.и...,;е...над /̂ „-мерным случайным вектором £, 
л>тп. Обобщенной дисперсией наблюдений xh...,хп называется 
•выражение detR, где 

п п 

R:=(n- 1)- г2 (Хк-~х)(хк-х)', x—zr1 2 xft. 

- ,, Если векторы xit i -=-1, , . . , n, независимы и распределены 
По многомерному нормальному закону N(a,R), TO detR^ 

&id&iR(n—\);m Ц -xf, где %*~независимые случайные вели-
" l—ti-m+t . . . . . . . . . . 
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чины,- распределенные по %2-закону с г степенями свободы* 
В общем случае распределение detR имеет громоздкий вид, по­
этому нахождение Огоценок для величин deti? представляет 
собой весьма сложную задачу. В работе [38] доказано, что при. 
некоторых условиях в качестве Gr-оценок для величин In detjRc-1, 
где . сп — последовательность постоянных такая, что' 
Нтс-21п——— — О, можно взять оценку [441 

G-(£):==-= с-* {mdet^^ 
где А™==/1(/г —1)...(«•—/и+ 1). 

Теорема 21.1. Пусть случайные т„-мерные ректоры 
х\п>, ..., х№ для каждого значения /г >/»,, независимы, одина­
ково распределены с вектором средних а и невырожденной ковариа­
ционной матрицей Rmi для некоторого б > 0 

sup sup М|х,")\4+б< оо, 
• • • Я 2 - 1 , . . . ,П ' У '. 

где x\f — компоненты вектора •x..=--iRm^z(-«l', —-a) 

lim(n—m.„).—оо, Н ш — = 1 • 
n-t-co п-*-оо m n 

и для каждого значения п>мп случайные величины х№» 
i—\ и, j = l, . . . , mn независимы. Тогда ; 

р lira [Q1 (Rmri) - с-- In det Rm,t]=0. . . 
n-t-oa 

Если дополнительно к предыдущим условиям 
" ; М(%)*-=3, i-=-1, . . . , л , ; = Л , ; . : ; т п , 
то 

cnGx{R) — In det/? 
UmP 

I vW? 
eXKm ^ \ 1 Г 

2. 02-оцецка следа резольвенты ковариационной матрицы. 
Рассмотрим основную задачу G-анализа--задачу оценивания 
преобразований Стилтьеса нормированных спектральных функций 

Vl-mn(x) — ni-1^ix{'kk<,x) ковариационных матриц ./?„... по наблю-
деииям Xi хп над случайным вектором g с ковариационной 
матрицей Rmn, где ^ — собственные числа матрицы Rmn. Отметим, 
что многие аналитические функции от ковариационных матриц, 
которые используются в многомерном статистическом анализе, 
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•можно выразить через спектральные функции цГПп (х). Например, 
00 

т-' Sp / (#„„) === J / (х) фМя (x), 
o 

тде / — аналитическая функция. 
Преобразованием Стилтьеса функции fxm/;(x) называется 

.выражение 
оо 

<P(t)RmJ==J(l + ^ ) - 1 ^ n W = ^7 ,sP( /+^-„)"1' ~>°-
О 

G-оценкой преобразования Стилтьеса Ф (t, Rmn) назовем сле­
дующее выражение 

02Мт„) = Ф(М-). Rmu), 
где 9„(t)~- решение уравнения 

Очевидно, что положительное решение уравнения (21.2) при t > 0 
существует и единственно. Из результатов работ [20, 32, 44] вы­
текает следующее утверждение. 

Теорема 21.2. Пусть заданы независимые наблюдения xi, 
Хь ..., хп над /«„-мерным случайным вектором g, выполняется 
'G-условие: 

\\mmntrl < 1, 

0 < с 1 < ^ < . " 2 < со, i = \,...,mn, 
компоненты вектора п*- == (Лг* 4»„*)=--?«L/a(g —Mg») незави­
симы и 

sup sup sup iVlIТ1гй|4+в< оо, 6>0. 
n А-=1, . . . ,n t—\,...,mn 

Тогда при t > 0 
ton P{[G2(t, RmJ-Ф (t, Rmn)\ Y(n-\)maan(t) + 

X 

+cn (t) < x} = (2n)-1'2 J e-Wdy, 

где 
--»(')---47I(0^-1(-). 

01 (*)=•= 1 Мф'(- |я)*я9л 

1—Ал + А.депМф' (0") + А«Мф(9л)' 
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&(*)---

А = {аи)-

m„ -1-1/2 

m->SpA-+3m-;-2-»?« . 
(=1 J 

i + А_ м sP ST?» J""1 e„S2Rm„+ 
+%SRmipnM {n-1)-1 SpS-^m„ [l - i - ^ M S p S ^ ] " 2 , 

S—tz+e^)-1, *«---—!-•, 
6„ —решение уравнения 6„(1—k„+k„M$(e„)) = t> 

4>(en)---WSpS, 
n 

Q=(n-1)-1 {sum} (-«fc-мх») (xt-M^y, 
ft-=l 

o« M (5Л, tp 

с„(0--зЛО У(в~1>ж» ?1(t)+ 

p = 1 

e 2 , -e n |2 t^i~y}-eS{(fl'prpBp6p, ^)--^sP/?pJBp£p}+ 

+e„M-VSpr--M9(en)],
f 

J3p —матрица, полученная вычеркиванием р-ой строки матрицы 
5=-= (bi & {xi}„)(n-1r1/2, й-Ул^л*. 

^ = Я ^ / 2 ( ^ - М ^ ) , Aw„=--dlag(?bi, i = 1 тп), 
Н—матрицы собственных векторов матрицы JRmn> Г-= 
==(/ -\-ОпВрВ'р)~1, Ьр—вектор-строка матрицы В, функции a„(0 
и cn{t) удовлетворяют* неравенству при 0 < * < с < с© 

• supIIMOI+KOIK00-
3. Оз-оценка обратной ковариационной матрицы. Пусть 

хь х2 JC„—наблюдения над /ге„>мерным случайным вектором 
§ с невырожденной ковариационной матрицей JR. Так как 

т-\ sp /?-•-=-lim tmf Sp (/ +*#)--, 
(-t-oo 
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то, используя оценку 02, получаем, что в качестве (З-оценки 
матрицы R_1 следует брать оценку G3=>R~l{l>—~т)> г д е 

/?—эмпирическая ковариационная матрица, п>тп. 
Используя доказательство центральной предельной теоремы 

для случайных детерминантов [38], легко доказать, что при 
выполнении условий этой теоремы элементы матрицы G3 будут 
состоятельными оценками для соответствующих элементов мат­
рицы JR. 

4. С?4-0Ценки для следов степеней ковариационных мат­
риц. Очевидно, что для А==1,2, . . . 

^ ' S p ^ - b ^ — V S p ^ + ^ - i o . 

Используя эту формулу и оценку G2> получаем, что (З-Р'-оценка 
величины /я"1 Sp R равна tii~*SpR. Для нахождения -С/|2)-оценки 
величины /re--SpR2 нужны некоторые вычисления. Учитывая, 

что 0/(О)==Г e"(0) = —Sp #-—--•, получаем, что 

Gf .— W - 'Sp^- - (w-1SpR)2^r . 

Аналогичные формулы можно найти для оценок Gift>. k = 3, 4, .. 

§ 22. Уравнение Дайсона 
Большое число результатов, связанных с изучением случай­

ных детерминантов, получено при решении некоторых математи­
ческих моделей в физике твердого тела [58—60, 65, 69, 99]. 
В частности, Дайсоном рассматривалась следующая задача: 
пусть задана цепочка п упруго связанных частиц, массы кото­
рых гп\, т2,..., mn являются независимыми, одинаково распре­
деленными случайными величинами. Продольные колебания 
такой цепочки с закрепленными концами описываются системой 
уравнений [87] 

в которой константа упругого взаимодействия соседних частиц 
равна 1, xft — смещение частиц из положения равновесия. 

Собственные частоты l&n, &=1, . . . , n, этой колебательной 
системы находятся из условия разрешимости следующей систе­
мы линейных уравнений 

'т. е. находятся как собственные числа матрицы Якоби 
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Дайсон [87, 68] предложил изучать предельное поведение нор­
мированных спектральных функций (х,. (л-) == n-1 ^F(x — hn)> 
F(x) = \ при x > 0 , E(x)--=0 при x < 0 , матрицы Сп с помощью» 
так называемого «логарифмического преобразования» 

со 

j1n(2 + x)dn„(*) = n-4ndet(/;>. + C.;), z*=t + i$. 
6 

Для случайных величин n_I1n det(/2!+Cn) можно легко до­
казать предельные теоремы типа закона больших чисел, а так­
же найти предел их математических ожиданий, так как для 
детерминантов матриц Якоби справедливы хорошо известные 
рекуррентные соотношения. 

Теорема Дайсона о предельном поведении величин 
/rMndet^z+E,,) обобщена в работе [32]: пусть случайные вели­
чины .-,•., i = 1, 2 матриц Е„ — ((2 + §.) б,, — bihl—5,/ч) незави­
симы, неотрицательны, одинаково распределены и для некоторого. 

б > О М | In & | '+в < оо. Тогда р 1im /г- In det Е„ == f In xdF (x), где 
Л-ьсо J' 

функция распределения F (x) удовлетворяет интегральному урав­
нению Дайсона 

E (x)= U dF(z)dP{tl<y}. 

Используя это уравнение, можно найти по формуле обращения 
для «логарифмического преобразования» предельную спект­
ральную функцию. Отметим, что в некоторых случаях можно 
обойтись без этого преобразования, используя осцилляционную, 
теорему Штурма [32]. Для детерминантов несимметричных слу-' 
чайных матриц Якоби аналогичные уравнения получены в ра­
боте [46]. 

§ 23. Предельные теоремы для нормированных спектральных 
функций пучка самосопряженных случайных матриц 

Пусть Л—(|«)( В~'(г]{})—самосопряженные случайные 
матрицы п-го порядка. Нормированной спектральной функцией 
пучка случайных матриц A и В называется выражение 

п 

где F(x—%н) = 1, если Xh<x и F(x—%h) = 0, если Kk>x, ^ — кор­
ни характеристического уравнения det(zA+B) =0. Предельные 
теоремы для спектральных функций [in(x) от некоторых слу­
чайных матриц А и В рассматривались в работах [101—103... 

41 



106—107]. Б настоящем параграфе предложен новый метод до­
казательства предельных теорем для спектральных функций 
цп{х), основанный на использовании преобразований Стилтье­
са, методов регуляризации и аналитических продолжений пре­
образований Стилтьеса, предельных теорем для случайных де­
терминантов, а также функциональных нелинейных уравнений 
для предельных преобразований Стилтьеса. Получено утверж­
дение, которое обобщает соответствующие результаты, получен­
ные в работах i[101—103, 106, 107]. 

Теорема 23.1. Пусть элементы случайных матриц 
A - ( i S f ) , i = 1 т, у — 1 . . . .,/>«, 
B=s{r\\f)' - = - т> / = = I 4 я» 

для каждого значения п независимы, заданы на одном вероятно­
стном пространстве. М ^ - М ^ = 0 . D ^ f = D " ! f - - l , 

Нт--^. = с1, l i m i f = c 2 , с1+с2>1, (23.1) 

Vm(x)—нормированные спектральные функции пучка случайных 
матриц А А' и В В' и выполняется условие Лиидеберга: для лю­
бого т > 0 

Iim ™-22 2 -v-i^>]2x(|^V""1/2>^)+ 

\ +_MKm )]2x(hSr )! / 7 l _ 1 / 2>' c)ha (23-2) 

Тогда с вероятностью 1 
lim|am(x)=-[i1(x)+(x2(x), h(x) = 6(x)(1— с2)%(с2<1), 

m-t-co 

где 
([2лх (1 +*)]-1 [4x (Cl~-1 +с2) - (x (1 - с1) + сг- ЩХ1\ 

р'2(х) = \ V i < x < b (23.3) 
Р, J-elYi. V2]. 
yi,2 == [УС1-+ c2 — l ±УТ^]2(с1— 1)--, при Ci^=\, 

ц< 1х)в= №пх(1" +^)1"1 [4xd-(c9-l)2]"2, x>(4с2)-- (с2- 1)2. 
^ (О, 0<х<(4с2)-1(с2-1)2, 

при С1----1, 
ц'(х) = 0 при Ci.-O, 

6(x)--6-функция. 
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Доказательство. Рассмотрим преобразование Стилтьеса 
оо 

j (t +x)-1 d\im(x)^m-1 Spm-lAA' [AA'tn-H + m^BB'Y1, (23.4) 
и 

*>0. 
Очевидно, что для любого а > 0 

Im^Spm^AA'lm^AA't-l-m-^BB']-1-
-т-1 Sp т-гАА' [m^AA't+m'W + /а]-11 < 

< i-1^-1 Sp (/а+пь'г А A't+т-гВВ')-г а. (23.5) 
Нам понадобится следующее вспомогательное утверждение. 

Лемма 23.1. Если выполняются условия теоремы, то для 
любых а>0. t>0 

lim/n-1MSp(/a+TO-1AAAi+OT-1.9JS')-1==aU, a), (23.6) 
где a(t, а) удовлетворяет уравнению 

С it 
a (t, a) = a-

- i 
(23.7) \ + ta(t, a) ' H-a(U)J ' 

решение уравнения (23.7) существует и единственно в классе ана­
литических функций по переменной t, t>0. _ 

Доказательство. Введем обозначения vij=Yi^l?)^l~112, 
i==l, . . . . т, ./ = 1, . . . . рт, \ч=г\\рт~112, -.==1, ...,т, /== 
=pm + 1, ...,pm+qn, C = (yi}), i-=l га, / = 1, . . . , pm + 
+ с7,„. Используя формулу 

detr„-det7'e,l(an-(7,7l1c-1, bd), (23.8) 
где Tn = {aij)fJw,t —невырожденные матрицы, ai—(a12 a.„), 
bi = (02i, . . . . a-'i), имеем 

т 

т-1 М Sp (/a+CC')-1 —яг 1 2 M[a+(dft, dk)-{C'kRkCkdk, ^)]-1= 
ft«ei 

Рт+Чп 
r 2 M «+ 2 M v*V 

ft-i L ."-» 

~ 2 M 2 r W / z +4 m ) , (23.9) 
/•ml \ i . . / . - 1 / 

где dA=-(vA1, . . . . vft(pm+?OT)) —А-ая вектор-строка матрицы С, 
Cft—матрица, полученная из матрицы С вычеркиванием k-ой 
строки, 

е("-)==2 (v«-MvA
2,)-(CftRACftdft,dft)+ ^ VW 2 r ' ; V " V ^V 
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Далее доказательство леммы совпадает с доказательством теоре­
мы 3.2.9. (см. [20, стр. 261]), за • исключением некоторых триви­
альных изменений. Так же как и при доказательстве формулы 
(3.2.53) [32, стр. 265], получаем 

т Г "т+ят , 

Mw^Sp^a + CC')-1—^-1^ «+ 2 Mv«(- + 
A=l 1 /-=1 

.+2Mr«Mv»J. +o(l). (23.10) 

где гн — элементы матрицы (/а+СС)"1- Из формулы (23.10) 
получаем 

гп г Рт / ••-. т \ -1 

•ft-i L / = i \ i=1 

• " m + e ' m ••/ ' ' / » • • • \ - 1 - 1 - 1 

+ / » - - - J H / n - ^ M r , +0(1), (23.11) 
'•"-P-nf.l V > " < - l /J 

где ай(/, a) .= Мот-1 Sp (/a+CC')-VИЗ (23.11) имеем 
в я (t, a) ='[« + b1i (1 + to„. (t, а)У- + c% (1 +вя,;(/, a))"1]-1, (23.12 ) 

используя уравнение (23.И), легко установить, что существует 
предел llmam(t, a) = a(t, а), и функция a(t, а) является единст-

т-юо 
венным решением уравнения (23.7). 

Лемма 23.2. При выполнении условий Теоремы с вероят-1 

ностью 1 при а>0 , £>0 . 
Иш11тои».--8р(/а+СС')--0,. (23.13) 

lira m-1 Sp m-lAA' {m-4AA'-^-m-lBBr + la)-1 -
т-усо 

а 
= ^щ-а^гх)йх. (23.14) 

с» 

Доказательство . Используя доказательство теоремы 
3Л.8 [20, стр. 174] или теоремы 10.L1. [32, стр.. 253], а также 
лемму 1, получаем, что с вероятностью 1 для всех а >.О, t > 0 

\\mntAS^(Ia-^m-4AA'-\-m'1BB')-1 = a(t, a). (23.15X 

Из уравнения (23.7) находим, что функция аа (t, а) является ре­
шением алгебраического уравнения 3-й степени: 

х3+ах2-{-Ъх + с=0, (23.16.-
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где 
а —г--(1 + 0 а + с - + с 2 - 1 , 6.= а2И + (с2-1)аИ + с1а—а, 

Переходя в уравнении (23.16) к пределу при а 10 и используя 
(23.15), получаем, что при условии с1+с2>1, t > 0 lim«a(#,а) = 

а.,0 
= 0. Следовательно, справедливо (23.13). Очевидно, что 

т-1 Sp m~lA А' (т~ЧАА' -htn^BB' +/«)--= 

- • ^ r l n d f i t Г AA't . ВВ' , ' -\—;— + /а т ' т ' (23.17) 

Используя формулу (23.17) и доказательство теоремы 10.1.1. 
[32, стр. 253], получаем, что с вероятностью 1 для всех а > 0 , 
t > 0 при выполнении условий теоремы 

lim \т-г Sp —• 

— «--.—-Mlndet dt 

AA't + BB' _u y>_ 

AA't + BB' 
m 

-la }-a (23.18) 

Используя лемму 23.1, получаем 

d* от 

--lim lim от - i . 
B-i-oo m-mo . < ? * J M S P [ /JC-

AA't + BB' 
m dx--

= lim - - \ <-•(•<. .* )dx. 
p-t-oo 

(23.19) 

Таким образом, справедливо (23.14). Лемма 2 доказана. 
Используя лемму 2, .из неравенства (23.5) и равенства (23.4) 

находим, что с вероятностью" 1 так ще как и при доказательстве 
теоремы .9.2.4. [32, стр. 228] 

11m lim lim sup 
а ^ 0 p-t-oo m-t-oo t>Q. 

CO 1Л 

J (t + x)-1 d|xm (x) - -— J a (rf, JC) dx -=-0. (23.20) 

Л е м м а 3. 

11m 11m 
a + 0 6-t-co dt 

a 
)dx = С|й(<1 О) 

l + ( s ( / , 0 ) ' (23.21) 

где 
a(f,0)^2tt(c1—l)+c2-l+((t(c1-l) + c 2 - l ) - + 

.+АЦс1+рл-.\))Щ-К 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В интеграле 
а 

сделаем замену переменных 

лг=Г 1 - - -1ф+*0) - 1 -М-+0) - 1 . У>°-
Тогда 

a(t,a) 

/ ( « • P H - J T J y^[y-l-^(^iyy1-C2^+y)-1]dy = 

~~ dt У [ у l + ty 1 + y Jle(/.p) 

-fT[7~-fb~IT»]--- <2 3 '2 2> 
Учитывая, что 

a'1 (i. a ) - C l t (1 + ta (t, а))"1 — c2(1 + 0 (*. а))"1 = а, 
из (23.22) находим 

/(а,-р).=.с1<-1 [ 1 + ^ ( < , а ) - 1 . + < в ( / , р ) J-
Переходя к пределу при а->-0, p{to}oo, получаем (23.21). Лемма 3 
доказана. Так как функция a(t, 0) является аналитической 
при t>0 и из соотношения (23.20) следует, что функции, (х-., (х) 
с вероятностью 1 сходятся к предельной неслучайной функции 
ц(дг), то для функции (A(x), аналитически продолжая функ­
цию— c\a(t, 0):f 1 -f-.ifa(.t, О)]""1 на всю комплексную плоскость, 
имеем 

\4%--£J£:.\. -----a (23,23) 
о 

По формуле обращения для преобразования Стилтьеса из (23.23) 
находим, что 

ц ы - и * , ) - 4 ; j \ -* i-.(;+^-<?-.e,o)^- <23-24> 
Обозначим а( — г, 0)-=Ф(2). Тогда 

" • Ч * ' [ 1-*Ф<*) h 1+Ф(г) J ' 
Ф(г)«2[-2<с 1 -1) + с 2-1.±{[—г(с 1-1)+<? 2-11--

-4г[с1+с2-1]} , /-]-.. 
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Итак, 
00 

j (X — Z)--d[X(x)==— 2СЦ—2(Ci + l ) + C 2 — 1 ± 
0 
±{[-г(с 1-1)+с 2-11--4г(с 1-1+(? а1}' / -1-- . 

Используя формулу (23.24), получаем (23.3). Теорема 23.1 
доказана. 
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