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ФУНКЦИИ ФУРЬЕ - ЯКОБИ % ПЕРЕМЕННЫХ 

Форш Якоби СР(Т, %) , изученные в книге Эйхлера и Загира 
И , это функции на пространстве Н< * С ( Н 4- верхняя полупло­
скость ), являющиеся при фиксированном м функциями Якоби по % . 
Примерами таких форм являются первые коэффициенты в разложении 
Фурье - Якоби' зигелевых модулярных форм рода 2. При этом первый 
коэффициент Фурье-^Якоби определяет зигелеву форму, принадлежащую 
пространству Маасса (формы, полученные в результате подъема из 
SL a в Spj ). Рассматривая разложения Фурье-Якоби модуляр­

ных форм для различных групп (см. книгу Пятещшго'-Шашро [2]), 
можно получить примеры форм Якоби различных типов. В случае груп­
пы SU(£,!}) получаются, например, формы на пространстве Н^ * 
х С * С (см. [з], М ). В настоящей работе определяются фор­
мы Якоби< на пространстве Н< * &п , являющиеся естественным 
обобщением форм, отмеченных выше. Их арифметика тесно ввязана с 
арифметикой модулярных форм на ортогональной группе квадратичной 
формы сигнатуры (%,Ю (см. [5J), и именно эта группа задает, 
по-видимому, наиболее естественное "обрамление" для исследования 
форм Якоби- на верхней полуплоскости с несколькими комплексными 
параметрами. Эта статья носит предварительный характер и являет­
ся изложением доклада автора, прочитанногр на семинаре лаборато­
рии теории чисел ЛОМИ. 

§ I 
Зафиксируем 2 -целую решетку в квадратичном пространст­

ве (V<5,S) вещественной сигнатуры (%,н+%) с и И , Предпо­
лагаем, что норма решетки- L (идеал { - ^ £ ( 1 , 1 ) , teh } ) 
равна 2 и что в L можно выделить гиперболическую плоскость, 
т.е. 

Ь = < е 0 , б н + 3 > J.L, . О) 

Выберем какой-нибудь базис решетки 1ц и отождествим квадратич­
ную форму £ с соответствующей ( Н Н Ж И ' Н ) -матрицей: 

Г ^ Л S = V 
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где $i - матрица квадратичной формы вещественной сигнатуры 
(1, и+1). 

Через GrR обозначим связную компоненту единицы вещественной 
ортогональной группы 

0(S,R)=-{96rWR): \&% = &} • 
Пусть 

?Г* = {ZeCH+i:^(IwZ, ImZ)>0}, 
где IKH Z обозначает мнимую̂  часть вектора Z . Цилиндрическая 
область ЭДН+* состоит из двух связных компонент.• Группа (xR 
действует на связных компонентах эрмитовой области %ц*% как 
группа аналитических автоморфизмов. Опишем это действие. Если 

$0,0 ' ' ' ?0,fttS 

9 В Ко • • • ? I J W + 3 <ъ, z = < v - W e » tt+& 

(элементы ЭД"'** записываются как вектор-столбцы), то 

i%Ji(Z,z>+Zk,i*j+h^ 
ft+Я, 

v" г"?н+з;о ?,(Z,Z)+L iSWs, j V #н+з,ж-з 
(2) 

Знаменатель 
tt+Jt 

M-tfc относительно Cr-IK является фактором автоморфности на *Ц 
Предположим теперь, что в подрешетке .L, можно выделить 

гиперболическую плоскость 
Г 1 

bi = <'*1,6*+*>-Lbe, S,= - 5 , 
LI 

где S0 - матрица положительно определенной квадратичной формы. 
Зафиксируем связную компоненту Ж++г области "HH+9/ 

("верхнюю полуплоскость") следующим условиемг 
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%Tl=\ t (s) 

где £ = (*,,,.. . , * w ) . 

Стабилизатор Гь решетки L в группе GR является 
тической чгодгрушгой группы Q . Голоморфная функция F , за­
данная на области 'Я+*г , называется м о д у л я р н о й 
ф о р м о й в е с а к относительно группн PL , если- она 
удовлетворяет уравнение 

( F i k r ) t Z 9 = J ( r , Z r k P ( r < Z > ) = P(Z) (4) 

для любого -у из Г и . 
В частности, для любой модулярной формы 

поэтому, разлагая голоморфную функцию1 F в ряд Фурье по w ,. 
получаем 

(5) 
ж»о 

Функции Ч'щ, с\г,у) называются коэффициентами Фуръе-Якоби формы 
F1 (см. ОЙ). (Отметим, что % зависит лишь от т ). 

Раскладывая Г(Z) в ряд Фурье но переменной Ze Ж+ф> 
получаем 

F(Z}= E fcPljeatpfitirHz^M), ( 6 ) 

neL7,*rislii>o 
где 

V*, Ц = Н*еЦ®® : V*eb, V^CeZ} 
- решетка, /двойственнаячк ?решетке L., (см.(1)). Из единственнос­
ти разложения в ряд Фурье получаем, что 

H-6Z, tebo 
£ит * £0 [С] 

Найдем функциональные уравнения, которым удовлетворяют коэф-
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фициенты фурье-Якоби <$т . С этой целью рассютрим параболи­
ческую подгруппу P R , сохраняющую изотропный флаг [«o/*i],. 

В { 2т = 
А* В, Т 
О IT В 
О О А 

& Е } > (7) 

B^IVBSJJ, A*=IVI , I = (; jj , 
%*%- матрица Т удовлетворяет условию 

4 l A + * A I T = S,[B] . 

Определим элементы группы P R следующих трех типов: 

W,<Z>- **, <A*.6HAXZ> - V ^ g f c . ^ Л<»>), ' 
где "A<<F>= (aT+^)(ci? + (i) ^ , 

CU']K<Z>«^(E»,U,E>)'<Z> И м , Uj.,ir> 
F %s; о +Kc^" 

(9) 

[*.#„< z> 
V о Ец. ж 

о о (10) 

Соотношения (8) - (10) вместе о определением (4) модулярных форм-
дают следующие функциональные урашенш для коэффициентов4Lft/F): 

^ Н к I>fc<«^WC*J^)Ui^A<ir>) •-

для любого А = ( 5 * ) € SL 4 . . (Z ) , 
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для любого IT , сохраняющего решетку L 0 (Ue-Г^ ) , 

(13) 

для любых целочисленных векторов ы,Ц<=2 . (Мы фиксируем про­
извольный базис решетки Ь0 ,') 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть дана Z -целая четная решетка Ь0 в 
положительно определенном квадратичном пространстве ( V Q , <>0) 
ненулевой размерности. Через Гц обозначим, группу единиц решетки 
к . Формой Якоб» веса к и индекса m (k, w e M ) называ­

ется голоморфная на С** Н< функция, удовлетворяющая функциональ­
ным уравнениям (II) - (13) и имеющая разложениез Фурье следующего 
вида: 

2nw-seRI*o 

Форма <р называется параболической, если' $(.t,n) для и 
и ^ с условием; %и,т- £ 0 Ю = 0 . 

Коэффициенты Фурье-Якобит модулярных шараболкческих) форм 
относительно ортогональной группы Гь являются примером форм 
(параболических форм) Якоби.1 

ЗАМЕЧАНИЕ. Уравнения (II)" - (13) в определении- форм Якоби-
веса к и индекса т можно переписать в виде одного соотношения 

Wyni^V) *храптм))\ку= ^ц^тракьмоо), ц4) 

которое выполняется для любого элемента f& -Р®, п ^ь 
и произвольного w такого, что (,w> J , I O G %*+* 

Как и в случае форм Якоби- для группы Sp^ ( 2 ) (см. [i], [б] ) 
лйбую форму Якоби* от и- переменных можно разложитк в произведете 
векторнозначных модулярной формы от одной переменной на вектор 
тета-рядов. 

П Щ Д О Ж В Д Е I. Для формы Якоби cp(j,f) веса к и индекса 
ж. справедливо следующее разложение 

А + 

\f/e.hoynoimul) 
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где \ ь g - тета-ряд четной положительно определенной квадра­
тичной формы тВь : 

Х е 2 „ i . m-i. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В дилу (13) ( x = 0 , ^ e 2 H ; 4(},V) = 
= ср( j.+w, w , поэтому разложение Фурье ГОУ ̂. формы Якобет 

ф имеет следующий вид: 

t e L 0 

•где с(55) = «зор(^«nri.г ) . Полагая в (13) ^=0 , получаем 

Следовательно, можно определить функцию 

•сго-ь"'*-^)-**.*-*^1*):.. 
Суммируя по ж е 2 л и собирая соответствующие слагаемые, полу­
чаем искомую формулу. 

СЛЕДСТВИЕ I. Пусть <\, » ступень четной целочисленной квад~ 
ратичной формы $д ( fy]»"' - четная целочисленная), А = ( £ |je 
е Г„ ( и«{,) . Тогда коэффициенты <Pj,, W формы Якоби веса 
к и индекса УП удовлетворяют соотношению 

Ф # Ь(я = ̂ ( А ) * х | > ( - « Ц ^ Ш - ) ( ^ + < 1 ^ - , < ^ . ( А < * > ) , 

где ^ (А) - корень восьмой степени из единицы, входящий в функ­
циональное уравнение для тета-ряда квадратичной формы, 
(Если * = .&*? - четное, то ЩА)=Щ}и&)**{ш ff,M * ) 

- вещественный характер Дирихле} в случае нечетного % см. И ). 
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В частности, функция ф0(Т) является модулярной формой веса 
1с-т[- относительно грушш Q(w<p , а функции %W -

модулярные формы веоа k ~-f относительно1 главной конгруэнц-
подгрушш Р(Щ) 

(ЖВДСТВИЕ 2. Пространство модулярных форм веса к и индекса 
т имеет конечную размерность. 

СЛЕДСТВИЕ 3. Если ступень квадратичной формы $0 равна I 
(решетка Ь0 - унимодулярная), то форма Якобит индекса I "про~ 
порциональна" тета-ряду 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть Ф ^ Д ' - первый коэффициент Фурье-
Якоби модулярной формы F(.(/),j,v) веса к относительно1 груп­
пы Гь (см. (5)) и 

Модулярные формы Ф ^ с я из разложения (15) имеют следующие 
разложения Фурье в бесконечности: 

где и^Ь,, , a ty. - ступень формы £ с . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Функция F4Z) инвариантна относительно 

действия элементов вида dia^C-f, у, i) , где у сохраняет 
решетку Ь< (ем. ( I ) ) , следовательно, коэффициенты Фурье f (Mj 
формы F (см.(6)) инвариантны относительно у : 

* ( Г М ) = * < М ) . 

В частности, это соотношение для унипотентного у превращается 
в следующее равенство для коэффициентов- £(£, и) функции 

f((,n)= *(t+x, H+*«Sfet + -i^.M) 
для любого э>бЬ„ . Следовательно, 
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fyelyL,, п*0 r 

СЛЕДСТВИЕ, ЕСЛИ• $,1ХГ=$,ГУ ( H A e M » то 

§ 2.s Операторы Гекке 
< 

Через P 0 и" P 2 = Р ю Л Гь обозначим подгрушш рацио­
нальных и целых точек параболической группы Р . Кольцо Гекке 
Н р = М(Р г,Р(8) * - это Р & -инвариантное подпрост­

ранство ifi ̂ векторного пространства, состоящего из всех формаль­
ных конечных линейных комбинаций 

Х= Е < ч ( Р г } 4 ) , ^ e ( Q ^ . e P G . 
i 

Представление группы Р й на этом пространстве задается равен­
ством 

Для любых двух элементов 

кольцам Нр их произведение X • Y определено равенством 

39 



Кольцо Н р устроено довольно сложно. Даже в локальном случае 
кольцо Н (̂ z: ' -Pfflp ) не является коммутативным и облада­
ет делителями нуля. Ниже мы выделим в кольце Еекке Нр два под-
кольца, изоморфные; кольцу Геккев группы JSLJJ, . Эти подкольца 
задаются максимальным изотропным; подпространством, выделенном в 
исходном квадратичном пространстве. 

В (8) - (10) были- определены элементы стандартных подгрупп 
параболической группы Р . Введем еще один элемент. 

м,-
Е„ О-"*0 

О %• 

о 
о О .Е* J (16) 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть даны два натуральных числа а, и f 
( л делитель р ) и число (Г , равное натуральному числу в сте­
пени ± 1 . Тогда справедлива; следующая формула для разложения 
двойного смежного класса по группе Р 2 на непересекающиеся ле­
вые смежные классы: 

где векторы х и Ч и число г пробегают указанные оистемы пред­
ставителей: 

**7,*lfaZ*, .уе2"/Ср2,*, ^Z/fajiZ , 

а матрицы Д^ выбраны так, чтобы 

Доказательство предложения 3 легко^получить прямыми вычисле­
ниями (см. лемму 3.1 [б] ). 

СЛВДСТВИЕI. Если а делит jj , то 
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Для доказательства следствии нужно положить в основной фор­
муле (Г= ( « Я И • 

СЩДСТВИ1 2, Определены следующие два вложения кольца Гекке 
группы 5Ь а(2) в кольцо Гекке Н р : 

(18) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Отображения w и Iwt связаны друг с дру­
гом через стандартный антиавтоморфизм * кольца Нр 

поэтому 1 м является вложением колец, если im является вложе­
нием, а это так в силу следствия I. 

Можно определить действие элементов кольца Гекке W £ на 
формы Якоби. В случае группы £р (2) аналогичное представление 
было описано автором в [б]. 

Для любого $еР(0 такого, что 

и любой функции F*(Z) , заданной на "верхней полуплоскости" 
Ж+ (см. (3) и (4)) положим 

<F|fcj)(Z) = S(P|k^)(Z) . i 
ПРВДЮЖЕНИЕ 4. Пусть даны форма Якоби <рп,.1?) веса к и 

индекса ^ , натуральные к, $ ( & делит ^ ), число f t рав­
ное * 1 степени натурального числа, и комплексное число w такое, 
что Z = *(«, ̂ , т ) е tf*** . Положим 

ХС-.».Д)-Р,[<-(««ДР, . 
гДе E \~ элемент из (8). Тогда функция 
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_t_ 

является формой Якоби веса к и индекса щ. = — ^ — , 
если Щ- целое, и равна 0 в противном случае, 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим ф(2) = У(},Ъ)&^поо). 
По определению форм Якоби (см. (14)) функция f инвариантна 
относительно) действия элементов из группы ~5% , поэтому 
функция f (2) = (ф | Х( (Г, а, р) (Z) также инвариантна 
относительно действия группы Р 2 . Применяя предложение 3, 
получаем, что у функции i|/(Zj можно выделить множитель 

и переменная w входит только в этот множитель. Остальное ясно. 
Введем стандартный элемент Т(<п кольца Гекке группы 

Определим образы этого элемента 

при вложениях im и I m из (Г7)-(18)." 
СЛЕДСТВИЕ I. Пусть f (г,'?) - форма Якоби веса 1с и индекса 

УК , тогда 

(<р| Т - Ш ) (), f; - форма Якоби индекса то , 

(ipl T+(a)) (L'P) - форма Якоби индекса -j- или 0. 
Существуют операторы Гекке, не изменяющие индекса формы Якоби. 
СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть «•/ = 9* » тогда форма 

имеет тот же вес и индекс, что и форма Якбби (|) . 
Формы Якоби индекса I в случае групп £р г и £ЦЧ2,$) 

используются для построения модулярных форм из пространства Маас-
са для этих групп (ем. [в], [i], [з], Щ , [э]). Для ортогональ-
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ной группы сигнатуры (Я,к) справедливо следующее 
ПРЕДЛОЖНШ! 5. Пусть дана произвольная форма Якоби y<},v) 

веса к и индекса I. Определи функцию Р на пространстве 
Ж+**, полагая 

00 
Р((«,*,*))= Е (9|„Т_(а))(},г).«Ц,«). ' '<J,M к 

Тогда функция Р инвариантна (см. (4)) относительно всех пре­
образований вида <Ца^(Еа,у, Е*) , где?- -у " единица фор­
мы $. , и всех унипотентннх элементов, содержащихся в группе 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.' В силу предложения 3< элемента Т _ ф 
имеют следующее разложение на левые смежные классы: 

€ Mtfftt Л-

Пусть 

- разложение. Фурье формы (р . Функция F(Z) инвариантна от­
носительно действия элементов из параболической группы Р % • 
Найдем ее разложение Фурье. В силу (19) и определения форм Якоби, 

6 moi d 

После замены индексов суммирования получаем 

Как видно из последнего разложения, функция F(co,}, ъ) 
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инвариантна относительно замени переменных w — > <v , т?—>- со. 
Легко показать, что это преобразование вместе с унипотентннми 
элементами параболической группы Р^ порождают все унипотент-
ные элементы из группы £ . Предложение доказано. 

В заключение укажем еще раз на связь между кольцом Гекке 
М 2 и кольцом Гекке всей ортогональной группы Г̂  . Для лк>-

бого простого р локальное кольцо Гекке группы Г^р являет­
ся подкольцом локального кольца: Нр . Используя это вложение 
и соотношение между операторами Гекке, южно доказать, что прост­
ранство функций, построенных по формам Якоби индекса I, инвариант­
но относительно действия операторов Гекке (детали ом, в [з], где 
был исследован случай группы $!](%,%) , отвечающий группе 

00 (я,4) ). Как показывает предложение 5, в этом контекс­
те; лучше использовать спинорную группу квадратичной формы $ 
вместо ортогональной группы этой формы. 
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