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ПМТФ, No 5, 1970 

ОСОБЕННОСТИ Р АСПРОСТ.РАНЕНИЛ СЛАБЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ 

В ДВУХФАЗНЫХ СРЕДАХ С ФАЗОВЫМИ ПЕРЕХОДАМИ 

А. И. Ивапдаев, Р. И. Ниг.}tаmулип 

(Москва) 

На основе линеаризированных уравнений гидромеханики [1] и уравнений состоя­
ния фаз исследовано распространение слабых возмущений в двухфазных средах, пред­
ставляющих собой с~~есь газа с каплями или частицами, с учетом возможных фазовых 
переходов . Получены зависимости волнового ве1•тора от частоты возмущения. Оцени­
вается влияние массообмена между фазами на характер дисперсионных зависимостей. 

Некоторые теоретические и экспериментальные исследования, посвященные рас­
пространению звука в двухфазных средах, имеются, например, в [2 - 6] 

Далее везде величины, относящиеся к газу и частицам, снабжены индексом 1 или 
2 внизу соответственно. Индекс О внизу относится к невозмущенному состоянию, ин­
декс 3 соответствует состоянию насыщения. 

1. Уравнения сохранения массы, импульса и энергии фаз [1) после ли­
неаризации принимают следующий вид : 

др1 + d' JO J др2 d' J JO дt Р10 lVV1= - о. at+P20 lVV2 = ()- -

дv1 f дv2 1 Р10 дt = - rJ.Vp - Р20 , Р20 дt = - ( - а) Vp + P2uf (1.1) 

дi1 дi2 др , 'J Jo) [ 
Р1оаг + Р2одt- = lft -,- t u - о, 

де2 Joz J ( 1 1 \ 
Р20 -,,.;- = P2oq - о + оРо Р-;; - р-") 

Vt. 10 2 

Здесь р, р, i, е - возмущения средней плотности, давления, энтальпии 
и внутренней энергии, а - объемная нонцентрация газа, l - удельная 
теплота парообразования, J 0 и J'' - соответственно наблюдаемые снорости 
нонденсации и испарения в единице объема смеси. 

При заданных соотношениях, отражающих силовое взаимодействие f 
теплообмен q и массообменJ0 и J'' , а танже при заданных уравнениях состо­
яния фаз система ( 1.1) является замннутой. Для f и q можно принять сле­
дующие линейные соотношения, справедливые для ламинарного обтенания 
одиночной сферы (при достаточно малых числах NRe относительного об-
тенания) -

(1.2) 

Здесь µ1 - вязность, k 1 - коэффициент теплопередачи вещества первой 
фазы, р2° - плотность вещества напель (частиц), d - их размер (диаметр). 

Влияние объемного содержания частиц на силу трения между фазами в 
области малых чисел N Re можно учесть с помощью дополнительного мно­
жителя [6 • 7] 

ер = ( 1 / а) з. 7 5 (1.3) 

Уравнения кинетини фазовых переходов при малых перегревах или пе­
реохлаждениях (Ti- Т 3) / Т 3 м{)гут быть записаны в виде [1 ~ 

Й 14 - ~\ / 6 (1 N) l 
J = V\~_::: .~1· р (Т -Т) то _ -.,. F"(T -Т) 

(1 J:ФJ о з 1 , J - Tod 2 з (1.4) 

где F 0 и F 0 - ноэффициенты, определяемые экспериментально или из на­
них-либо других соображений. 
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Отметим, что рассмотренные уравнения можно использовать, если ли­
нейный масштаб возмущения (длина волны) много больше размера капель, 

.а амплитуды возмущений достаточно малы. 

2. Для однокомпонентной двухфазной среды примем следующие урав­
нения состояния фаз: 

Р = P1°R1T1, ii(P, Т) = С2 (Тз -Т0) + р/ Р2° + l (р) + Ср1(Т1 -Тз) (2.1) 
Р2 о= const, i2 (р, Т) = С2 (Т 2 - Т0) + р l Р2° (ср1. С2 = const) 

Введем безразмерные переменные 

р = _l!_' И=.3!.. т Ф=L (а2 = ТР~) (2.2) 8=-
Ро а ' 'Го р2• ' р10 

и параметры 

f'. -· Ср1 (' -~- Тз L = z~ Р10° 
(2.З) ~ i - r R1' ~2 - тR1' ез = -ii':' а,2 r = -:::::о 

~ u ". 

. а также приведенные переменные 

f* ,,....., р20/_ "* _ P2oq J• J Jo (2.4) J* ==- =.:-- Т= at 
Р2оа' ':1 - р2°а3 ' р2°а' * р2°а ' 

Здесь а - скорость звука в первой фазе, 't' - приведенное время в еди­
ницах д~ины. 

Линеаризируя (2.1) и используя (1.1) - (1.4), (2.2) - (2.4), получаем следующую 
.систему уравнений (одномерный случай): 

дФ2 . дИ2 a:r + (i - а.) дх = J * - J* 

д61 д62 (' 1 • дР 
a.rC1 д:; + (1-а.) С2 д:;-а.r r -[3) д:; = (J* -J*) Lo 

д62 1- r 
(1- а.) С2~ = (1-а.) q* -LJ* +- r- J* (2.5) 

Р =61+Ф1/а.r+Ф2 /а., f3=(C2-C1)6з'+rfт+L' 

. . . . И1- И2 ( р2°1Ра\ ~ _ 81-82 ( р2°1Рас2\ 
J" = (1 - Cl) 't'v \ 'rv= 18111 ! ' q~ = (,2 т;:- \'t'т= ч~k1 ) 

_, 62-8з'РJ (_. _ p2°da\ 
J* = (1. -1 ,'t'• \ • - 6lF 0 ) 1 

7 -'~ _, 8з'Р-81 ( _ _ p2°da) 
~.-,~ ~ -1 't'o \•" -,6lFo 

Здесь и далее штрихи означают полную производную по безразмерному давлению; 
Tv, Тт,т0, т0 - приведенные времена релаксации (имеют размерность длины). 

Рассмотрим распространение плоских периодических волн в среде, описываемой 
уравнениями (2.5); решения этой системы ищем в виде затухающей бегущей волны 
-ехр [i (kx - rot)]. Условие существования нетривиального решения такого типа при­
водит к следующей связи ыежду волновым вектором и безразмерной частотой возму­
щения ri (ri = rотт / а) : 

! a.r (1 + т - irii:"/i:т / . По+ :n:1Пз - П1П4 \ 
J(2 = t]2 - - • i 1 1 \ 

~:т2т* (1 / а.т* - irii:"/Tт) , 1 П2П~ - :n:2Пз / 

т = (1 - а.)/ a.r, т* = 1 - а. (r -1), По= Re По+ l lm По 
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(2.6) 

Из (2.6) предельным переходом могут быть получены соотношения для 
равновесной а" (ri -+0) и замороженной а1 (ri -+ оо) скоростей звука в га­
~ювзвеси с фазовыми переходами 

ае =а{ G11' [(G + 83'С2т) (1 + т) 1Х2(1' 

(G = L (1 - 8з') _L е , С +· L' + r - 1 
1-r 1 3 2 r ' 

г r 
е 1 ~ ai = '~ _,'"' L \i -, 1 v 

(2.7) 

П?и а = 1 (т =О) имеем ав = а1е и а' = а/. Из (2.7) видно, что а1в + 
=F а1 , так как а" соответствует волне, за которой смесь является насыщен­
ной (Т1 = Т2 = Т 3). Но при а ~ 1 , если амплитуда волны ненулевая, за 
волной может оказаться перегретый пар (т =О, а = 1, Т1 > Т3) . Учет 
этого обстоятельства устраняет кажущееся на первый взгляд несовпадение 
а1е и а/ В чистом паре равновесная и замороженные скорости звука сов­
падают и равны a1f. 

3. Аналогично рассмотрен более простой случай газовзвеси без фазовых 
переходов, когда уравнения состояния фаз имеют вид 

В этом случае существует следующая связь между волновым числом и безраз­
мерной частотой возмущения: 

(3.2) 

(ср1 - R1) ctp1° + с2 (1 - ct) iJ2° 
Со = Ctp10 + (f - et) р20 с* = со (1 + т) ) 

3ресь Г - эффективный показатель адиабаты смеси, С0 - теплоемкость единицы 
массы смеси при постоянном объеме. 

Выражения для равновесной и замороженной скоростей звука в таких 
rазовзвесях имеют вид 

е _ [ Г ]'/• 
а - а rci2 (1 + т) ' 

1 - l-1 . 1 - С/. P•OJ) '!: 
а -а -t----

<~ р20 
(3.3) 

:Коэффициент затухания 8 при 1J -+ оо стремится к значению ()1 

f:/ = _!_ [1 + 1 - ct р1°]-'/, [__!__ С; ( _ Г) + _ 1 _ ~ {1. - r}~ 11 
1 2 N р 0 - 2 с r - - ~ 1 ~-2 ~ 2 "Т 1 "v" T .А. 1- '''" .J 

(3.4) 
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4. Интересно оценить влияние фазовых переходов на характер диспер­
сионных зависимостей. 

На фиг . 1, 2 приведены кривые, отображающие характер зависимостей фазовой: 
скорости Ир и коэффициента затухания l5 от частоты внешнего возмущения . "'" 

Кривые построены для различных значений коэффициента F = F0 = F0 и раз­
личных объемных паросодержавий в двухфазной пароводяной смеси при начальном 
давлении р0 = 10 бар со следующими начальными термодинамическими данными: 
а= (ур0 / р10°)1/2= 502 J.t/ceк, R 1= 429.5 дж/кг-град, µ1 = 16.05.10-6 Н•сек/м2 , k1 = 
= 314.4.10-4 вт/м.град, с2 = 4.40.108 дж/кг-град. Приводимые кривые соответ­
ствуют диаметру частиц d = 10-Б м. 

l l fJ. 
'/l 

Фиг. 1 Фиг. 2 

Расчеты показывают, что при F;;;;;;. 10-4 кг·сек!м4 и F ·::о::;: 10-7 кг·сек/м4 
в рассматриваемой области частот процесс практически не зависит от зна­
чения этого коэффициента. При малых частотах (ri -+0), а также при до­
статочно больших частотах (ri -~оо ) влияние изменения F может стать бо­
лее сильным. Отметим, что величина коэффициента F может быть опреде · 
лена из измерения скорости распространения и коэффициента затухания 
слабого возмущения в однокомпонентной двухфазной смеси. Однако отсут­
ствие надежно контролируемых экспериментальных данных затрудняет 

сравнение полученных результатов с экспериментом. . 
С ростом объемного содержания капель влияние фазовой и температур­

ной неравновесности увеличивается, однако в целом остается достаточно 
малым. Как правило, наиболее существенным процессом, влияющим на 
дисперсионные зависимости, является трение между фазами. Однако с 
увеличением давления смеси роль трения уменьшается. В пределе при 
r -+ 1 скоростная неравновесность отсутствует и вязкостные дисперсия и 
диссипация равны нулю. 

Относительная интенсивность процессов диссипации зависит также от 
соотношений между временами релаксации рассматриваемых процессов. 
Заметим, что соотношения между временами релаксации по скорости и тем­
пературе и временами релаксации по фазовым переходам определяются сте­
пенью дисперсности среды. При принятых допущениях относительно кине­
тики испарения и конденсации с уменьшением размеров диспергированной 
фазы относительная роль фазовых переходов в диссипации энергии возра­
стает и при достаточно малых размерах капель их влияние может стать 

преобладающим. Непосредственный анализ влияния явления массо­
обмена между фазами на распространение возмущения в двухфазной среде 
можно выполнить, используя ее односноростную и однотемпературную мо-



А.И.ИВАНДАЕВ, Р.И. НИГМАТУЛИН 77 

дель. Отметим, что если равновесие по фазовым переходам означает и рав 
новесие по температурам, то обратное, вообще говоря, неверно. При равен­
стве температур фаз в волне могут происходить неравновесные фазовые пере­
ходы, вызывая дисперсию и диссипацию. Соответствующее рассматривае­
мому случаю дисперсионное соотношение имеет вид 

К2 _ 2 ra2 (1 + т) r 2т (1 - r) (G + С28з'm) Тт / -r0 - ir1 ( Q + С2т) l 
- 11 Тт2 l 2тLттJт0 -i'1](C1+mC2) J 

(Q = G + (1 - 93 ') (С1 - L/ (1 - r))) (4.1) 
Здесь G и равновесная скорость распространения возмущения вычисляются по 

(2.7). Для замороженной по массообмену скорости звука имеем выржение 

. а2 С1+ тС2 

(а•1 )2 = ra2 (1 + т) С1 (1-8з') + С2 (т + 0з') + L' + (r -1) ! 'У (4.2) 

Из (2. 7) и (4.2) видно, что af =1= а/, так как а/ вычислялась для смеси, равновесной 
по скоростям и температурам. В чистом паре (а= 1) а/= а1 /. 

Некоторые оцевки показывают, что коэффициенты F в линейных соотношениях 
для скорости фазовых переходов весьма велики. Поэтому при достаточно малых ча­
стотах внешнего возмущения однокомпонентная двухфазная среда обладает равновес­
ным фазовым составом и удовлетворяет условию равенства температур фаз. В этом 
случае дисперсия и диссипация обусловлены исключительно вязкостным взаимодей­
ствием фаз, а дисперсионное соотношение имеет вид 

1 ct (1 + m-i'l')'t'11 / 't'т) 
Ю-112 ~-- (43) - (u 1eff' тт2m* (1 /ат* - i1]т11 / Тт) · 

Отметим, что при r < 0.1 \учет присоединенной массы не оказывает существенного 
влияния на дисперсионные зависимости . С учетом этого эффекта дисперсионная связь 
(3.2) запишется так: 

а [1+m-i'1](1+0.5r(1+m))т11 / ттJ[rC*/C1-i'1]] 
К2 ='l'J2 тт2m* [1/щn*-i'1](1+0.5r)'t'v/Tт][ГC*/C1-i'1]] (4.4) 

Любое малое возмущение произвольного профиля может быть составле­
но из суперпозиции гармонических волн. Согласно общим результатам, из­
ложенным, например, в [8 ] для случая реагирующего газа, можно утвер­
ждать, что передний фронт произвольного импульса движется со скоростью 
af и затухает по экспоненте с показателем (- fJfx). 

В заключение отм.етим, что полученные выражения (2. 7) и (3.3) для рав­
новесных и замороженных скоростей звука совпадают с соотношениями" 
следующими из рассмотрения условий существования волн уплотнения в 
двухфазных средах [9]. 
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