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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1974 МАТЕМАТИКА № 5 (144)-

УДК 518" 
Бл. Сендов 

ОДИН МЕТОД ОДНОВРЕМЕННОГО ПРИБЛИЖЕННОГО 
ВЫЧИСЛЕНИЯ ВСЕХ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ КОРНЕЙ 

АЛГЕБРАИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

К семидесятилетию 
Александра Петровича Нордена 

А. Пуанкаре [1] доказал следующее утверждение. 
Т е о р е м а 1. Пусть f(x) является алгебраическим многочле­

ном с действительными коэффициентами. Если k — достаточно 
большое натуральное число, то число положительных нулей f(x) 
точно равняется числу перемен знаков коэффициентов много­
члена g(x) = {\ + xff (х). 

Цель этой заметки — показать, как можно использовать пере­
мены знаков коэффициентов многочлена g(x) для одновременного 
приближенного вычисления всех положительных нулей многочлена 
f(x). 

Обозначим через 0 < хх <х2<хг< ... <хр, р<т, все положи­
тельные нули многочлена 

f{x) = а0 + ахх + а2х2 4- ... + атхт, (1) 
где ah 1 = 0, т, — действительные числа. Если f(x) не имеет поло­
жительных нулей, то р = 0. Без ограничения общности можно 
считать, что о0 > 0, ат=£0. 

Пусть k — натуральное число и 
m+k 

(1+*)*/(*)= Е h(i)x\ (2) 
Введем следующие обозначения: vft(l) — наименьшее целое 

число, для которого J J ( \ ( 1 ) ) > 0 H bk(-ik\\) + 1) < 0, &ft(0) = a 0 > 0 
(если такого числа не существует, то все коэффициенты (2) поло­
жительны н (1) не имеет положительных нулей); vft (2) — наименьшее 
целое число, большее vft(l), для которого ЙА(УЙ(2))<0 и bk(vk(2) + 
-f 1) > 0;...; vA(s) — наименьшее целое число, большее vft(s —1), для 
которого (— l)s~lbk{vk(s))< 0 и (— \)s~1bk(-*k(s) + 1)< 0. Продолжаем 
эту процедуру, пока не переберем все коэффициенты bk{y). Таким 
образом получаем числа 

vft(l), v,(2),..., ik($). (3) 
Согласно теореме 1 существует такое k0 — k0(f), что для k > k0 
имеем sk = p, где р — число положительных нулей многочлена (1). 
В дальнейшем будем предполагать, что k > k0. 

Т е о р е м а 2. Числа (3) удовлетворяют равенствам 
11ш . **('* , - * „ *=Г7,- (4> 
k-+°° k — Nft (S) + 1 

где xs являются положительными нулями многочлена (1). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем сначала существование чисел 
8 = §( / ) ( - (0 , 1) и N = N(f), зависящих только от / , таких, что 
для k > N имеют место равенства 

sgn bk (v) = sgn a0 для 0 < v < ok, (5) 
sgn bk (v) = sgn am для (1 — S) k < v < m + k. (6) 

Из определения #ft(v), пользуясь (2), получаем 

M')/(*)=«o + 

...+ 
ax + 

V (V - 1 ) 

k — v + 1 * ' (£ — v + 1) (£ _ v + 2) 

M(V— 1 ) . . . ( V — m + 1) 

•a, + 

(k — v + 1) (k — v + 2) ... (A — v + /re) 

Если v < bk и 0 < i < v, то 
v — i „ o& — / 

•a„ (7) 

0 < < < 
k~ v + i + l (1 —8)£ + г"+1 1—8 

и, следовательно, 

J * ^ v ) / ( : ) - a 0 | < ^ [ | a J + T iT | a 2 | + ... + ( T ± i - ) m - 1 | a j ] . 

Отсюда, если 8 достаточно мало, следует (5). Аналогично доказы­
вается и (6). 

Покажем далее, что, если 86(0, 1)—фиксированное число и 
& 3 < v < ( l — S)к, то 

М.)/(0-/(1=ТТт) + с ' . . -7- (8) 

где С = C(f) — константа, не зависящая от k и v, и | 6 f t _ J < l . Дей­
ствительно, из (7) получаем 

nt 

M V ) / ( : ) = / ( ^ ) + ^ S ^ , v, i)att (9) 

где 
Я ( * . У, «) = • 

V— 1 V — 2 v — I + 1 _ / ч У - I 

k—v+2fe—v+3 
Отсюда, имея в виду 8 f t < v < ( l — 8)А, находим 

\B(k, v, г) < — - ( ) — . 
1 v ' ' " ^ ( i _ 8)2 \ Ь J k 

Равенство (8) следует из (9) и (10), если взять 
т 

(10) 

1=2 

В силу (3) и (8) получаем 

а г 1 ( _ 1 Г 1 Г > Л _ * * Ф 

4k (S) + 1 \ , ^ f l / / 1 

>0, 

<0, 
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где 6', 9"£[— 1, 1]. Следовательно, существует точка £ = £(£, v, s), 
для которой 

Ч (S) < ? < Ч (s) + 1 
ft — vft(*) + l ft — vft(s) 

/ ( l ) + C9/fe-1 = 0, | 8 | < 1 . 
Так как С не зависит от k и v, то из (11) и (12) следует 

ч(з) 

(11) 

(12) 

lira НшЕ(А, v, S) = JC„ /(JCS) = 0. 
ft-+w ft — 4k (S) + 1 

Таким образом, теорема 2 доказана. 
Нетрудно видеть, что, если xs есть ^-кратный корень (1), то 

Ms) . ~ / 1 
ft —v*(s) + l + 0 а/<7 

т. е. сходимость метода для простых нулей — порядка k l, а для 
^-кратных — порядка k~~ я . Сходимость довольно медленная и, сле­
довательно, описанный метод можно рекомендовать только для 
локализации нулей. Преимуществом метода является его очень 
простая реализация путем машинной программы. 

Для примера 
f(x) = (х - 1) [х - 2) (х - 3) (* - 4) (х - 5) 

метод дает при k = 2000 следующие приближения: 

х л г = 1,000 

4(s) 
^ —= U Ji)b 1 

2,000 

1,961 

3,000 

2,941 

4,000 

3,957 

5,000 

5,051 
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