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РЯДЫ ПО МНОГОЧЛЕНАМ ФАБЕРА 

И НЕКОТОРЫЕ ИХ ОБОБЩЕНИЯ 

П. К. Суетин 

За двадцать лет существования Реферативного, журнала' 
«Математика» значительно повысился интерес к многочле­
нам Фабера. В этот период опубликовано много работ, в ко-
торых изучены различные свойства многочленов . Фабера и 
условия представления аналитических функций рядами по 
этим многочленам. При этом существенно расширился круг-
вопросов, в которых многочлены Фабера являются аппара­
том исследования. Кроме того, найдены некоторые базисные-
системы функций, ряды по которым являются обобщением. 
рядов Фабера. 

Пусть дополнение ограниченного континуума К, содержа­
щего более одной точки, есть односвязная область D. Обо­
значим через иу=Ф(г) функцию, отображающую конформно 
и однолистно область!) на область |да]>1 при условиях 
Ф(о°) —со и ф'(со)>0, и пусть 2=="]>(ш) есть обратная: 
функция. Тогда последовательность многочленов Фабера. 
{Фп(2)} определяется разложением 

со 

J £ W = 2 - ^ # - . zQK,\w\>l. •• (0.1)* 

В первой работе Фабера [48] рассматривается случай,. 
когда континуум К есть замыкание односвязной области О 
с правильной аналитической границей Г. В этом случае-
всякая функция /(г), аналитическая в области О, разла­
гается в ряд Фабера, сходящийся абсолютно и равномерно-
внутри области G, т. е. 

СО 

7(гН2>»Ф«(г ) , 26G, (0-2), 
п=0 
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шричем коэффициенты разложения определяются по формуЛ*-3 

' _ - Г/(£)Ф'(Е) d, , п 3 > 
ГР . 

/где кривая Гр есть прообраз некоторой окружности (•о»! -===-
— р < 1 при> отображении да-— Ф(г). 

В монографии Сыоэлла [55] с помощью рядов Фабера 
устанавливаются прямые и обратные теоремы о порядк-е-
наилучшего равномерного приближения в случае, когда 
• аналитическая в области G функция /(г) непрерывна в 
замкнутой области G, а граница Г области О есть правиль­
ная аналитическая кривая. 

A. И. Маркушевич [27] указал два случая, когда р а з ­
ложение (0.2) имеет место в области Q, ограниченной н е -
- аналитической кривой Г. 

Наряду с многочленами {Фп(г)} во второй работе Фабе-
ра [49] рассматривались также многочлены {Вп(г, g)}, опре­

деляемые с ПОМОЩЬЮ разложения 
gy(y;(m)-{sum}-w1' *-*. и>1- <°-4> 

п .=0 „ • 

:где весовая функция g(z) является аналитической в облас­
ти D и положительной в бесконечности. Эти многочлены, н а -

.зываемые иногда обобщенными многочленами Фабера, игра­
ют важную роль при исследовании асимптотических СВОЙЬТЛВ , 
ортогональных многочленов в комплексной области. После 

•Фабера многочлены {Вп (Z, g)} изучались и применялись гз 
работах Г. Сёгё, Я. Л. Геронимуса и П. П. Коровкина, 

В настоящей обзорной статье описываются свойства р я ­
дов Фабера для аналитических функций и различные обоб-

:щения этих рядов. При этом излагаются в основном резуль­
таты из работ, прореферированных й РЖ «Математика» з а 

.20 лет. Список литературы в конце статьи, конечно, далеко 
•не полный. Другие работы упоминаются в обзорных статьях 
[38] и [47], а также в монографиях [33] и [40]. ' 

§ 1. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА МНОГОЧЛЕНОВ ФАБЕРА 

Сначала отметим несколько простых следствий формулы. 
<(0.4). Если ввести разложения ' 
. ' (}'H=-N+Po+^+il-+...+^ + ..-> N> i . 

^№(a»)]f(w)=_-2i, M>1, 
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,то из (0.4) получим рекуррентную формулу 
п. 

•—Vi(z, &) = 2Pft-i5„_ft(2, g)-an, (1.1) 
ft-=0 

в которой а„—— npn при условии g(z)=s.\. 
В работе Я. Л. Геронимуса [5] отмечается, что формула 

(Ы) является и достаточным условием для того, чтобы 
некоторая система многочленов была системой обобщенных 
многочленов Фабера. Другим необходимым и достаточным 
условием является разложение 

-ЗД.И. £]-g[Hw)]i-*+2-T-' N>--
ft-1 w 

• Далее, в работе [5] доказывается, что для разложена 
(0.4) необходимо и достаточно выполнение двух условий 

1. Существует предел 
lim В Д ( г ' ? - - Ф ( - ) , гф. 

2. В формуле 

zBn(z, В) = ^а^)Вп^(г, g) 
s-=0 

коэффициенты не зависят, от п. 
Из разложения (0.4) имеем представление 

Вп(z, g)-.- J g t » ^ - ) dC, геО^, . (1.2) 
-У 

где Гд—прообраз окружности \w\=R.>\ при отображении 
аи — Ф(г), а через G/? обозначена внутренность контура Гй. 
В самом общем случае из (1.2) следует асимптотическое 
представление обобщенных многочленов Фабера 

Вп (z, g) = g(z) Ф»(2) +E„ (г, g), zQD, (1.3 
где 

KI-1+в 

причем в случае спрямляемости контура Г и, например, 
равномерной ограниченности весовой функции g (г) в области 
D вместо |t| = 1 + e в интеграле (1.4) можно поставить 

•Ul=-i. 
Будем говорить, что- спрямляемая жорданова кривая Г 

принадлежит классу C(p, а), где р — натуральное число и 
0 < а < 1 , если в уравнении кривой г—z($), где s—•длина 
дуги, периодическая функция г{$) непрерывно дифферен­
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цируема р раз, причем г{р) (s)eUp а. Как известно, при 
условии TQC(p, а) функции Ф(г) и <|.(а>) непрерывно диф­
ференцируемы р раз в замкнутых областях D и |ау|>1 
соответственно, причем Ф(р) (г)6----Р а и Ф^ (-^Lip а. 

Обозначим через W{p)H{a) (G) множество функций, каждая 
из которых есть аналитическая в области G и_непрерывно 
дифференцируемая р раз в замкнутой _области С, причем ее 
р-ая производная удовлетворяет в G условию Липшица 
порядка а (0<а<1) . 
• Теорема U . Если ГбС(/? + 1, а), где p>C, и g(z)e 
eW(p)H{a) (О), то имеет место формула 

Ва(г, г)-г(г)Ф»(г) + 0 ( - ^ н ) , ZQD. (Щ 

При тех же условиях имеет место равномерная внутри 
области G оценка 

\Вп(*, £)]<$&, zeFcG. • (Щ 

Оценка остаточного члена в формуле (1.5) неулучшаема 
в смысле порядка, если при фиксированном контуре Г рас­
сматривать множество всех весовых функций из класса 
WlP)H{a)(D) с одной и той же постоянной в условии Лип­
шица для последней производной. A постоянная с (F) со­
держит в знаменателе расстояние p(E, Г) от замкнутого 
множества F до контура Г в степени /? + 2. 

Эти результаты изложены в монографии автора [40], но 
при более ограничительных условиях формула (1.5) опубли­
кована в работе [38]. 

Если же контур Г есть правильная аналитическая кри­
вая, а весовая функция g (z) — аналитическая в замкнутой 
области D, то, как это показал еще Фабер [49], остаточ­
ный член формулы (1.5) и правая часть неравенства, ана­
логичного оценке (1.6), убывают со скоростью геометричес­
кой прогрессии. 

Теорема 1.2. Если граница Г области D есть спрям­
ляемая кривая (не обязательно жордаиова), а весовая функ­
ция g(z) ограничена равномерно в D, то ряд 

00 . 

сходится абсолютно и равномерно внутри области G. 
В этой теореме и далее в соответствии с установив­

шейся терминологией сходимость, равномерная внутри G-, 
означает, что рассматриваемый ряд сходится равномерно 
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на всяком замкнутом подмножестве F открытого множе­
ства -G. 

Этот результат является непосредственным следствием 
теоремы Харди —Литлвуда [31], ибо при спрямляемости 
контура Г производная ъ|/(ау) принадлежит классу # i 
в области ]t.u|>1, и, следовательно, то же самое можно 
-сказать и о функции, стоящей в левой части формулы (0.4). 
. '-Совершенно аналогично, если граница Г континуума К 

такова, что ^p+^ite^QH^ И g(p+1)(z)QEV то при p>1 ряд 
со ' 

^(ii + \)PBn(z, g), 26G, (1.8) 

сходится абсолютно и равномерно внутри области G. 
Факт сходимости ряда (1.8) вместе с неравенством (1.6) 

•свидетельствуют о зависимости скорости убывания многочле­
нов Фабера внутри области G от граничных свойств весовой 
функции g(z) и от степени гладкости контура Г.. 

Рассмотрим теперь самый общий случай, когда на грани­
цу Г континуума К не накладывается никаких ограничений, 
причем для того, чтобы выяснить отдельно влияние конти­
нуума и весовой функции, предположим сначала, 4TOg(z)----l. 

Т е о р е м а 1.3. Если К есть ограниченный' континуум • со 
связным дополнением, a G — множество его (внутренних 
точек,то ряд 

2-—т, гео, • (1.9) 
Л--.0 

^сходится, абсолютно и равномерно внутри G. 
Это утверждение доказывается с помощью внутренней 

теоремы площадей [36], [38]. 
Если весовая функция g(z) ограничена равномерно в D, 

то ряд 

' 2-%f;«eo. * ало» 
•сходится абсолютно и равномерно внутри G. 

Если же не налагать на функцию g(z) никаких ограниче­
ний, кроме аналитичности в области D, то последователь­
ность {Вп (z, g)} может, вообще говоря, на множестве G по 
модулю возрастать, однако при любых условиях в силу (0.4) 
выполняется неравенство . 

Ш V\Bn{z,g)\ < 1 , Z6G. 

Пусть, например, континуум К есть единичный круг. 
Тогда вместо (0.4) имеем разложение 
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V Bn(z, g) 
и=-0 

И<1, \w\>\. 
Полагая здесь г = 0, получим 

со 

----О 

Следовательно, в этом случае значения многочленов Фабера-
при 2=0 являются коэффициентами разложения функции,. 
аналитической вне единичного круга. 

Т е о р е м а ГЗ и этот пример показывают, что свойства: 
обобщенных многочленов Фабера на множестве G внутрен­
них точек континуума /( могут ухудшиться существенным 
образом не за счет контура Г, а за счет свойств весовой: 
фуцмдаи g (Z). 

§ 2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
РЯДАМИ ФАБЕРА ВНУТРИ ОБЛАСТИ 

Как уже упоминалось во введении, Фабер [48] показал,. 
что если граница Г области О есть правильная аналити-

' ческая кривая, то всякая функция /(г), аналитическая в 
области 0, разлагается в ряд по многочленам Фабера (0.2)„ 
сходящийся абсолютно и равномерно внутри О. Во второй 
работе Фабера [49] разложение (0.2) установлено при усло­
вии, что К—-любой ограниченный континуум со связным1' 
дополнением, а функция f (г)—-аналитическая на всем кон­
тинууме К. Поскольку в этом случае функция /(г) являет­
ся аналитической фактически в некоторой области СЛ+е,. 
где е > 0 , то в формуле (0.3) линией интегрирования можно. 
взять Г1+е, а- ряд (0.2) будет сходиться в области 0-+ е . 
Этот случай Фабера подробно изложен в учебном пособии: 
А. И. Маркушевича [28]. 

В смысле условий, налагаемых на контур Г и на функцию 
f(z), второй случай Фабера можно рассматривать' как про­
тивоположный первому, ибо в первом максимум требований. 
предъявляется к границе Г — она должна быть правильной 
аналитической кривой —,. а от поведения функции f (z) в ок­
рестности границы Г ничего не требуется; во втором же слу­
чае на границу Г континуума К не налагается никаких усло­
вий, но зато функция f(г) в граничных точках континуума К'-
должна быть аналитической. В связи с этим возникает есте­
ственная задача об отыскании условий на контур Г и на гра­
ничные свойства f (z), достаточных для разложения f(z) в. 
ряд Фабера и промежуточных между двумя крайними слу­
чаями, указанными Фабером. Два случая таких условий бы­
ли указаны A. И. Маркушевичем [27]. Приведем его резуль­
таты. ' • 
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Теорема 2.1. Если континуум К СОСТОИТ ИЗ конечного. 
числа односвязных областей, ограниченных спрямляемыми 
жордановыми кривыми, и конечного числа спрямляемых дуг,. 
а функция f(z) .-—аналитическая на множестве G внутренних 
точек континуума К., непрерывная на всем К и имеет ограни­
ченную вариацию на Г, то имеет место разложение (0.2).схо­
дящееся равномерно внутри G. 

Как обычно [31], обозначим через E, множество аналити­
ческих в области G функций, представимых интегралом Ко-
ши по своим угловым граничным значениям на спрямляемом 
контуре Г, ограничивающем область G, -
,• Т е о р е м а 2.2. Если граница Г односвязной области G 
имеет касательную, угол наклона которой к действительной 
оси удовлетворяет условию Липшица, a f(z). g —ь причем про­
изведение \f(z) |ln+|f (2) | суммируемо на Г, то имеет место 
разложение (0.2), сходящееся равномерно внутри области G. 

Дальнейшие результаты о представлении аналитических 
функций рядами Фабера .были получены автором [35], [38]. 

Т е о р е м а 2.3. Если Г есть гладкая кривая и такова 
ЧТО <р+2) («у)е#г и Ф^1 '(г)бС (Z>), а у функции /(г) при­
митивная p-ro порядка f\p) (г) в области О представима' 
интегралом типа Коши, то для / (г) имеет место разложе­
ние Фабера (0.2), сходящееся равномерно внутри области О. 

В самом деле, полагая С—'I (та), из (0.1) находим 

-£1_=(_1)р2Ф„(г) 
«-*> 

Ф'(0 
Ф/'+i (о 

(?) 

=(--)р2фд(г)\Ъс№р-к*1\щ$г*-\щА. (2.1) 
В силу условий теоремы вся фигурная скобка при CgF воз­
растает не быстрее, чем О (пр). Поэтому аналогично (1.8) 
ряд (2.1) сходится абсолютно и равномерно при z^FczG и 
сег. 

С другой стороны, имеем представление 

Г 
из которого в силу (2.1) и следует утверждение' теоремы 2.3. 

Формула для коэффициентов здесь получается из (0.3) 
интегрированием по частям р раз. 

Теорема 2.3, в частности, справедлива, _если функция: 
f(2) —аналитическая в замкнутой области G, кроме конеч­
ного числа полюсов порядка не старше р, расположенных на 
контуре Г. 
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При возрастании р эта теорема указывает постепенный 
•переход требований с граничных свойств функции f(z) на 
гладкость кривой Г. 

Из этой теоремы следует, что при повышении гладкости 
контура Г существенно расширяется класс функций, предста-
вимых рядами Фабера внутри области G. 

При p==0 в теореме 2.3 накладываются максимальные по 
сравнению с другими p>0 условия на f(z) и минимальные — 
на контур Г. Теорема справедлива и при р =—1. В этом слу­
чае кривая Г — только спрямляема, но зато производная 
f'(z) представима интегралом типа Коши. 

В дальнейших формулировках используются классы ана­
литических функций Es и Hq, определяемые, например, в мо­
нографии [31]. 

Т е о р е м а 2.4. Пусть Г —спрямляемая жорданова кри­
вая и такова, что У (w)QH„, a f (z)QEs, где — -| = 1, 
^ > 1 , s > 1 . Если выполняется условие 

. $ Т О М Ф ' ( С ) | | Л | = J |/№H]Nd™|<{infty}, (2-2) 

то функция f(z) представима своим рядом Фабера, сходя­
щимся равномерно внутри G. 

Т е о р е м а 2.5. Если контур Г есть спрямляемая жорда­
нова кривая и, кроме того, выполняется условие 

J | f (w)|1n+|f (w)\\dw\<oo, (2.3) 

то всякая функция f(z), аналитическая в области G и огра­
ниченная там равномерно по модулю, разлагается в ряд Фа­
бера, сходящийся равномерно внутри G. 

В этих двух теоремах от функции f(z) достаточно потре­
бовать представимости интегралом типа Коши, функция рас­
пределения которого в одном случае удовлетворяет условию 
(2.2), а в другом — ограничена. 

Далее, теоремы 2.4 и 2.5 устанавливают условия, проме­
жуточные между случаями p = 0 и р=—1 теоремы 2.3. Со­
вершенно аналогично формулируются результаты с условия­
ми, промежуточными между случаями р и р—1 из теоремы 
2.3, только вместо ч|/(до) и f(z) в них будут фигурировать 
ф^+1)(ку) Hf(p)(Z).. 

Рассмотрим пример расходимости ряда Фабера. Пусть 
О—-круговой двуугольник, симметричный относительно обеих 
осей, с вершинами в точках +1 и внешними углами —. 
Тогда имеем формулу 
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где ветвь корня выбрана так, что )Лх>0 при а > 0 . Вы­
числяя производную отображающей функции, с помощью 
разложения (0.1) находим значения многочленов Фабера в 
начале координат 

Ф2Й(0)= (2« —1)11 
(2n)l! Уп = ; ф 2 г е + 1 ( 0 ) - 0 - (2.5) 

С другой стороны, пусть функция f(z) есть интеграл типа 
Коши 

/ (г) — -
-пФ(С) 

2яг -1 dc, гео, 

где введено обозначение 

F(o)-=i ---^--i. 
W t ia Ynlnn 

Коэффициенты Фабера в этом случае будут 
( - 1 ) " а„ lAtlnn (2.6) 

Функция -F(0) суммируема с квадратом, и нетрудно пока­
зать, ЧТО производная ч|/(да) отображающей функции (2.4) 
принадлежит классу #<-, где q есть любое, меньшее двух 
число. 

Из формул (2.5) и (2.6) следует, ЧТО ряд Фабера в дан-' 
ном примере расходится в точке z = 0. Интересно отметить, 
что в этом примере условия на функцию f(z) и контур Г весь­
ма близки к условиям теоремы 2.4. 

Все рассмотренные результаты нетрудно переформулиро­
вать для рядов по обобщенным .многочленам Фабера. Мы 
приведем только обобщение теоремы 2.3 на случай весовой 
функции. • . ' . . • 

Т е о р е м а 2.6. Если ГбС (р+2, а), а функция g(г) от­
лична or нуля и непрерывно дифференцируема />+1 раз в 
замкнутой области D, причем g-<p+-) (.г)6Г1р а, то всякая 
функция f (г),'у которой примитивная р-ro порядка f(P)(z) 
пред ставима, в области О интегралом типа Коши, разлага­
ется в ряд 'Фабера, сходящийся абсолютно и равномерно-
внутри области G, т. е. 
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00 

/(*)=-. 2 a„E„(z,g), seG. (2.7> 
Приведенные результаты свидетельствуют о некоторой, 

сопряженности условий на контур Г и весовую функцию g(z)t 
с одной стороны, и на граничные свойства функции f(z), с 
другой стороны, при которых имеет место разложение (0.2) 
или (2-7). Эта сопряженность условий следует также из то­
го, что ряд Фабера функции f(z) есть по существу не что. 
иное, как ряд Парсеваля двух функций, одна из которых ана­
литическая внутри единичного круга, а вторая—вне его. В. 
самом деле, пусть задан некоторый интеграл типа Коши 

г • 

B силу формулы Ю. B. Сохоцкого для граничных значений 
интеграла типа имеем равенство 

/[?(™)]-=¥[уИ] + /г[<Р(-)]. И — 1, 
в котором второе слагаемое справа есть функция, аналити­
ческая вне единичного круга. Следовательно, учитывая раз­
ложение (0.4) для обобщенных коэффициентов Фабера, име­
ем формулу 

fl • f ШФ'(Е), л -1 Г Ф№(0] dt (9 , 

Далее, если ввести интеграл типа Коши в единичном круге 
и его разложение 

00 

' -М- - . - . .Ж .^-2 - - . - .М<! . ' <-••<» 
t=\ л-О 

то в силу (0.4) имеем равенство 

' W - я S мт "\Т? " • ^ • 1 ! ' «»• 260' <2Л1> 
1/1-1 п=0 

Следовательно, вопрос о сходимости ряда Фабера анали­
тической функции f(z) внутри области G есть вопрос об усло­
виях, при которых имеет место равенство Парсеваля для 
двух рядов (0.4) и (2.10). Дополнительные условия и рас­
суждения необходимы лишь для установления равномерной 
СХОДИМОСТИ ряда (2.11) внутри области G, причем в силу тео­
ремы Витали для этого достаточно доказать равномерную-
внутри G ограниченность частичных сумм этого ряда. 

" Отметим зависимость скорости сходимости рядов Фабера 
внутри области от граничных дифференциальных свойств ве­
совой функции и от степени гладкости контура Г. 
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Теорема 2.7. Если ГбС(р + 1, а), а весовая функция 
g(z) отлична от нуля и принадлежит классу W-PWW (D), 
то для всякого интеграла типа Коши (2.8), функция распре­
деления которого суммируема с квадратом на Г, имеет 
место неравенство 

с (F} 

<^E<„2>(E.), zeFeo, (2Л2) / (z)-^akBk(z,g) 
k=0 

где через E^OFi). обозначено наилучшее среднее квадра-
тическое приближение функции (2.10) на единичной окруж­
ности. 

В этом неравенстве постоянная C1(F) есть дробь, знаме­
натель которой содержит расстояние от замкнутого мно­
жества F до контура Г в степени /? + 2. А скорость убыва- . 
ния величины EW (E-) зависит от граничных свойств инте­
грала типа Коши (2.10). 

Во всех предыдущих результатах для получения разложе­
ния Фабера мы использовали представление аналитической 
функции в виде интеграла типа Коши. Сейчас мы использу­
ем другое интегральное представление и получим разложение 
Фабера еще в одном случае. 

Теорема 2.8; Пусть граница Г континуума К имеет 
плоскую меру, равную нулю, а функция f (z)—u(x, t/) + i~ (x, у) 
есть аналитическая на множестве Q внутренних точек кон­
тинуума К и непрерывная на всем К- Если существует 
такое непрерывное продолжение функции f (г) до линии 
r^(-R>1), что производные и'х, и' ,. v'x, v' .ограничены рав­
номерно в области G.R, то f (z) разлагается в ряд Фабера 

f (z) — 2 апФп(г), геО, ••'• (2.13) 

который сходится равномерно внутри С. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При условиях этой теоремы для 

функции f (г), с помощью формулы Грина при ' г03 получа­
ется интегральное представление 

м.-)-£Ш*+яШ«*.'. <2Л4> 
rR ок\к 

где введено обозначение 
Fw=K(Q-^(!-)]+4«;©+^)]-

Возможность разложения в ряд Фабера первого интеграла 
очевидна. Во втором интеграле сделаем замену переменных 
с помощью формулы С== Ф('да). В результате этого получим 
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1.<|шк/-> 

Введем теперь коэффициенты 

K\w\<R 
и докажем, что ряд 

2&„Ф„(г), zeO, 
л-=0 

сходится к функции /2(г) равномерно внутри О. В самом, 
деле, имеем неравенство 

.V 

••-5» 

т -2*>„(г) 
-"=-0 

1<|ш|<^ 1<|ш|«Я 

< 

JV. |2 

ib ft-;)—z • - i J a)"+4 т Ч ' л-=о 

/В^силу равномерной сходимости ряда (1.9) находим 

S • ф ' ( ш ) 
JV 

Ф (до)—z - ~ доп+' 
1 Ч ' п-=0 1<а<Я 

оо 
1 = У |Ф"(г)1 

V Фд(г) dwda = 

|Ф*(2)1г 

п=»ЛГ+1 
Л # г 

Таким образом, теорема 2.8 доказана. 
Рассмотрим теперь некоторые обобщения многочленов 

Фабера, получаемые дифференцированием и интегрированием 
основной системы {Ф,.(г)}. 

Назовем многочленом Фабера p-го рода для континуума 
,; К многочлен Фп(г; р), определяемый равенством 

Из этого ' определения следует, что чем выше род р мно­
гочленов {Ф„(г; р)}, тем быстрее эта последовательность 
сходится к нулю при 26G. Если граница Г континуума К 
спрямляема, то для многочленов Фабера p-го рода при Z6G 
имеем формулу 

- - W . /-V (л.-f-р) («-Ьр— 1) . . . (п + 1) ЧШ ) w [г1>.(ш)—3rj{cdot}P+- ' 

из'которой в силу теоремы Харди —Литлвуда следует, что 
ряд '• 
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со 

2 пр'1Фп(г; р), геО, 

сходится абсолютно и равномерно внутри области G. 
Предположим, что у функции f{z) лишь, примитивная 

(p — 1 )-ro порядка /(р_1)(г) принадлежит классу E- в области 
G. Тогда по теореме 2.1 имеем разложение 

со 

/(Р)(г) — 2 а " ф я ( г ) ' g6G . •• 
л-0 

Дифференцируя это равенство р раз, учитывая формулу 
(2.16) и переобозначая коэффициенты, получим 

СО 

/ Ф — Е ^ Ф Д г ; ; ? ) , 26G. (2.17) 
л-0 

Таким образом, чем хуже функция /(г), т. е. чем более 
далекая её примитивная принадлежит классу Ех в G, тем 
выше род многочленов Фабера, в ряд по которым эта 
функция может быть разложена. При этом коэффициенты 
разложения (2.17) определяются по формуле 

>пО)=(n+Р) {п+Р - 1 ) • • • (п +1) ап„. 
В силу определения (2.16) многочлены {Ф„(г)} естествен­

но считать многочленами Фабера нулевого рода, т. е. 
Ф„(г)-Ф„(г;0). 

Совершенно аналогично можно ввести многочлены Фа­
бера отрицательного рода — q, где .7>0. 

Обозначим через Wqi^,z) примитивную 17-го порядка по 
z от ядра Коши •=—- , причем для определенности положим 
все произвольные постоянные равными нулю. Тогда из 
разложения 

со * 

определится система мкогочленов {Ф„(г; -- •у)}, которые мы 
будем называть многочленами Фабера отрицательного 
- д-то рода. Для этих многочленов справедливы равенства 

Ф<+-(г; _?).---(л + 1)...(я + ?)Ф„(г). ; (2.18) 
Далее, из формулы 

Фл(г; - ? ) - ( / г - ? + 1)(Д — ? + 2 ) . . . 

l № | - l 
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следует, что если Г—-спрямляемая кривая, то ряд 
00 

-.=.1 

сходится абсолютно и равномерно внутри О. 
Пусть теперь функция f(z) непрерывно диф^граа-дируе-

ма q раз в замкнутой области G и ее (.7 + 1)-ая производ­
ная f(?+1)(2) принадлежит классу E.. Тогда при спрямляе­
мости контура Г имеем разложение 

со 

/=(?>(2) = 2fl('"0„(2), 26G. 

Интегрируемая почленно q раз, находим 
оо 

/(г)=2м--7)фд(г;-9)>гео. 
Таким образом, чем лучше функция f(z) в-том, смысле, 

что чем более она имеет непрерывных производных в замк­
нутой области G, тем ниже род (отрицательный) многочле­
нов Фабера, в ряд по которым она может быть разложена. 

Если континуум К есть круг |2|<1, то в силу формул 
(2.16) и (2.18) имеем 

®n(z) =ФЯ(г; р) =(Dn(z;—q) = 2n 
В настоящем параграфе, кроме первых двух теорем, при­

надлежащих А. И. Маркущевичу, изложены результаты ав­
тора из работ [35] и [37]. 

§ 3. УСЛОВИЯ СХОДИМОСТИ РЯДОВ 
ПО МНОГОЧЛЕНАМ ФАБЕРА 

Произвольная последовательность комплексных чисел 
{ап} вместе с континуумом К и весовой функцией g(z) опре­
деляет ряд по многочленам Фабера 

2«A(--.£) (3.1) 

и возникает вопрос об области сходимости этого ряда. 
В частном случае, когда континуум К есть круг |г |<1 и 
g(2)==1, многочлены Фабера имеют вид Вп(г, g) = zn, и воп­
рос о сходимости этого ряда почти полностью решается в 
результате нахождения первой характеристики последо­
вательности {ап} —- числ а 

1=ШУЩ. (3.2) 
Л-"» 
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В общем случае, вопрос о сходимости ряда (3.1) решает­
ся сложнее только при условии 1>\. 

Если ZQD, то с помощью формулы (1.З) ряд (3.1) пред­
ставляется в виде суммы двух рядов 

оо со оо 

2 anBn{z, g )=g (г) 2 М?"(г) + 2 апЕп{г, g), гф. (3.3) 
-.=0 л=0 -.--О 

Пусть / < 1 . Тогда, используя формулу (1.4), находим, 
что второй ряд в правой части (3.3) сходится равномерно 
внутри области D, и, следовательно, его сумма f2(z) есть 
.аналитическая в области D функция. Поэтому при условии 
/ < 1 из (3.3) имеем 

.00 00 

2 anBn(z, g) = g(z) 2 апЩг)+/2(г), гб-Э. (3.4) 

•Здесь ряд справа есть степенной ряд по переменному 
то —Ф(г). 'Следовательно, он сходится равномерно внутри 
•области Оц\К, где R — — > 1 . A тогда ряд (3.1) при усло­
вии / < 1 в силу принципа максимума модуля сходится рав­
номерно внутри всей области QR. 

Таким образом, если / < 1 , т о ряд (3.1) сходится в 
области GR, где /? = ---> 1, и расходится вне контура Гд. 
Более того, из формулы (3.4) следует, что на ряды по мно­
гочленам «Фабера (3.1) при условии i < 1 переносятся мно­
гие граничные свойства степенных рядов (теоремы Абеля, 
Таубера, Фату, теоремы о сверхсходимости и др.). 

Далее, все эти утверждения справедливы и в том слу­
чае, когда 1 = \, но континуум К есть замыкание односвяз-
ной области G с правильной, аналитической границей _Г, 
а функция g (г) — аналитическая в замкнутой области* D. 
© самом деле, в этом случае представление (1.3),имеет 
место вне некоторого контура Гр, являющегося прообразом 
-окружности |-н>| = р<1 при отображении •ш=Ф(г), а в фор­
муле (1.4) в качестве линии интегрирования вместо 
,|£|.= 1+-е можно взять |t| ==1 •—:е. Более того, ряд (3.1) три­
виальным образом сводится, к степенному ряду и в том 
•случае, когда £>1 , но функция Ф(г) аналитически продол­
жается через контур Г настолько, что кривая Гр, где 
Р — у-< 1,. есть правильная аналитическая кривая, а. функ­
ция g(z) — аналитическая в .замкнутой внешности .этой 
.кривой. 

Все вышесказанное легко следует из работ самого Фабе­
ра [48] и [49], а также из тех элементарных свойств много­
членов Фабера, которые изложены, например, в учебном по-
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с'обии А. И. Маркущевича [28], впервые изданном в 1950 го­
ду. Эти факты неоднократно отмечались на семинаре проф. 
А. И. Маркушевича'в МГУ еще в 1950—52 годах, а также в 
работах автора [35] — [36] я [38], но, к сожалению, и в на­
стоящее время появляются работы, в которых рассматрива­
ются именно эти тривиальные случаи сходимости рядов ло 
многочленам Фабера и их граничные свойства. 

Таким образом, при изучении рядов (3.1) имеет смысл 
рассматривать только случаи, когда 1>\ и кривая Гр, где 
р==---<1, есть неаналитическая кривая. Поскольку эти 
два случая аналогичны, то мы далее будем рассматривать 
только случай 1 = 1. 

Если рассматривать весь класс последовательностей 
{ап}, для которых 1 = 1, то условие аналитичности кривой 
Г необходимо для сходимости ряда по многочленам Фабера! 
внутри области О: В самом деле, пусть g(z)=l и контур 
Г--неаналитическая кривая. Тогда для всякой внутренней. 
точки 2.GG имеет место равенство 

ПГп^|ФЛ5У|-=1, zee. 
Л-э-оо 

Выберем подпоследовательность {ФП/1(г}} таким образом,. 
чтобы в некоторой точке г-gG все многочлены этой под­
последовательности были отличны от нуля и выполнялось 
условие 

Нт"у.Ф„ (г0)| = 1. 
Л-юа 

A теперь в последовательности {#„}, для которой t=lr 
положим 

И, таким образом, получается ряд (3.1), расходящийся а 
точке га. 

Итак, пусть / = 1 и контур Г —неаналитическая кривая. 
В этом случае можно формулировать достаточные условия 
сходимости рядов (3.1), если о последовательности [ап) 
известно несколько более, чем ее характеристика / = 1,, 
определяемая формулой (3.2), а контур Г и весовая функ­
ция g(z) также удовлетворяют некоторым условиям. Такие 
условия нетрудно сформулировать с помощью результатов,. 
изложенных в § 1. Например, из сходимости ряда (1.8). 
следует 

Теорема 3.1. Если ап~0(пр), а кривая Г такова, что-
^(Р+2) (w)eH1 и g<-°+1-(z)GEi, то при /?>1 ряд (3.1) сходится, 
абсолютно и равномерно внутри области О. 
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Далее,, поскольку обобщенные многочлены Фабера 
{Вп(г, g)} являются коэффициентами разложения (0.4), то 
можно рассматривать различные случаи, когда функции 
Y (w) и g [ф (w)] принадлежат определенным классам с извест­
ными свойствами коэффициентов степенного разложения. 

Т е о р е м а 3.2. Если весовая функция g(z) ограничена 
равномерно, а Г такова, что <]/ (.яу)б//б, где 1<В<2 , и, с 
другой стороны, рад с общим членом \ап\6 сходится, то ряд 
(3.1) сходится абсолютно и равномерно внутри области О-

В самом деле, в силу теоремы Юнга —Хаусдорфа [ЗЦ 
из условия С/ {w)QH& следует неравенство 

{sum} !-„(-з, g)\~^r<ol{F), S6FCG, 

И теорема 3.2 доказана. 
Дальнейшие результаты' можно формулировать, опираясь 

на сходимость рядов (1.9) и (1.10). 
.Теорема-3.3. Если an = 0l~\ гдее„>0, и выполняет-

я условие 

л - 1 

то ряд по многочленам Фабера 
со , 

{sum} л я Ф я ( . г ) ; z&Q, 
;.=0 

сходится абсолютно и равномерно внутри G. 
Аналогичное утверждение справедливо и для ряда (3.1)-. 

если весовая функция'g(z) ограничена равномерно в облас­
ти Д . При этом на границу Г континуума К в обоих случаях 
не накладывается никаких ограничений. 

§ 4. ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА РЯДОВ 
ПО МНОГОЧЛЕНАМ ФАБЕРА 

Как уже отмечалось в предыдущем параграфе, многие 
граничные свойства степенных рядов переносятся на ряды по 
многочленам Фабера (3.1) при условии /<1 , либо в случае 
1=1, но если контур Г есть правильная аналитическая . кри-, 
в'ая, а функция. g(z) — аналитическая в замкнутой облас­
ти D. Некоторые из этих свойств упоминаются в работах Фа­
бера и Сыоэлла, либо.являются непосредственным следстви­
ем формул (3.3), и (3.4). 

В работе Л. Нлиева <[16] три условии i < l рассматри­
ваются различные модификации для рядов Фабера теоремы 
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Т. Cere о том, что если коэффициенты степенного ряда при­
нимают только конечное число различных значений, то сум­
ма этого ряда либо есть рациональная функция, либо ана­
литически непродолжима через единичную окружность. 

И. Ф. Лохин [24] при/<1 сформулировал условия анали­
тической продолжимости суммы ряда по многочленам Фабера 
за пределы области его сходимости 0R, где R= —-----> 1, и 
'-обобщил понятие звезды Миттаг —Леффлера на произволь­
ный континуум со связным дополнением. 

В работе А. И. Селезнева [32] рассматриваются вопросы 
• сверхсходимости рядов Фабера, а также теоремы Адамара.и 
'Фату для этих рядов все при том же условии /<1. 

Рассмотрим теперь некоторые граничные свойства рядов 
по многочленам Фабера при условии, что 7=1 и контур Г — 
'неаналитическая кривая, причем ограничимся случаем 
.g(z)=l. 

Т е о р е м а 4.1. Если Г такова, что ty"(w)£Hu то из 
•сходимости ряда по многочленам Фабера 

^апФп{г) (4.1) 
я-0 

в некоторой граничной точке г-бГ, в окрестности которой 
Г имеет ограниченную кривизну, следует абсолютная и 
равномерная внутри G сходимость этого ряда. 

Доказательство заключается в том, что сначала уста­
навливается предельное соотношение 

11т|Ф„(г0)|-1, 
л-»оо 

•с помощью которого находим, что ап—Ю. A тогда абсолют­
ная и равномерная сходимость ряда (4.1) внутри области G 
-.является следствием теоремы Харди—Литлвуда. 

Покажем, что в случае одной спрямляемости границы Г 
первая теорема Абеля для рядов (4.1) уже не имеет места. 
Для этого мы воспользуемся примером из §2. С помощью 
(2.4) аналогично (2.5) находим 

•Ф*,(1) — Х 

Пусть теперь а - ( - \ ) п Ь п , где ЬпуО и выбраны так, 
•что выполняется неравенство ЬпФп0-)> Ьп+1Фп+г(\), и 0 стре­
мятся к нулю столь медленно, что ряд с общим членом 
Фп -----г- расходится. Конкретно можно, например, положить 

(2п— 1)11 
(2л)11 Ф2п+10)--
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. 1 , 1 ( 1 Г. . (2я—1)11 1 , 
2 n ~ W 2n+1_"2"ll/TL + О)11 -I 

• 1 Г., , (2я-1)11 1 
"^УКП L "*" (2л) И Т 

Torfta ряд (4.1) сходится в точке 2=1 и расходится в начале 
жоординат. 

Укажем теперь условия, при которых справедлива вторая 
теорема Абеля для рядов (4.1). В отличие от степенного ря­
да здесь мало предположить сходимость ряда (4.1) в гранич­
ной точке. Надо еще ввести условия, при которых этот ряд 
СХОДИТСЯ равномерно внутри области G. Мывбудем предпола­
гать, что последовательность {ап} и контур Г удовлетворяют 
одному из условий, приведенных в § 3. A сначала рассмот­
рим весьма простой случай. : 

Т е о р е м а 4.2. Пусть выполнено одно из условий. 
1) ф" (w)QHx; 2) Кривая Г спрямляема и ап= о( —)_ 
•3) ф' (-ш)б//в, где 1 < 8 < 2 , и ряд с общим членом |a„|6 cxo 
дится; 4) ал-= О (-•-—-), где s r l >0 и ряд с общим членом 

----- сходится. Тогда если ряд (4.1) сходится в некоторой 
граничной точке г0, в окрестности которой Г — правильная 
•аналитическая кривая, то сумма ряда (4.1) при стремлении 
г к z0 изнутри по любому некасательному пути стремится 
к сумме этого ряда в точке г0. 

В самом деле, в окрестности точки г0 имеем представле­
ние (3.4) при условии £(2.) — 1, и так как первый ряд_ в ок­
рестности zQ есть степенный ряд по переменному ш = Ф(г)..в 
•соответствующей' окрестности точки ги-о —Ф(20), то теорема 
доказана. 

Приведем еще две формулировки с использованием инте­
грала типа Коши (2.10) при условии g(z) ---• 1. 

Т е о р е м а 4.3. Если ф' (w)QHp И Fl(w)QHq, где р > 1 , 
<7>1 и —--.I—-==1, то из сходимости ряда (4.1) в гранич­
ной точке г0, в окрестности которой кривая Г имеет огра- . 
ничейную кривизну, следует существование в данной точке 
углового предельного значения суммы этого ряда и равен­
ство его сумме ряда в точке г0. . 

Т е о р е м а 4.4. Если Г — спрямляемая кривая, а функция . 
F1(ai) ограничена равномерно при | ш | < 1 , то из сходимости 
ряда (4.1) в граничной точке zo, в окрестности которой Г 
имеет ограниченную кривизну, следует непрерывность суммы 
этого ряда в точке 20 изнутри .по любому некасательному 
пути, 
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При условиях трех последних теорем справедлива теоре­
ма Таубера для рядов (4.1), т. e. из. факта непрерывности 
суммы этого ряда в граничной точке по некоторому пути и 
условия..ап = О(-.) следует сходимость ряда (4.1) в этой точ-

. ке. Мы не будем приводить подробных формулировок, заме­
тим только, что в теоремах типа Абеля и Таубера здесь ес­
тественно предполагать, что по. крайней мере в окрестности 
точки z- кривая Г является жордановой. 

§ 5. РЕЗУЛЬТАТЫ С. Я. АЛЬПЕРА О СХОДИМОСТИ РЯДОВ ФАБЕРА 
В ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТИ 

Пусть в. односвязной области С?, ограниченной спрямляе­
мой жордановой кривой Г, задана аналитическая функция 
f (г), непрерывная в замкнутой области О. Класс таких 
функций будем обозначать через СА{0). В связи с этим 
классом естественно поставить вопрос о дополнительных 
условиях, при которых^ имеет место равномерно сходящееся 
в замкнутой области G разложение 

СО 

/(г)—2«„Ф'п(г). гбО. (5.1} 

В частном случае, когда контур Г есть правильная ана­
литическая кривая, _условия СХОДИМОСТИ ряда Фабера в 
замкнутой области О рассмотрены в монографии Сьюэл-
ла [55]. В этой работе для функций класса Ш^Н^ЦО) 
установлены неравенства 

п 
Д~0-2ММг) 

А - 0 
< ^ > гЯО, 

где on(z, f) —среднее арифметическое частичных сумм ряда 
Фабера. 

Естественный вопрос о распространении этих результа­
тов на области с достаточно гладкой границей долгое время 
оставался открытым, ибо в доказательствах Сьюэлла суще­
ственно использовалась аналитичность контура Г. Принципи­
ально новый подход к решению этого вопроса изложен в ра­
боте С. Я. Альпера и В. В. Иванова [2], В этой работе для 
изучения условий СХОДИМОСТИ рядов Фабера.в замкнутой об­
ласти применяются интегралы .типа Коши, главные значения 
интегралов типа Коши на контуре и основная лемма 
И. И. Привалова об этих интегралах. В дальнейшем этот 
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метод был существенно развит в работе С. Я. Альпера [1]. 
Рассмотрим некоторые его результаты. 

Будем говорить, что кривая Г является усиленно гладкой 
кривой, если угол 9(s) между касательной к этой кривой и 
положительным направлением действительной оси как функ­
ция длины дуги s на Г имеет модуль непрерывности со (б. Г), 
удовлетворяющий условию 

^ -•(••г) in-l'dt<{infty}. (5.2) 
-. • 6 

Это условие выполняется, если, например, кривая Г принад­
лежит классу С (1, е) при любом е > 0. 

Для усиленно гладких кривых отображающая функция 
удовлетворяет неравенству 

•НО 1 
Д И- (0—"J- (-0 ••—w '<ft|<e8> | w | > l , (5.3) 

которое существенно используется в доказательствах раз-
-ложений Фабера (5.1) в замкнутой области. 

Для областей с усиленно гладкой границей С. Я- Альпер 
рассматривает интеграл типа Коши 

1 С / [ Я>(--)1 ,, МАЛ 

и доказывает основную лемму о том, что если <o(b,f) есть 
модуль' непрерывности функции f(z) в замкнутой области 
О, то функции ср1 (w) и ^(w), определяемые интегралом 
типа КОШИ (5.4), непрерывны соответственно в областях 
| -ш|<1 и | то |>1 , причем их модули непрерывности удов 
летворяют неравенствам 

®{\9д<С4«> {*,!); со(8,ср2)<с6ш(8, f). 

Далее, при гбГ функция / (г) представляется в виде 

f ["К-»)] =-?-•>)—?г (--')» -М----1» 
и аналогичным образом частичная сумма ряда Фабера раз­
бивается на д£е части, одна из которых приближает, функ­
цию ф1(ш),.а вторая —- другой интеграл типа Коши ф2(»у). 
Этим способом С. Я. Альпер получает следующие результа­
ты. 

Т е о р е м а 5.1. Если односвязная область G имеет уси­
ленно гладкую границу, а_функция f(z)£CA(G) удовлетво­
ряет в замкнутой области О условию Липшица порядка а, 
то средние арифметические частичных сумм ряда Фабера 
удовлетворяют неравенству 
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|/(г)-0„(г, f)\<%, гбО. 
При тех же условиях на контур Г для наилучшего при­

ближения функции /(2) в замкнутой области Q многочлена­
ми порядка не выше п устанавливается оценка 

£Д/,0)<с7со(1, f). 
Т е о р е м а 5.2. Если выполняется: условие (5.2), то для 

сумм, аналогичных суммам Бернштейна — Рогозинского в, 
теории рядов Фурье, с множителями 

pi*—cos—|у, /г=0,1 я, л -1 ,2 , . . ; , 

справедливо неравенство 
п 

I/ (*)-2-™.£пЧ(г)|<свш(1. /), гео. 
Т е о р е м а 5.3. Если множители определяются форму­

лой 
An) («!)• 
Vk (n-~k)[(n + k)\' 

то при условии (5.2) имеет место оценка 

Т е о р е м а 5.4. Если для границы Г выполняется усло­
вие (5.2), то для всякой функции / (г) из класса СА (G) име­
ет место неравенство 

п 

I / (?) - 2 «/А (2)1 < *•<-—«<А О) In п, гёО • 

Этот аналог неравенства Лебега наиболее эффективен: 
при дифференциальных свойствах функции / (г) в замкну­
той области G7 А в самом' общем случае, когда функция 
/ (г) лишь непрерывна в_замкнутой области О и, конечно,. 
принадлежит классу CA(G), имеет место оценка 

п 
\!{г)-^арк(г)\<си*Р-,!)ш,гф. , 

Из этой оценки следует, что если модуль непрерыв­
ности <->-•(-.,/) функции /(г)бСл(О) удовлетворяет условию' 
Дини, т. е. 
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Нтш(1,*\1пл==0, 

то в случае усиленно гладкого контура Г эта функция 
разлагается в ряд Фабера, сходящийся равномерно в замк­
нутой области О, 

В работе С. Я. Альпера рассмотрен также общий метод 
суммирования рядов Фабера. 

Т е о р е м а 5.5. Если для треугольной матрицы чисел. 
[РА ^1 выполняются условия 

limp(») — l, 
в-ххэ 

Pft 

О ft=l 
d£<c 12i 

т о для всякой функции / (г) из класса СА(0) последова­
тельность многочленов 

Un{z,f) = %ak9in)(bb(z) 
й=0 

сходится равномерно в замкнутой области G к функции 
f (г). 

Отсюда, в частности, следует, что при том же условии 
5 .2 ) ряд Фабера суммируется равномерно в Q к функции 
f (г) методом средних арифметических. 

Таким образом, вышеприведенные результаты C. Я. Аль-
пера почти полностью решают вопрос об условиях равномер­
н о й сходимости и суммируемости рядов Фабера в замкнутой 
области в том случае; когда граница области есть усиленно. 
гладкая кривая. 

В ряде последующих работ С. Я- Альпер получил различ­
ные результаты о сходимости и суммируемости рядов Фабе­
р а в среднем на контуре Г. 

§ 6. ФОРМУЛА СУММИРОВАНИЯ В. К. ДЗЯдЬЩА 
И ПРОБЛЕМА С. М. НИКОЛЬСКОГО В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ 

Как известно, задача о поточечных оценках приближения 
функций различных классов алгебраическими многочленами 
была впервые четко сформулирована С. М. Никольским в 
1956 г. на III Всесоюзном математическом съезде. После 
этого, благодаря работам С. M. Никольского, В. К. Дзядыка, 
А . Ф. Тимана и других, были получены полные конструктив­
ные характеристики различных классов функций, заданных 
н а сегменте [—1, 1]. При этом вместо многочленов наилуч­
шего равномерного приближения пришлось рассматривать. 
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некоторые специальные последовательности многочленов, 
скорость сходимости которых к данной функции зависит от 
положения точки на этом сегменте. 

В комплексной области первые результаты о порядке 
приближения аналитических функций в зависимости от поло­
жения ТОЧКИ на границе области были установлены в работе 
В. К. Дзядыка [8]. При этом В. К. Дзядык получил новую 
формулу суммирования рядов Фабера, благодаря которой 
оказалось возможным оценивать, скорость сходимости" про­
суммированных рядов Фабера и в том случае, когда область 
G имеет угловые точки, т. е. при таких условиях, когда ре­
зультаты С. Я. Альпера не имеют места. В настоящем пара­
графе мы рассмотрим формулу В. К. Дзядыка суммирования 
рядов Фабера и некоторые полученные с помощью этой фор­
мулы результаты по проблеме С. М- Никольского в комп­
лексной области. 

Пусть односвязная область G ограничена спрямляемой 
жордановой кривой Г, а функция f(z) —аналитическая в об­
ласти G и непрерывная в замкнутой области G. 

Рассмотрим зависящий от параметра I интеграл 

^Ш0^л,г&. (6Л> 
Г 

Предположим, что имеет место разложение 
0 0 ОО 

/№M]—2a^s+2v_f t, H=i- ' (6.2) 
/•=-0 k—1 

Подставим это разложение в интеграл (6.1) и, учитывая 
формулу (0.1), получим 

Далее, рассмотрим 2тс-периодическую функцию Kit), ко­
торая разлагается в равномерно сходящийся ряд Фурье 

00 

*"(-)= 2 Кеш- (6.4) 

Умножим равенства (6.3) и (6.4) почленно и проинтегрируем 
по сегменту [—IT, it]. В результате этого получим 

_L_ \ K { t ) u t j / Ш ^ d c = | l k a k ® k { z ) , ze.G. (6.5) 

Конечно, все* эти преобразования справедливы при более 
общих условиях, и совсем не обязательно предполагать рав-
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номерную сходимость рядов (6.2) и (6.4), ибо разложения 
(6.3) и (6.5) суть равенства Парсеваля для двух пар анали­
тических функций. 

В частности, вместо функции (6.4) можно взять произ­
вольный тригонометрический полином, т. е. положить 

п 

*«(-)--- 2 Кеш- (6.6) 
/ • - = — » . 

Тогда формула (6.5) определит некоторый алгебраический 
многочлен по переменному г порядка п 

-а V 

п 

/г-=0 

В качестве (6.6) можно брать ядра Дирихле, Фейера или 
Джексона. Тогда интеграл (6.7) можно, рассматривать как 
обобщение интегралов Дирихле, Фейера ИЛИ Джексона на 
случай произвольной односвязной области G. Эти обобще­
ния представляют собой многочлены, полученные из частич­
ных сумм ряда Фабера функции f(z) применением соответ­
ствующих методов суммирования. 

В том случае, когда многочлен (6.6) есть ядро, с по­
мощью формулы (6.7) находим равенство 

fto-DAz)--^ I W)dt]f®-f{*™***a,zGQ. (6.8) 
—я г 

Если точка z принадлежит некоторому замкнутому под­
множеству F области G, то правая часть (6.8) легко оцени­
вается с помощью свойств ядра Kn(t). Если же г g Г, то 
оценки интеграла (6.8) при различных условиях получаются 
в результате весьма громоздких вспомогательных построений 
[8], [9] , [12], основанных на граничных свойствах конформ­
ных отображений. Мы не будем, приводить здесь доказа­
тельств, а сформулируем лишь некоторые из результатов 
В. К. Дзядыка. 

Рассмотрим сначала случай гладкого контура Г. 
Т е о р е м а 6.1. Пусть область G ограничена гладкой кривой 

Г, причем производная у (w) непрерывна и отлична от нуля в 
замкнутой области | ш | > 1 . Если в формуле (6.7) в качестве 
ядра'(6.6) взять ядро Джексона, то получим неравенство 
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| f(2)-A.(z)l<-Vo(i, '?)[1+.ш(1,ф')1п/* 
1_ 

+ 

(6-9) 

где и)(г?,ф') есть модуль непрерывности производной •]>' (ш) 
в замкнутой области |да|>1. 

В частности, если функция /(г) имеет ограниченную в 
замкнутой области G производную, то вместо (6.9) выпол­
няется неравенство 

| / ( г)__. .( г) |<^-[1+а,(1,ф')1пя],геО . 
Далее, при тех же условиях гладкости в случае, когда 

f (г) имеет р непрерывных производных в замкнутой облас­
ти G, Обычным приемом получается оценка для наилучшего 
равномерного приближения 

:--Г1 • .../I . ^ . „ J ^ i , ^ ) ^ En(f,0)<% 1 + < o ^ , f Inn 

+ -.(1,Ф')1пл] + ^ш^>/Ы)сВ(Лф')-?}.' 
О 

В случае кусочно-гладкого контура, как обычно, для 
характеристики структуры кривой Г в окрестности точки 
гбГ вводится расстояние р (г, е) от этой точки г до линии 
уровня Г1+е, где s>0. Если E->0, то величина р(г,е) убы­
вает к нулю с различной скоростью в зависимости от поло­
жения точки г на контуре Г. 

Пусть граница Г континуума К состоит из конечного 
исла дуг с непрерывной кривизной, причем в угловых точ-

Ьках {2k} внешние углы имеют растворы {a,,it}, где 0 < а й < 2 , 
а отображающая функция ф (w) и ее первая и вторая про­
изводные в окрестностях соответствующих точек {wk} 
имеют представления 

• ф(о»)«|(|(а)А) + х10,(ш)(ш—whyu, • 
<р)(ш) — Xiv) (ш) (ay — и̂ )-**—*, v = 1,2, 

где функции (xiv) (пи)}, v—0,1,2, непрерывны и отличны от 
нуля в некоторых окрестностях точек {wk} и при этом пер­
вые две из них удовлетворяют условию Зигмунда 

• IU'v)(a'e-*)-2Xiv,(aj) + Xiv)(tee-'ft)|<cBA, v=0,l . 
Класс континуумов, для которых выполняются все эти усло­
вия, обозначим через К0- Вообще, граница континуума мо-
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жет иметь кратные точки, тогда расстояние р (г, е) опреде­
ляется неоднозначно. Поэтому для кратных точек вводится 
величина р*(г,е)----тахр(г, е), где максимум справа берется 
по расстояниям точки г до линий уровня с разных сторон. 

Простейшими примерами континуумов класса АГ0 являют-, 
с я отрезок, дуга окружности или многоугольник-

Т е о р е м а 6.2. Пусть континуум К принадлежит классу 
ЛГ'0, а функция /(г) есть аналитическая во внутренних точ­
ках континуума К и непрерывно дифференцируемая р раз 
на всем К, причем f^ (г)6.-Лр а. Тогда существует такая 
последовательность многочленов {Pn(z)}, что имеет место 
неравенство 

|Дг)-РЛг)|<4р*(г;7г) р + а ,гег. (6.10) 
Т е о р е м а 6.3. Если континуум К есть замыкание одно-

связной области G и пренадлежит классу К0, а функция f(z)— 
аналитическая в G и непрерывно дифференцируемая р раз в 
замкнутой области G, то существует такая последователь­
ность многочленов, для которой имеет место оценка 

|f (г) -Рп(г)\<С1[Р(г,±)\Ри[Р{г, 1); /(">],г'еГ. (6.1г) 
Т е о р е м а 6.4. Если в односвязной области G функция 

/ (г) представима интегралом,, типа Коши 

Г 
причем ср(С) gLip а, где 0 < а < 1 , а К&К0> то 
такая последовательность многочленов, что 
неравенство 

" '.iff-*. 

существует 
выполняется 

\f(z)~Pn(z)\<cs р - (6.12) 
Все эти результаты получаются, с помощью многочленов. 

(6.7), т. е. с помощью просуммированных, частичных сумм 
рядов Фабера. • 

Поскольку функция р(2,-) убывает с различной ско-
ростыо в правильных точках контура Г и в угловых точках в 
зависимости от внещнего угла, то неравенства (6.10) — (6.12) 
следует рассматривать как характерные результаты по проб­
леме С. М. Никольского fe комплексной области. Последние 
три теоремы допускают обращение, т. е. из неравенств 
(6.10) — (6.12) следуют соответствующие граничные свойства 
функции f(z) [ 10, 11], но эти обратные теоремы доказывают­
ся без использования рядов Фабера. 

Мы не будем формулировать другие результаты по проб­
леме С. М. Никольского в- комплексной области, ибо приве­
денные формулировки достаточно полно характеризуют за-
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дачи по этой проблеме. А что касается подробностей, то на 
эту тему опубликованы обзорные статьи В. К. Дзядыка [10— 
12], в которых излагаются не. только результаты, но и ме­
тоды оценок интеграла (6.8), а также рассматриваются мно­
гие возникающие при этом вопросы и приводится подробная 
библиография. 

• § 7. СХОДИМОСТЬ ОБОБЩЕННЫХ РЯДОВ ФАБЕРА 
В ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТИ 

Как было отмечено в § 5, сходимость и суммируемость 
рядов Фабёра в замкнутой области подробно исследованы 
С. Я. Альпером с помощью интегралов типа Коти, причем в 
доказательствах С. Я- Альпера существенно используются 
главные значения интегралов типа Коши на контуре. В на­
шей работе [39] показывается, что можно значительно сок­
ратить рассуждения в методе С. Я. Альпера, обойтись без 
главных значений интегралов типа Коши и рассмотреть бо­
лее общий случай многочленов Фабера'при весовой функции 
g(z). Приведем здесь основные результаты из этой работы. 

При изучении асимптотических свойств многочленов Фа­
бёра важную роль играет вспомогательная функция 

В работе [40] доказано, что если ГбС(/>-|-1, а), то эта 
функция непрерывно дифференцируема (р — 1) pa.3 no t в 
замкнутой области |<?|>1, причем Ft(p~l)(t, •.»)(. Up a, a по­
стоянная в условии Липшица не зависит от |,аг,|>1. При 
том же условии интеграл 

J \FW(t,w)\\dt\,\w\>l, (7.2) 

сходится равномерно относительно |~г/|>1. В частном слу­
чае, когда *>2< Э Т 0 Т Ф а к т установлен в работе [38]. 
В общем случае доказательство получается с помощью 
результатов из монографии [40], причем вместо производ­
ной по w в интеграле' (7.2) можно поставить производ­
ную по t. 

Аналогичными свойствами обладает и функция 
: /-с*..-; в>-*Й^|й?~—SS1-. м>1. м>». •-•••> 

если g (г) eW(p)H{a) (D), ибо эта функция представляется в 
виде 

100 



Пусть f(z)£CA(G), а весовая функция g (Z}QCA (D) И 
отлична от. нуля. Рассмотрим интеграл типа Коши в еди­
ничном круге 

10-1 

Обозначая этот же интеграл вне единичного круга через 
-р2 (~»), в силу формулы Ю. В. Сохоцкого получим равен­
ство 

"^iS^w-W"1, (7-5) 
Так как функция f(z)—-аналитическая в области G и не­
прерывная в замкнутой области, то при \w\ > l имеем 
формулу 

10=1 

= L C fiNKO-l fg[4>(QH.'(fl g№(»)]]'.//_ 
10=1 

10=1 

Если ГеС (1, s) и g (г) e Lip а при гбА то в этой формуле 
можно положить Н > 1 , ибо при этих условиях интеграл 
(7.6) сходится равномерно относительно |и>|>1. Далее,_ под 
знаком интеграла вместо отношения двух функций в силу 
формулы (7.5) можно поставить <p-(t), т. e. получим 

Ъ N g [Ф И ] = - i \ 9i W F (- • ™> ff) -«• (7-7> 
10=1 

Следовательно, из (7.6) при |до| = 1 имеем равенство 

-1И£[Ф<«0]-=/[?И]-2Н<$ Ti(0-*(-.<-'•*)-«• (7.8) 
1-1-1 

Отметим зависимость граничных свойств интегралов типа 
Коши fi(w) и <р2('ау) от граничных свойств функции f(z) и, 
с другой стороны, от степени гладкости контура Г и от 
граничных свойств весовой функции g(z). 

Прежде всего заметим, что если функция f (г) непре­
рывна в замкнутой области О и r*gC(1, е), а весовая функ­
ция g (г) отлична от нуля и удовлетворяет условию Лип­
шица в В, то оба интеграла типа Коши ,<р 1 (та.) и ^{w) 
непрерывны в замкнутых областях Н < 1 и |w |> l соответ-
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ственно. В самом деле, непрерывность, функции <?2(w) в 
замкнутой области \w\ > 1 следует из формулы (7.6), ибо 
интеграл (7.6) сходится равномерно при \w\>\. Далее, 
в правой части равенства (7.5) оба слагаемых непрерывны. 
Следовательно, по теореме И. И. Привалова [31] о непре­
рывности интеграла типа Коши в замкнутой области функ­
ция <р, (w) непрерывна при |да|<1. 

Нетрудно показать, что граничные свойства функции 
<Рг (~) определяются в основном степенью гладкости конту­
ра Г и граничными свойствами весовой функции g(z), а от 
граничных свойств функции /(г) зависят минимально. 
В самом деле, пусть аналитическая фурищия/(г) ограничена 
равномерно по модулю в . области G и, следовательно, 
представима в этой области интегралом Коши по своим 
угловым граничным значениям на контуре Г. Тогда при 
условиях ГбС(1, е) и g (г)бЯ(Е) (D) интеграл в формуле (7.6) 
сходится равномерно при |та|>1 и, следовательно, функция 
ср2(ги) непрерывна в замкнутой области |ти|>1. Более того, 
если ГбС(/7+1,е) и g(z)QW^p)H{s) (D), то в силу .равномер­
ной относительно \w\>\ сходимости интеграла (7.2) для 
функции E4P) (i,w,g) интеграл в правой части (7.6) можно 
дифференцировать р раз' по параметру w в замкнутой 
области |«J|>1. Поэтому функция .<р2(да) непрерывно диффе­
ренцируема р раз в замкнутой области \w\>\, в то время 
как функция /(г) лишь ограничена равномерно в области G. 
Из этого факта следует,, что граничные свойства функций 
f(z) и 9i (---О в областях G и |а)|<1 соответственно анало­

гичны, конечно, при достаточной гладкости контура Г и 
весовой функции g(z). Это довольно естественно, ибо коэф­
фициенты Фабера функции f{z) равны соответствующим 
коэффициентам Тейлора функцич «р. (та). В самом деле, учи­
тывая равенство (7.5), из формулы ,(2.9) находим 

а 1 [ f &)W(t) dl_ • [ Ф!(0 di (7п) 
r " ' UM-i 

ибо функция cp2 (w) — аналитическая в области \w\ > 1, причем 
<р2(оо) — 0. В связи с этим возникает естественная задача 
выразить остаток ряда Фабера функции f(z) через остаток 
ряда Тейлора функции ср- (w). "Сейчас мы установим несколь­
ко более общий результат. 

Пусть задана произвольная нижняя треугольная матрица 
чисел Xn.= j|X{iB)||. Будем обозначать /г-ю строку этой матрицы 
через 1{п). и введем обозначение 

1 П 

Rnfrf^-fWSWatBbfrg). (7.10) 
А..--0 
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Т е о р е м а 7.1. Если ГбС(1,е) и g{z)£H{e)(D), то для 
ВСЯКОЙ функции Дг), аналитической в области G и непре­
рывной в замкнутой области О, имеет место формула 

Я Л г . / Д ^ — ^ И ] (w )-^Х[п)а^ 
ft-=0 

+ 
+ La{wtf,\W), (7.11) 

рде гбГ и г0 = Ф(г), а для величины Д„(ш,/, Х(ге)) имеют 
место представления 

п 

K i l l . А-=0 . | < | = 1 

F(t,w,g)dt, (7.12) 

A„(w,7,^) = 
п г.(") 4" 2Й W i ^ ^ ^ f f J - S ^ r ^ I H ^ . g l U - . (7-13) 

l '1-l--

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для функции (1.4) с помощью 
(7.3) находим формулу 

En[^(w),g]^^-. [ t*F(t,w,g)dt, И > 1 . (7.14) 
K l - l 

Далее, используя (1.3) и (7.8), для величины (7.10) при 
условии, что гбГ и т = Ф,(г), имеем представление 

Rn(z,f,X{'l))^^(w)g[v(w)} + ^. \ <?1(t)F(t,w,g)dt-

п п 
-§№ т 2 4 % ^ — 2 и'Чя* [Ф и , g] = (7,15) 

А—О 

=.?[ФИ1 

А-=0 

TiH-{sum}Xin)aftr«fe 

fe-0 
+ 

+ _L С 
|(|-=1 

T I W - S ^ V * 
ft=0 

F(t,w,g)dt 

и, таким образом, формула (7.11) при условий (7.12) 
доказана. 

Далее, для доказательства формулы (7.13) сначала за­
метим, что в силу равенства (7.14) функции En[<?(w),g] 
являются коэффициентами разложения функции (7.3), т. е. 
имеем 
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. см v у Еп № (•">), g] | t |>i, N>i- (7.16) 
л=0 

Теперь, используя правую часть (7.9) вместо (7.15), получим 

/иг.М (п,)-=£[?И] т.и-З^Ч-^ 
А.--0 + 

1/1=1 *—0 1/1-=1 1-1=1 1/1=1 

и, таким образом, второе представление (7.13) остаточного 
члена доказано. 

Из формул (7.12) .й (7.13) следует, что в случае доста­
точно гладкого контура Г вопрос о скорости сходимости 
или суммируемости ряда Фабера функции f (г) в замкнутой 
области О сводится к аналогичному вопросу для ряда Тей­
лора функции <р1 (w), при этом второй интеграл типа Коши 
ср2(ву) ни в формулировках, ни в доказательствах не приме­
няется. В автореферате докторской диссертации С. Я. Аль-
пера приводится формула (7.11) при условии (7.12) в том 
случае, когда g(г) == 1. 

Приведем теперь неравенство Лебега для обобщенных 
рядов Фабера. 

Теорема 7.2. Если ГбС(1,е), а весовая функция 
g(z) отлична от нуля и удовлетворяет в замкнутой области 
D условию Липшица порядка'а>0, то для всякой функции 
/(г), аналитической в области О и непрерывной в замкну­
той области О, выполняется неравенство 

N 

f (г)-2а«5'(г'£) 
"=0 

< ClEN (f,Q) In N, геО. (7.17> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через PN(г) много­
член наилучшего равномерного приближения функции /(г) 
в замкнутой области О, и пусть 

N 
pN{z)^an{N)Bn{z,g), 

п=0 

где коэффициенты определяются по формуле 
ЗД(0] dt M-V)- 1 

2пГ J "7Ш0Г 
1/1-1 

t"tl 

Далее имеем 
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N 

/.(*)-2 «А(--.£) 
в -0 

<E.v(f,0) + 

+ 
N 

—J 2nt ) £ И> (Ol-"г+1 " ^ . - ^ ' б ^ 
"•-"- U | = l 

и остается оценить интеграл 
N Bn(z,g) 

l-l-l 5 ^"+. dzM 

В силу формулы (1.3) для этого достаточно оценить два 
интеграла 

ZJ i" 
л.~0 кГ-1 

rftl, 

/ JV <*н S 
1-1-1 

•V 
£» (-• g) 

и-о 
d*|. 

Первый из них возрастает со скоростью In N, а для оценки: 
второго применяем формулу (7.14). В результате этого по­
лучим 

,KI'=.I in=-i L«=o 
dT | й | < 

< \\F(t,™,g)\ ] 
i t i - i LiM-i 2 *" 

••=0 

d* d-. | < c2 In iV, 

и, таким образом, неравенство (7.17) доказано. В нашей; 
работе [38] это неравенство установлено при условии 
а>тт-

Рассмотрим теперь некоторые условия, при которых. 
ряды Фабера можно дифференцировать почленно в замкну­
той области О. Но сначала приведем один результат в-
частном случае, когда g"(z)==l. 

Т е о р е м а 7.3. Если ГбС(1,а), то для всякой функции. 
f(z), непрерывно дифференцируемой в замкнутой области Q„ 
имеют место неравенства 

<caEN(f,0)lnN, zQG, / (2) -2-VMz) 
л—0 • 

N 

TO-2aA(2) я-=1 
<c4E.v_i(r,G)lniV, гбО, 

ю& 



в которых постоянные не зависят от функции f (z). 
Эта теорема доказана и применяется в нашей работе 

|[40] при условии а>-—, которое здесь снимается в силу 
теоремы 7.2. 

В общем случае можно воспользоваться формулой (7.11) 
при условии 4" — Г __ 

Теорема 7.4. Если ГеС (/> + 1 . а) и g(z)eW^HW (D), 
то для всякой функции /(г.) из класса W^HW (О) сущест­
вует такая постоянная Cs, зависящая от р, Г, ^(г) и /(г), 
что при любом т: 0 < m < p имеет место неравенство 

f{m)&-%ahBim)(z,g) <-_£ii£L±_ 2Я?7 
*-*' p + QS-Я» Z k U ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что если 
ГбС(/?+1, а), а функции /(г), и g(z) принадлежат классам 
\^(р)//(а} в соответствующих областях, то аналогичными 
свойствами обладает и функция <р1 (w) в замкнутой области 
|tiy|-<:L B самом деле, дифференцируя интеграл (7.4) по w 
и одновременно интегрируя его по частям р раз, получим 
представление cpj"'^) через интегралы типа Коши, у каж­
дого из которых функция распределения по крайней мере 
удовлетворяет условшо Липшица порядка а. Следовательно, 
по теореме И. И. Привалова [31] имеем <р<>) (a^gLip а при 

Далее, в формулах (7.11) и (7.12) положим ty/-) = 1 и бу­
дем дифференцировать равенство (7.11) по г, имея в виду, 
•что w = Ф (г). Необходимая оценка первого слагаемого 
в правой части (7.11) после его дифференцирования т раз 
очевидна. А остаточный член можно продифференцировать, 
используя его представление (7.12). В результате этого 
получим интеграл 

1Л-—1 L .-=-0 . . 
Flm>(t,w,g)dt, 

который аналогично интегралу (7.2) сходится равномерно 
при |-а;|>1. Этим теорема 7.4 доказана. 

§ 8. РАСПРОСТРАНЕНИЕ НА РЯДЫ ФАБЕРА 
ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ С. Б. СТЕЧКИНА О СТЕПЕННЫХ РЯДАХ 

Формулу (7.11) молено использовать для изучения ап­
проксимативных свойств некоторых классов аналитических 
функций. i 
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Обозначим через В(р) класс аналитических.в единичном 
круге функций, для которых выполняется условиеЩр) (w)\ < 1 
при |оу|<1, и пусть 

Я « Ы = тах T i ^ ) — {sum} аь™к 

ft=-0 
(8.1) 

где {ak} суть коэффициенты Тейлора функции <?x{w). Ско" 
рость сходимости рядов Тейлора функций всего класса 5 ( р 

характеризуется величиной 
Я Л £ Ы ] = зир#«(?1). (8.2) 

где верхняя грань берется по всему классу В{р). Для этой 
величины С, Б. Стечкин [34] установил асимптотическую 
формулу • , 

' ^[В^]^1^Ш- + 0\(-^1 п>р-\. (8.3) п (п + \)Р {п+\)Р] 
ЭТОТ результат С. Б. Стечкина МОЖНО перенести с 

помощью формулы (7.11) на ряды по многочленам Фабера 
при условии g (г)= \. . ' 

Обозначим через К^р) (G) совокупность аналитических в 
области G функций, каждая из которых представима Б виде 
интеграла типа Коши 

• Г ' 

где функция tp1(ffii) принадлежит классу В(р) внутри единич­
ного круга. Докажем, что для всякой функции f{z) из 
класса К{р) (О) при условии ГбС(1, е) аналогично формуле 
i(7.8) имеет место представление 

• ' / [ Ф И Н ? г 1 > ) + й й \ 9i(i)F(t, w)dt, H = l, (8.5) 
K l - l 

в котором теперь <f\{ti)) есть не интеграл типа Коши, а 
некоторая функция из класса _3(р). В самом деле, по форму­
ле Ю. В. Срхоцкого из (8.4) имеем 

Дг)=-?1[Ф(г)] + /2(г), Z&T, 
где /2(г) есть интеграл типа Коши (8.4) вне контура Г. 
Для этого интеграла аналогично формуле (7.7) имеем пред­
ставление 

Г j | < | - 1 
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ибо в силу аналитичности функции «Р1 (t) в области |t| < 1 
выполняется равенство 

2 - S S ' T I W T ^ B B 0 ' N > 1 -
1*1=1 

Таким образом, формула (8.5) доказана. 
Если ГбС(/?+1,в) и функция срх (ш) принадлежит классу 

В{р\ то функция /(г), определяемая формулой (8.4), непре­
рывно дифференцируема р — 1 раз в замкнутой области О, 
а ее производная р-го порядка fW (z) обладает угловыми 
граничными значениями на контуре Г. Более того, нетрудно 
доказать существование такой постоянной С\(р, Г), что для 
всех функций из класса К{р) (G) выполняется неравенство 

|/(p>(Z)|<Cl(p, Г), гей. 
По аналогии с определениями (8.1) и (8.2) для функций 

класса К(р) (О) рассмотрим величины 

ЯЛЛ Г)- max 
-gr «г)-2а»Ф*(г) 

ft=-0 

где верхняя грань берется по функциям класса /<Г(р) (G). 
Т е о р е м а 9.1. Если ГбС(1, а), где а>—-, то имеет 

место асимптотическая формула 
JRnlKM ((J)]- 1 ln («- f l ) + 0 1 

(я-И)" п>р—\. (8.6) я я (п+ 1)Р 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как функция ^(w) принадле­
жит, классу .5<.-*), то из формулы (7. 13) при 4 " ) _ 1 после 
интегрирования по частям р раз находим равенство 

М--1../, 1) = ( - 1 ) " 
2JU' j 

1*1-1 
<?ip)(t)\F(i,w)-] 

A = O J op) 
Л . (8.7)" 

Поскольку у функции F(P) (t, <w) производная по t порядка 
p ограничена в среднем, т. е. аналогично (7.2) интеграл 

^lF(t,w)-\z\dt\<c2, \w\>\, 

сходится равномерно относительно |tw|>1, то, следователь­
но, интеграл (8.7) убывает со скоростью О {—р\ 
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постоянная в его оценке не зависит от конкретной функции 
91 (да).. И тогда из формулы (7.11) получим неравенство 

Rn(f, V)<Rn[B(p)] + 0 \ 
K i + i y j 

Далее, оценка интеграла (8.7) не зависит от функции 
'-?i(te;). Следовательно, имеем 

Rn[K^(G)]<Ra[B^)]+0 (п + \)Р. (8.8) 

Для получения обратного неравенства воспользуемся 
тем фактом, что, как показал С. Б.-Стечкин [34], в классе 
.б<» существует экстремальная функция ^(w), для которой 
в формуле (8.2) знак Sup можно опустить, т. е. Rn(y\) = 
= R,1[B(P)] при данном фиксированном п. Для этой функции 
н соответствующей функции /* (г) из класса /С(р) (G) с по­
мощью формулы (7.11) получим неравенство 

Rtl(r,T)>Rn[Btt»]-0 1 
|_(«-Ы)р • ] • 

в левой части которого можно поставить величину 
•Rn[K{p)(0)]- Следовательно, учитывая (8.8), находим равен­
ство 

Rn[K^40)]=Rn[B^] + о [-----̂ ----з 

из которого в силу (8.3) и следует формула (8.6). 
В общем случае, когда весовая функция g(z)QHW(p) 

отлична от нуля, можно рассматривать класс K<~p)(G,g) 
интегралов типа Коши 

гл.4 1 С Ф.[Ф(Е)] dj , 26G. 

Из формулы (7.11) следует, что если здесь вместо (8.1) 
ввести обозначение 

Rn(f,g)= max 
-6Г 

1 
г О) f («)-2 аьвЛг>ё) 

- А - О J 

то для величины 
Rn[I<M(0,g)]~SupRn(f,g) 

получим асимптотическую формулу (8.6). 
При несколько больших ограничениях на Г формула (8.6) 

•опубликована в нашей работе [39]. 
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§ 9. МНОГОЧЛЕНЫ ФАБЕРА—УОЛША 

В 1958 г. Дж. Уолш [57] обобщил многочлены Фабера на 
тот случай, когда множество К, состоит из нескольких изо­
лированных частей. В последующем это обобщение Уолша 
было рассмотрено в работах П. Я- Киселева [18] — [19]. 
В настоящем параграфе мы рассмотрим, некоторые свойства 
ЭТИХ многочленов Фабера—Уолша. 

Пусть замкнутое множество К состоит из конечного числа 
q непересекающихся континуумов (<ь К2, • • •, Kq, каждый из 
которых ограничен, содержит более одной точки и не разби­
вает плоскость. Тогда дополнение D. всего множества К есть 
q связная область, содержащая точку z= со. 

Предположим, что на плоскости w заданы q различных. 
точек а,у,аг,...,а(1 и система положительных чксел тг,т*,.. 

я 
.••,mq такая, что 2 mk — \. Имея в виду главные значения, 
введем функцию ч 

и (w) = (та- — a!)"1» (w — й2}";-... (та — aq)mq. (9.1) 
Дж. УОЛШ [57] доказал, что^из чисел {ак}\ можно соста­

вить такую последовательность {а,.} ,̂' что на любом замк­
нутом множестве F, не содержащем точек {а,,}, имеет мес­
то неравенство 

0 < С 1 < | ( Ю — И 0 ^ — ^ . ( ^ - с с п ) | < с 2 < о о / ( 9 > 2 ) 

Далее, обозначим через тю = Ф(г) функцию, отображаю­
щую конформно и однолистно область D при условиях 
Ф(оо) = оо и Ф'(оо)>0 на область 2, для точек которой 
выполняется неравенство |й(та/)|>1, и пусть г----•!> (та») есть 
обратная функция. Дж. Уолш доказал, что такая функция 
существует. Как обычно, через TR обозначим прообраз при 
отображении та/--= Ф(г) линии тд, на которой |и(-г.у)|=^>1. 

Для последовательности {ak}, удовлетворяющей условию 
(9.2), определяются многочлены 

un(w) = (w — a.l)(w — a.2)...(w — an). (9.3) 
Многочлены Фабера—Уолша {Aa(z)} можно определить 

аналогично формулам (0.1) и (0.4) как коэффициенты разло­
жения 

' ^ Г - 1 , . ^ . «**. • * » . (9.4) 
которое сходится равномерно внутри 2 в силу неравенства 
(9.2) и известных результатов об интерполяционных рядах 
ПО , ° ; 



[42], ибо левая часть (9-4) при фиксированном Z&K есть. 
аналитическая функция при w&i. 

Из формулы (9.4) следует, что всякая функция f(z),. 
аналитическая на всем К, разлагается в ряд Фабера— Уолша. 

00 

/ ( г ) - 2 anAn(z), zeK, (9.5). 
п~о 

сходящийся равномерно на К, причем коэффициенты этого> 
разложения определяются по формуле 

fl 1 ( » й и > 1 . (9.6), 
п 2пО un+l{t) ' s^ , ч ' 

Аналогично простым рядам Фабера (0.2), разложение (9.5) 
получается из интегральной формулы Коши с использова­
нием разложения (9.4), ибо функция f(z), будучи аналити­
ческой на К, является фактически аналитической в некото­
рой сумме областей GH, где Я=1+е>1 . 

Можно рассматривать более общий случай, когда функ­
ция f (z) — аналитическая в области (или в сумме областей) 
GR, где R — любое, большее единицы число, В этом случае 
ряд Фабера—Уолша (9.5) сходится равномерно внутри GH. 

Из разложения (9.4) для многочленов Фабера—Уолша 
следует интегральное представление 

УН Г Я •' -

Далее, поскольку функция и„[Ф(С)] является аналитичес­
кой в области G#\K, то из (9.7), аналогично (1.3) и (1.4),. 
имеем формулу ' 

An(z) = un[®(z)] + En(z), zqD, (9.8). 

С помощью неравенства (9.2) из (9.9) находим оценку 
Щп(г)\<СьШ+*У, zeFcD, (9.10) 

где F — замкнутое подмножество области D. Следователь­
но, для многочленов Фабера — Уолша имеет место двусто­
роннее неравенство 

с4 |ц(г) |"<|А„( г)1<^И|л ,геГ^ • (9.11) 
в котором постоянные завгсят от 7?>1. \ 

Конечно, оценку (9.10) остаточного члена в формуле 
(9.8) можно значительно улучшить, если известны некото-

. . . i l l 



- рые граничные свойства отображающей функции &(w). 
В частности, если для отображающей функции выполняет­
ся условие (5.3), то последовательность {Eft(z)) сходится к 
нулю равномерно в замкнутой области D. Если же, кроме 
того, у (W)QW{P)H(CC) (й), то для многочленов Фабера —Уол­
ша имеют место аналоги формулы (1.5) и неравенства (1.6). 
A что касается неравенств (9.10) и (9.11), то они имеют 
место в самом''общем случае безо всяких ограничений на 
граничные свойства континуумов, составляющих замкнутое 
множество К-

Пусть задана произвольная последовательность - комп­
лексных чисел {ап}. Рассмотрим ряд по многочленам Фабе­
ра—Уолша 

со 

S-VM-O- (9-12) 
л=0 

Если для величины I, определяемой формулой (3.2), выпол­
няется условие 1<1, то в силу неравенства (9.11) ряд 
(9.12) сходится абсолютно и равномерно внутри области, 
О л, ограниченной контуром VR, где ^ — - > 1 , и расходится 
вне этого контура. Более того, при условии I < 1 на ряды 
(9.12) нетрудно перенести некоторые теоремы о граничных 
свойствах степенных рядов. 

Если же 1=1, то вопрос является более сложным и его 
решение зависит от того, какими свойствами гладкости об­
ладают границы континуумов, из которых состоит множест­
во К.. Но в целом вопрос решается аналогично тому, как это 
рассмотрено в § 3. 

Можно рассматривать случай, когда функция /(2) — ана­
литическая на множестве G внутренних точек К. и, напри­
мер, непрерывная на всем К. Предположим, что в формуле 
(9.1) числа mi, 1112, ...,mq — рациональные, например, пусть 
.mi = m2= ...~mq— - . Тогда кривая yR есть лемниската 
при любом R. В этом случае мы можем по формуле (9.6) оп­
ределить коэффициенты Фабера—Уолша функции f(z) и 

• рассматривать условия сходимости ряда Фабера—Уолша 
внутри каждой из компонент открытого множества G. Для 
получения конкретных формулировок надо делать различные 
предположения о гладкости границы каждого континуума, из 
которых составлено множество К-

Далее, если для отображающей функции выполняется ус­
ловие 

VI 
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то на ряды Фабера—Уолша переносятся некоторые из ре­
зультатов С. Я. Альпера. Приведем конкретные формули­
ровки из работ П. Я. Киселева [1'8] и [19]. 

Т е о р е м а 9.1. Если выполняется условие (9.13), а функ­
ция / ( г ) аналитическая на множестве Q внутренних точек 
и непрерывная на всем К, причем на К она удовлетворяет 
условию Липшица порядка а, то имеет место неравенство 

п 

- |/(*).-2-ъ-МгО|<---^-*ек. 
й-=0 п 

Т е о р е м а 9.2. При условиях теоремы 9.1 имеет место 
оценка 

it-

/(г)-2 аАя)А'ь<?) 
ft-0 

где {pi }—коэффициенты суммирования Джексона. 
В заключение параграфа заметим, что и здесь можно 

ввести весовую функцию g{z), аналитическую в области 

§ 10. РЯДЫ ФАБЕРА-ЛОРАНА 

Поскольку ряды по многочленам Фабера являются неко­
торым обобщением рядов Тейлора на случай произвольной 
односвязной области, то естественно поставить вопрос о по­
строении аналогичного обобщения ряда Лорана на случай 
произвольной двусвязной области. Такое обобщение было 
указано в работе Тица [56], а более подробное . изучение 
этой конструкции провел Г. С. КОчарян [20]. 

Пусть двусвязная область'S ограничена внешним конту­
ром Г и внутренним SS, причем оба контура — спрямляемые и 
жордаиовы кривые. Предположим, что внутренность В кон­
тура SB содержит начало координат и обозначим через 
да----/7(г) функцию, которая отображает конформно и одно­
листно область В на область |да|>1 при условиях F(0) = oo 
и lim£E(2)>0. Тогда для этой функции в окрестности, ну-

г-*0 
ля имеем разложение 

F(2) = 7 + a - + a l 2 + - - - + a A g f t + 
ВОЗВОДЯ эту функцию в степень п, получим 

[E(£)]"=En(l)-E„(z), гб-S, (10.1) 

где через En(—) обозначена сумма по отрицательным сте-
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пеням г, а.слагаемое En{z) содержит неотрицательные сте­
пени и, следовательно, является функцией, аналитической 
в области В. 

Если точка z расположена вне контура 55, то при 
интегрировании в положительном направлении по 53 имеем' 
формулу 

где функция cp(ffi)) есть обратная к F (г). Из этой формулы 
следует разложение 

. ф ^ - — 2 / п Й ^ . N > I . * 6 C * (io.2> 
которое можно, было бы принять в качестве определения 
системы многочленов |Frj(y)f. 

Пусть теперь задана функция f(z), аналитическая в 
области 2 и, например, непрерывная в замкнутой облас­
ти й. Тогда эту функцию можно представить в виде 

'®-ш№*-шШл'г6й' (1аз> 
Г S3 

где оба интеграла взяты в положительном направлении. 
Теперь задача заключается в том, чтобы 'первый интеграл 
в (10.3) разложить по многочленам Фабера {Фп(г)}, а вто­
рой—по многочленам jFn(y)f- Предположим, что обе кри­
вые Г и S3 принадлежат классу С (2, а). Тогда разложения 
(0.1) и (10.2) сходятся равномерно по |,да|----1 . и z£FcQr 
где E —замкнутое подмножество области Q. Следователь­
но, .из. (10.3) имеем 

J Ч ' 2ш J т|)(ш)— г 2я[ J ф(ю) — г 
• |К1|-"1 \Ш\-=1 • 

со со 

= 2 «»Фп(г) + 2 bnFn (\\ гб2. (10.4) 

где коэффициенты.первого ряда определяются по формуле 
(0.3), а второго —по формуле 

У" 2ш Л-7 (Dj"+1 2ЯО 1-"-+-

Можно рассматривать случай, когда функция / (г) ана­
литическая вне контура -5? и равна нулю в бесконечности.. 
Тогда в разложении (10.4) первого ряда не будет. 
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Далее, не представляет труда оценить функцию Еп(г) 
из формулы (10.1) и получить асимптотические представ­
ления для многочленов |F„ f—-H вне области В при тех же 
условиях и с такими же оценками остаточного члена, как 
это изложено в § 1. Наконец, можно ввести весовые 
функции для обоих систем многочленов и сформулиро­
вать для ряда (10.4) аналоги всех результатов, изложен­
ных в § 2. Но мы, конечно, не будем это проделывать, ибо 
это не' представляет трудностей. Приведем лучше форму­
лировки непосредственно из работы Г. С. Кочаряна [20], 
в которой на ряды (10.4) переносятся некоторые из резуль­
татов С Я. Альпера. 

Т е о р е м а 10.1. Если аналитическая в двусвязной об­
ласти J2 функция /(г) непрерывна в замкнутой области 2 
и удовлетворяет условию Липшица порядка а, а для кри­
вых Г и S3 выполняется условие (5.2), то имеет место не­
равенство 

/ ( г ) - 2 а / В Д - Е № 
/.=0 ft=-l 

<£i!™ г е 5 . . (10.5) 

Т е о р е м а 10.2. При условиях теоремы 10.1 для "сред­
них арифметических частичных сумм рядов (10.4) справедли­
ва оценка 

/ (г) - 2 М/г>ф/Лг) ~ _ M">F, 
ft=-0 . • /.--I 

<.-£,-s6S. (10.6) 
я' 

В частном случае, когда кривые Г и -SB совпадают,, 
функция f (г) может быть только непрерывной на этой 
кривой, а ряд (10.4) можно рассматривать как обобщение 
ряда Фурье. При условии (5.2) неравенства (10.5) и (10.6) 
в этом случае сохраняются, если только комплексная 
функция /(г) удовлетворяет на контуре Г условию Лип­
шица порядка а. 

§ 11. РАЦИОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ ФАБЕРА-ДЖРБАШЯИД 

В 1957 г. М. М. Джрбэшян [6] для произвольного огра­
ниченного континуума К, со связным дополнением ввел сис­
тему рациональных функций, которая является обобщением 
многочленов Фабера в том смусле, что полюсы этих функций 
вместо бесконечности расположены на заданной последова­
тельности точек {2/.} из области D, причем если, в частности, 
все эти точки сосредоточены в бесконечности, то указанная 
система обращается в систему многочленов Фабера. В по­
следующем эти рациональные функции и.зучали'сь в другой 
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работе М. М. Джрбашяна [7], а также в работах Г. Ц. Ту-
маркииа [41], Г. С. Кочаряна [21] и A. M. Лукацкого [25, 
26]. В настоящем параграфе кратко излагаются основные 
свойства рациональных функций Фабера—Джрбашяна. 

Пусть последовательность точек {z-j} расположена в об­
ласти D. Тогда конформное отображение до = Ф(2.) опреде­
ляет последовательность точек внутри единичного круга 

-*--=, А=0,1,.2, . . . (П.1) 
Ф (Zft) 

Рассмотрим систему функций Такенака —Мальмквиста 

I—a-». 1— anw - - 1 — a/-ti" ak 
ft-0 

/г==1, 2, 3, . . . (11.2) 
ДЛЯ ЭТИХ функций выполняется условие ортонормирован-

иости 
~]fn(w)^Jwj\dw\ = b„in, (11.3) 

и ряды по ним являются некоторым обобщением степенных 
рядов [7, 42]. 

Обозначим через Mn(z) сумму всех главных частей и 
постоянных в лорановских разложениях функции ?п[Ф(г)] 
в окрестностях точек [zk}%. Эту сумму можно представить 
в виде 

М .Y.=. -Яий 
, W (z-z0)(z-zl)...(z-~zn) ' 

где Qn(z)~некоторый многочлен. В силу этого определения 
имеем формулу 

M^)^^f^-dr,,z&0R. •• (ПЛ) 

ПОЛЮСЫ {г,.}, вообще, могут приближаться к границе Г 
континуума К, но во .многих формулировках на скорость 
этого приближения налагается услозие 

СО 

2(1-К1)= + оо- (п.б) 
Л-.0 

Предположим, что континуум К. есть замыкание одно 
связной области О со спрямляемой жордановой границей Г 

Тогда для всякой функции /(г), аналитической в области О 
и непрерывной в замкнутой области О, можно определить 
коэффициенты Фабера—Джрбашяна 
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*»-5Й5 тъ\Рт%Ш-*. (И .6) 

и рассматривать условия, при которых имеет место разло­
жение 

f(z)=>^anMn(z), геО. 
Я - О 

3 работе М. М. Джрбашяна [6] доказано, что если 
2л 

lim \\y {rei0)\4Q < оо, 
г—>1+0 о 

(П.7) 

(11.8) 

то при условии (11.5) разложение (11.7) имеет место. 
Дальнейшие результаты о рядах Фабера —Джрбашяна 

были получены Г. С. Кочаряном [21]. Приведем основные 
из них. 

Пусть граница Г области О удовлетворяет условию 
(5.2), а функция / (г ) , будучи аналитической в области О, 
удовлетворяет в замкнутой области G условию Липшица 
порядка а. Тогда при условии (11.5) имеет место неравенство 

Д--)-2а"-^*(г> 
л=о 

< 

< С 1 i+*+in-»2(-—м-1. 
. * = 1 

[gine„|i<*, zeG, (И.9) 
где-

1 + _(1- Ic6f t l ) 
А — 1 . 

Молено рассматривать случай двусвязной области и ана­
логично § 10 ввести вторую систему рациональных функций, 
полосы которых расположены во внутренней компоненте 
дополнения. 

Пусть {Сй} есть последовательность точек из внутренней 
компоненты G- дополнения двусвязной области О. Будем 
считать, что внутренняя граничная кривая Г0 спрямляема 
и жорданова. Обозначим через w = l.(z) функцию, которая 
отображает конформно и однолистно область- G0 на единич­
ный круг |ге>|<1 при некоторых условиях Ца)-=0и Х'(а)>0, 
и пусть г =- ф- (w) есть обратная функция. Введем точки {13й}, 
удовлетворяющие аналогично (11.1) условию 1 = РАЦЧО. н 
соответствующие им рациональные функции 
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Я - 1 

T1V ' 1-Р..И T " V / 1 - M ft==1 1—M Рй '• 
/ 1=2 ,3 , . . . 

Так как |Pft|>1, то эти функции имеют полюсы внутри еди­
ничного круга. Нетрудно доказать, чго они удовлетворяют 
условию ортонормированности (И.3). Обозначим через Nn(z) 
сумму всех главных частей и постоянных в лорановских 
разложениях функции ДДЦгГ] в окрестностях точек {tft}™-
Тогда при условии "" 

для всякой функции /0 (г), аналитической вне контура Г 0 
и непрерывной в замкнутой области, имеют место аналоги 
разложения (11.7) и неравенства (11.9). 

Если же функция /-(г) —аналитическая в двусвязной 
области G и непрерывна в. замкнутой области, а обе гра­
ничные кривые удовлетворяют условию (11.8), то- имеет 
место разложение 

DO 0O 

/ (г) - 2 акМ„ (г) + S bkNk (г), гбС 
' ft-0 ft-l 

причем .при соответствующих дополнительных' предположе-, 
ниях этот ряд сходится равномерно в замкнутой области 
и для него имеет место аналог неравенства (И.9). 

В работе Г. С. Кочаряна [21] отмечается, что если обе 
граничные кривые удовлетворяют условию (11.8) и, кроме 
того, выполняются условия (11.5) и (11.10), то имеют место 
разложения 

^i"-w2^{i)Mn(z). zeo, н>1, 

%(w) =5в-тгг2 ^(:=гК(г), 06GO, н<1. 
t -])0(ay)-z (« - \ w 

Существенные результаты о рядах Фабера—Джрбашяна 
получил Г. Ц. Тумаркин [41]. Он несколько видоизменил 
определение этих функций и получил теорему о разложе­
нии при более обших условиях. . • -

Обозначим через Мп[г\ •---) сумму всех главных частей 
и постоянных в разложениях функции ср„ [Ф(г)]у Ф' (г) в 
окрестностях точек {гк}'01. 
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Теорема ИЛ. Если односвязиая'область О ограничена 
спрямляемой жордановой кривой V и выполняется условие 
(10.5), то всякая функция /(г), представимая в области О 
•интегралом типа Коши — Лебега 

f^-ы^тВ-^ *eG, (ii.li) 
Г 

где функция- распределения удовлетворяет условию 
, $||Г(С)|-|Л|<оо. 

г 
разлагается в ряд Фабера—Джрбашяна 

с» 

/ (2)=2-VHzfz; j ) , геО, (11.12) 
я=0 ^ ' 

сходящийся абсолютно и равномерно внутри G. 
Теорема 11.2. Если вместо (11.5) выполняется условие 

00 

2(--К1)<". . (П.13) • 
/.-=0 

то для равномерно сходящегося внутри области G разложе­
ния (11.12) необходимо и достаточно, чтобы среди различ­
ных представлений функции f(z) в виде интеграла типа 
•Коши—Лебега (11.11) нашлось такое, в котором функция 
распределения g(t,) почти всюду на Г совпадает с угловыми 
граничными значениями некоторой мероморфной в области 
В функции ограниченного вида F{z), обладающей тем свой­
ством, что классу F2 в области D принадлежит произведение 
•F(г)В (г), где 

В(г)--ехр - | ^ ( г , J , 

л &{z, гк) есть комплексная функция Грина области D. 
Эти результаты распространяются Г. Ц. Тумаркиным на 

многосвязные области и рассматриваются многие другие 
вопросы, связанные с рядами Фабера—Джрбашяна. 

В 1967 г. вышла большая работа М. М.. Джрбашяна [7], 
в которой ряды вида (11.12) снова обобщены и подробно ис­
следованы, причем все результаты приведены с полными до­
казательствами. Работа М., М. Джрбашяна состоит из четы­
рех параграфов. В § 1 исследуются ортогональные системы 
•функций Такенака—Мальмквиста (11.2), условия сходимости 
рядов по этим системам, вопросы представления аналити­
ческих в единичном круге функций рядами по функциям 
(11.2), причем'результаты рассматриваются при условии 
полноты (11:5) и при условии неполноты (11.13). 
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Далее, в § 2 рассматривается система рациональных 
функций {Mn(z; s)}, обобщающая систему Шя(г; ---•]}• в том 
смысле, что здесь каждая функция Мп (г; s) является суммой 
всех главных частей и постоянных разложения произведения 

?Я[ФШФ'(г)]-. 0 < 5 < 1 , 
в окрестностях точек {гй}£. 

Будем говорить, что спрямляемая жорданова кривая Г 
принадлежит классу Us, где 0 < s < l , если выполняется 
неравенство 

J |Ф' (г)|2---.|«fe| = \ | f (e«)|2(i-*) dQ < оо. 
г * о 

При этом условии для функций {Мп (г; s)} устанавливается 
некоторый аналог интегрального представления (11.4). 

Т е о р е м а П.З. Если Гб-Uj, то при любой последова­
тельности {zk} из D выполняется условие 

со 

2 |M„(z; s)[-<oQ, ZQO. 
и-=0 

A если последовательность {zk} удовлетворяет условию 
(11.13), то имеем 

2 
где 

M»(z;s)*<oo,zeD, В [Ф (г)] 

В § 3 рассматриваются условия СХОДИМОСТИ рядов по 
функциям Фабера—Джрбашяна. Здесь излагается, на наш 
взгляд, основной результат работы М, М. Джрбашяна. 

Теорема 11.4. Если TQUS, то для всякой последова­
тельности комплексных чисел {ск}, удовлетворяющей условию 

со 

2м2<°°. (ил4> 
ряд по функциям Фабера—-Джрбашяна 

со 

YiCkMh{z;s) (11.15) 

сходится абсолютно и равномерно внутри области О, а его 
сумма /(г) представший в виде интеграла типа Коши 
120 



Кг)=.4$-Ф'<<•>]* 2 Н ? л , . (П.16> 
г 

где функция g0(C) суммируема с квадратом на контуре Г. 
Теорема 11.5. Если TQUS И выполняется условие 

полноты (И .5), то любая функция f(z), представимая по 
формуле (11.16), разлагается в ряд вида (11.15), сходящий­
ся абсолютно и равномерно внутри области G, причем коэф­
фициенты разложения удовлетворяют условию (11.14). 

В работе М. М. Джрбашяна рассматриваются также дру­
гие случаи сходимости ряда (11.15) в области G. 

В § 4 ряды Фабера—Джрбашяна подробно исследованы 
при условии неполноты (11.13). 

Дальнейшие результаты о рядах Фабера—Джрбашяна 
принадлежат А. М. Лукацкому [25, 26], который подробно 
рассмотрел случай s = l. 

Для любой функции т(да), заданной на окружности 
]да| = 1 и принадлежащей там классу SSr, где /г>1, опреде­
ляется функция 

«-)-•» .-Щ5. «--•. <"•••> 
| -и |=1 

которая является аналитической во внутренних точках кон­
тинуума К, даже если граница Г этого континуума — не-
спрямляемая кривая. 

Т е о р е м а 11.6. Если К — ограниченный континуум со 
связным дополнением и выполняется условие (11.5), то вся­
кая функция f(z), представимая в виде (11.17), разлагается-
в ряд Фабера—Джрбашяна 

00 

/ (г)-= 2---M-.(«.-). 26G, (HA8) 
пр­

еходящийся равномерно внутри множества О, причем коэф­
фициенты разложения определяются по формуле 

Т е о р е м а 11.7. Если континуум К есть замыкание 
односвязной области со спрямляемой границей Г, то при. 
условии (11.5) разложение (11.18) имеет место для всякой 
функции /(г), пред ставимой в виде интеграла типа Коши. 
(11.11), функция распределения которого удовлетворяет 
условию g [ф"(w)] у (w) £gr, где г > 1. 

Интересно отметить, что при условии полноты (11.5)» 
имеет место разложение 
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Если же выполнено условие (11.13), то имеем 

1 1-. ._ • . 1 7 1 2лж(*:1)-Ыт+-Й? 
где введены обозначения 

5 (w) = 11 т~= 777. 

Этц два разложения при других условиях отмечались и в pa-
ботах М. М. Джрбашяна и Г. Ц. Тумаркина. 

Т е о р е м а 1Д.8. Если К—произвольный ограниченный 
континуум со связным дополнением и выполняется условие 
(11.13), то разложение (11.18) имеет место для всякой 
'функции f (z), представимой в виде 

причем коэффициенты разложения определяются по той же 
формуле (11.19). 

Т е о р е м а 11.9. Если К есть замыкание односвязной об­
ласти со спрямляемой жордановой (границей .и выполняется 
условие (11.13), то для разложения ,(11.18) необходимо и 
достаточно, чтобы функция f(z) имела представление в виде 
интеграла типа Коши, в котором функция распределения 
.£(£) почти всюду на Г совпадает с угловыми граничными 
значениями извне Г мероморфной функции вида 

д [Ф EH Ф'00 F \ 1 1 9(.п 
Ф(г) 1®(г)У с ' 

где F(w) — некоторая функция класса Нг. 

§ 12. БАЗИСНЫЕ СИСТЕМЫ ФАБЕРА-ЕРОХИНА 

Если функция f(z) —аналитическая на континууме К, то, 
как это показал еще Фабер [49], имеет место разложение 

, 7 ( г ) - 2 я » < М г ) . - геК, (12.1) 

-причем это разложение сходится абсолютно И равномерно 
.внутри области QR, в которой f(z) является аналитиче-
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ской. Из результатов § 3 следует, что ряд (12.1) расхо" 
дится вне контура Г.->, если даже на этом контуре функция 
/(2) имеет единственную особую точку. В этом смысле 
ряды (12.1) вне континуума К полностью аналогичны сте­
пенным рядам, только роль окружностей здесь играют 
лиНиИ Гд. 

Б. A. Вострецов и А. В. Игнатьева [4] установили, что 
если аналитическая в области Оц функция f (г) ограничена 
там по модулю равномерно, т. e. | / (г) | < M (/?) при Z^QR, 
то имеет-место неравенство 

я 

/(г)-2айФА(г) 
k=a 

где с1 и V —абсолютные постоянные, причем v<4. 
Таким образом, скорость сходимости ряда Фабера на 

континууме К зависит от области аналитичности QR функ­
ции /-(г), причем эта зависимость такова, что, если /(г) — 
аналитическая в гораздо более широкой области Q, огра­
ниченной контуром 55, имеющим с Гд хотя бы одну общую 
точку, которая является особой точкой функции f(z), то это 
обстоятельство — аналитичность функции f(z) в более широ­
кой области Й — не улучшает скорость сходимости ряда Фа­
бера (12.1) на континууме К. В связи с этим была постав-/ лена задача о построении.такого базиса, который обеспечи­
вал бы большую скорость приближения на К, если функция 
f(z) является аналитической в боле.е широкой области Q. Та­
кие базисные системы были найдены В. Д. Ерохиным [13]. 
Поскольку эти системы являются обобщением1 многочленов 
Фабера и даже в одном случае получаются из последних 
подстановкой с помощью некоторого конформного отображе­
ния, то мы будем называть их системами Фабера—Ерохииа. 
• Построение В. Д. Ерохина основано на одном весьма ин­
тересном вспомогательном результате из теории конформных 
отображений. 

Предположим, что односвязная область Q ограничена 
замкнутой линией S3 и содержит внутри себя к онтинуум К. 
Рассмотрим двусвязную область Q0 = Q\K, ограниченную 
внешней линией S3 и внутренней Г. Как известно, сущест­
вует однолистное конформное отображение . 

да = Ф0(г), zeQ0, (12.3) 
которое переводит область 20 в кольцо 1 < | w | < р0, где р0 
определяется конфигурацией области 20. Введем обратную 
функцию 

z = %(w), 1< |ад |< Р о . (12.4) 
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Вспомогательный результат о конформных .отображениях 
оформлен B. Д. Ерохиным в виде основной леммы, которая 
далее рассматривается в двух вариантах. Здесь мы изложим 
эти два варианта отдельно, ибо хотя они аналогичны, но не 
зависимы, и с помощью их получаются два различных обоб­
щения рядов Фабера. 

Первая лемма B. Д. Ерохина. Для двусвязной области 
Qo существуют две однолистные функции Е,=-Ф1(2.) и да — 
= Fi(£), обладающие следующими свойствами: 

Г Функция С = Ф1(г) однолистна вне контура Г и ото­
бражает область D на некоторую область Du причем кон­
тур Г переходит в границу Г1 этой области Д и кривая 
S6 — B некоторую кривую £Ви а в окрестности бесконечно 
удаленной точки имеет место разложение 

С = Ф-(г) = 6г + £0 + - ^ + ! - - + . . . . (12.5) 

2. Функция •.w.= E1(C) отображает однолистно внутрен 
ность 21 кривой SSX на круг | -зуf<p0> причем контур Г1 ока­
зывается при этом отображении линией уровня и переходит 
в окружность |-ю | .= Г 

3. С помощью этих двух функций отображение (12.3) 
представляется в виде суперпозиции 

«у-=Ф0(г)=-/г
1[Ф1(г)], г&0. (12.6) 

4. Если ввести'обратные функции А —E - 1 и (Ь1 = ФГ1, то 
для функции (12.4) получим представление 

z-toW = ti^iH]. КМ<р0. (12-7> 
Таким образом, в этой лемме В. Д. Ерохина фактически 

доказывается, что конформное отображение любой двусвяз­
ной области £2о на кольцо можно составить как суперпозицию 
(12.6) двух однолистных функций, каждая из которых осу­
ществляет отображение односвязной области. Причем основ­
ное содержание леммы заключается в том, что отображение 
(12.6) переводит фактически произвольную кривую Г в кри­
вую Г1, которая является линией уровня второго отображе­
ния w = F1(t). Заметим, что функция (12.5), вообще говоря, 
отлична от функции т = Ф{г), отображающей область D на 
дополнение единичного круга. 

Вторая лемма В. Д. Ерохина. Для двусвязной области 
Qo существуют две однолистные функции £, — Ф2(г) и да = 
—F2(£), которые обладают следующими свойствами: 

1. Функция С Ф2 (г) однолистна в области 8, ограни­
ченной кривой -5?, t отображает эту область на некоторую 
область 22. огран i < енную линией &2, причем контур Г пере­
ходит в некотору кривую Г2. 
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2. Функция w = F2(Q отображает однолистно внешность 
Д> контура Г2 на дополнение единичного круга | w \ > 1, 
причем кривая 3>г оказывается при этом отображении ли­
нией уровня и переходит в окружность | до | ==--р0, и, кроме 
того, в окрестности бесконечно удаленной точки имеет 
место разложение 

' ~ - E 2 ( i ; ) - a i ; + a 0 + ^ + - p . - + . . . (12.8) 
3. С пэмэщуо этих 'двух функций отображение (12.3) 

представляется в виде суперпозиции 
™ = Ф0(г) = ^[Ф2(г)], ZGS-- (12.9) 

""'^4. Если ввести обратные функции X —Ef1 и (Ь2=-=ФГ1, то 
для функции (12.4) получим представление 

г - ^ И — ' Ы ^ И ] , 1<М<Ро- (12.10) 
Здесь, во второй лемме В. Д. Ерэхина, важным является 

то, что существует такое-отображение С — Ф2(г), при ко­
тором кривая $&, заранее заданная произвольным образом, 
переходит в лини .о уровня 35, второго отображения 
•a;.-E2(Q. 

Доказательства этих предложений изложены в работе 
В. Д. Ерохина [131. 

Рассмотрим теперь функцию /(2), аналитическую в обла­
сти Q. Суперпозиция /[ф0(a1)] есть аналитическая и одно­
значная функция в кольце 1<|те>|<р0. Следовательно, 
имеем разложение Лорана 

СО 

/[toHl== 2 -V-еЛ 1 < М < Р о , (12.11) 
" . = • — С О 

в котором коэффициенты определяются по формуле 

<Ь-1ЙГ \ f]WL^' 1<КРо- (12Л2) 
|а)|=р 

Далее из формулы (12.11), полагая в ней ш=-Ф0 (г), по­
лучим разложение ' 

" со 

f<X>- 2 сп[Фа(г)]% z£Q0, (12.13) 
п=—оо 

сходящееся абсолютно и равномерно внутри двусвязной 
•области 20=aQ\К. Обозначим через Ср прообраз окружности 
|ш| = р, где 1<р<р0> при отображении (12.3), а через 
-2Р — внутренность контура Ср. Тогда формула 

¥ " < г ) - Й [ т ? Л ' г е ^ "—°> ----• ±2> • • • (12Л4) 
. ср 
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определяет систему функций, аналитических в области Q, 
ибо на континууме К эти функции являются интегралами 
типа Коши. 

Из формулы Ксши с помощью разложения (12.13), ис­
пользуя обозначения (12.14), сначала для ziQp, а затем; и 
для zQ Q находим L 

Ср «= -оо Ср 

60 

= 2 <Л( г ) . zeQ. (12.15) 
П.=.— 00 

Нетрудно видеть,, что функции (12.14) являются обобщени­
ями многочленов Фабера для'континуума К. В самом деле, 
мы до сих пор считали, что кривая.'.2, ограничивающая 
область Q, есть произвольная жорданова кривая. Рассмот­
рим теперь частный случай, когда кривая $е есть линия 
уровня Гр„ при отображении а'=-Ф(г) области D на допол­
нение единичного круга, т. е. функция Ф0(г) аналитически 
продолжается на всю внешность контура Гр„ и имеет мес-
то равенство 

Ф0(г)вФ'(г),'ге.О. 
Тогда из (12.14) находим тождества 

¥л(г)^Ф„(г). "=0 ,1 ,2 , . . . , 
¥ я ( г ) - 0 , . я - = - 1 , - 2 , - 3 , . . ; 

Следовательно, в этом частном случае разложение (12.15) 
становится рядом Фабера аналитической функции /(г). '•• 

Рассмотрим теперь первую базисную систему Фабера — 
Ерохина. Мы сейчас докажем, что функций (12.14) при не­
отрицательных п образуют базис в'пространстве функций.. 
аналитических в области 2, т. е. для каждой функции из. 
этого пространства имеет место разложение 

со 

/ ( г Н 2 а Л < г ) , г е а , - (12.16) 

сходящееся абсолютно и равномерно внутри Q, причем 
коэффициенты разложения определяются, конечно, не по 
формуле (12.12), а несколько иным способом. 

Пусть И (w) есть функция, аналитическая в круге 
Н<Ра- Образуем интеграл типа Коши в области Q 

Для этой аналитической функции рассмотрим интеграл 
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где функция C=X1(.zt)) отображает круг |да|<р0на область 
21 таким образом, что окружность f-oe.») --=-= 1 переходит в кон­
тур Г1 на ПЛОСКОСТИ С. Мы сейчас докажем равенства. 
Л'И—HH. 

В силу теоремы Ю. В. Сохоцкого из (12.17) имеем 
/ ( г ) = Я [ Ф 0 ( г > ] + А ( г ) , «е20> 

где /1(2) —аналитическая функция вне контура Г, опреде­
ляемая интегралом типа Коши (12.17) при условии, что z 
находится вне контура Ср. Замена 2 ==-Ж0 (/) приводит это* 
тождество к виду 

/[%(0]—я(г)+/Чад]\ К К К Р О -
Далее, используя тождество (12.7),'получим 

• /{*1[X1(t)I}/=H(i) + /:{-lJl[X1(t)]}J.l<|t|<p0. 
Подставляя это равенство в интеграл (12.18) и учитывая 
условие Х-1--"-/7!, находим 

С Р С Р СР 

Второй интеграл справа равен нулю, ибо функция fi[%(Q\, 
аналитическая вне контура Г1, причем /1(оо)=0. Поэтому 
имеем ' 

4 ' 2л1 О Л, (t)—л Aw) 
|Л=р v ' v ' 

А 'теперь рассмотрим разность 
•4(0 l 

IX,! (#)——>., (ИУ) t—w dt. • K(w)-H(w)^± J H(t) 

Так как |ш|<р и обе функции Н (t) и X1(z.) —аналитические-
в круге |t| <p0, то последний интеграл тождественно равен 
нулю. Следовательно, вместо (12.18) получим 

' \ 1 Г f №о (01К (0 ., , , . / 1 0 1 Q l 

• Я(то>^,Д,мо--м«) W 

Таким образом, формулы (12.17) и (12.19) устанавливают 
взаимно однозначное соответствие между множеством функ­
ций, аналитических в области 2, и множеством функций,. 
аналитических 'в круге \w\<.p0. 

Пусть теперь задана произвольная функция /(2), анали­
тическая в области 2. Для нее по формуле (12.19) опреде., 
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ляем вспомогательную функцию Н (w), разлагаем последнюю 
в ряд Тейлора 

00 

• Я ( ш ) = 2 V " , И<Ро, (12.20) 
«•--О 

и подставляем это разложение в формулу (12.17). В резуль­
тате этого получим разложение 

' 'w- l - - -bSW*'*-{cdot} 
" ср 

н этим формула (12.16) доказана. В силу (12.20) коэффи­
циенты разложения (12.16) вычисляются с помощью вспомо­
гательной функции (12.19) по формуле 

%п 2ni J 
1*1-—f» 

Аналогичным образом строится вторая базисная система, 
введенная В. Д. Ерохиным [13]. В этом случае вместо 
(12.17) и (12.19) рассматриваются формулы 

Н№=Ы \ fJMrdt> H<P. 02-21) 
1-ИР 

№-т[ *J)-<vll) dz'> ze£V <12-22> 
СР 

Взаимная обратимость интегральных преобразований (12.21) 
и (12.22) доказывается, как и в первом случае.^Только здесь 
вместо первой леммы используются тождества (12.9) и 
(12.10) из второй леммы. Далее, для функции (12.21) вво­
дится разложение (12.20), подставляем это разложение под 
знак интеграла (12.22), в результате этого получим формулу 

со 

/(г) = 2«„Л",,(г), гб2, (12.23) 
л-0. 

где введено обозначение 
1 f [Фо (г')\пФо (г') 

*><*>-т Ф Л М - Ф L> * ' • « * * • <12-24) 
СР 

Нетрудно проверить, что эти базисные функции являют­
ся некоторой суперпозицией многочленов Фабера для кон­
тинуума К2 на плоскости С, в который преобразуется кон­
тинуум К конформным отображением С--=Ф-(г). В самом 
деле, для этих многочленов Фабера имеем представление 
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Ф (r)== 1 ( 1 р « « ' ) Г ^ 
VP 

Положим здесь С == Ф2 (г) и, учитывая тождество (12.9) и 
определение (12.24), получим 

*J®2 (2)] — 2 - ^ \ - — — — — — — — - d 2 =-

~"2яО Ф«(г')—Ф.(2) _ д " ( ^ . 

Таким образом, имеем представление 
/Ся(г) = Ф„[Фз(г)]. гб2. (12.25) 

Так как кривая &2 при отображении (12.8) переходит в 
окружность ^----Ро, а через т обозначены прообраз окруж­
ности |1зу|=-р, то базисные функции [Кп (г)} на линии Ср, 
где 1<р<р0 , асимптотически аналогичны многочленам Фабе-
ра {Ф„ (С)} на линии тр. 

Далее, из (12.25) следует, что формула (12.23) эквива­
лентна разложению Фабера 

л-0 

причем коэффициенты определяются по формуле 

_ 1 С /№(01^(9 „ 1 Г ПМЬШж,,-
vp I°-.=P 

2-nf J wW aW 2ni ) w"+- " w * 
ItBl —p |W|—p 

Для второй базисной системы Фабера —Ерохина вместо 
неравенства (12.2) имеет место более гибкое .неравенство 

f(z)-^akKk(z) 
ft—О 

<c-iM—, ге/С, (12.26) 

справедливое при условии, что функция /(г) есть аналити­
ческая в области йр и равномерно ограничена так по моду­
лю. Если функция /(г) ограничена равномерно во всей 
области Й, то в неравенстве (12.26) вместо р можно поста­
вить р0. Сравним в этом случае неравенство (12.26) с оцен­
кой (12.2), имея в виду, что там R зафиксировано. Поскольку 
GRCQ, TO хотя границы этих двух областей и имеют по 
крайней мере одну общую точку все же1 в силу известных 
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вариационных свойств конформных отображений выполняется 
неравенство R<p0-' Следовательно, в ЭТОМ случае вторая 
базисная система Фабера —Ерохина обеспечивает на конти­
нууме К более высокую скорость приближения, чем систе­
ма многочленов Фабера. 

В работе В. Д. Ёрохина [13] подробно исследованы свой­
ства этих двух базисных систем функций, причем главное-
значение этой работы заключается в том, что с помощью. 
этих базисных систем получаются весьма существенные ре­
зультаты об асимптотике е-энтропии некоторых метрических 
пространств функций и оценки «-.мерных поперечников. 

§ 13. МНОГОЧЛЕНЫ ФАБЕРА 
В ТЕОРИИ ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ 

Во многих работах по теории однолистных функций мно­
гочлены Фабера играют важную роль, причем в формулиров­
ках и доказательствах обычно применяются некоторые коэф­
фициенты, связанные с многочленами Фабера. Эти коэффи­
циенты, в частности, фигурируют в полученных Г. Грунским 
необходимых и достаточных условиях однолистности функ­
ции. В настоящем'параграфе мы изложим наиболее харак­
терные результаты о связи многочленов Фабера с однолист­
ными функциями, а также приведем собственные, свойства 
многочленов Фабера, полученные методами теории однолист­
ных функций, 

Пусть функция 
г = (Ь(т1У) = ш + р0 + - | + | | + . . . (13.1> 

однолистна в области |w|>1 и отображает эту область на 
дополнение D континуума К, т. е. считается, что транс-
финитный диаметр континуума Л' равен единице. Как обыч­
но, многочлены Фабера определяются формулой (0.1). Далее 
вводим разложение 

со 

ф„№И1=-^+«2--«.-щ'"й' н>-> (13-2> 
с помощью которого из (0.1) находим 

00 00 

^(t\zi{w)--2 2^~!ir", |*|>i, м>1. (13.3) 
Т. Грунский доказал, что для произвольной системы 

комплексных чисел {vk} имеет место неравенство 

2 2а*л^<._!"т"' 
ft-1 т = 1 / . = 1 

130 



причем это условие необходимо и достаточно для одно­
листности функции (13.1) в области |а ,|> 1. ЭТО неравенстве 
Г. Грунского применяется в исследованиях по проблеме 
коэффициентов в теории однолистных функций. Позднее 
Поммеренке, Дж. Дженкинс и И. М. Милин [30] установили 
более общий результат. 

Т е о р е м а 13.1, Если функция (13.1) однолистна в облас­
ти |ау|>1, то для произвольных комплексных чисел {vh} 
имеет место неравенство 

со N 

2 ^ 2 ahmVm < 2 ' 
А - 1 

2 °° , ia 

к 
ft-1 

в котором знак равенства может достигаться в случае, 
когда континуум К имеет плоскую меру нуль. . 

Приведем теперь некоторые результаты, из работ Пом­
меренке [53, 54]. 

Т е о р е м а 13.2. Если функция (13.1) однолистна в об­
ласти |та.|>1, то имеет место неравенство 

п 

In п < max 2 -г \фн <—)|3 < 4 In п. + 8, 
z&< k*=l 

в котором постоянные множители нельзя улучшить. 
Т е о р е м а 13.3. Если континуум К есть выпуклое мно­

жество-', то справедливо неравенство 
1<тах|Фл(г) |<2, 

правая часть которого достигается в том случае, когда 
континуум К есть сегмент. Кроме того, если внешние углы, 
образуемые границей Г континуума К, не превосходят arc, 
где 1 < а < 2 , то • 

lim [max |Ф„(г)|] .-=<-.., 
И-»со ZQK 

Т е о р е м а 13.4. Если континуум К есть замыкание 
односвязной области О, причем граница этой области имеет 
непрерывную кривизну, которая как функция длины дуги 
удовлетворяет условию Липшица, то имеет место неравен­
ство 

;2|*-М*И]-— |̂<->-. Н>--
л = 1 

В монографии И. М. Милина [30] проблема коэффициен­
тов в теории однолистных функций исследуется с помощью 
некоторой специальной системы функций,.ортонормироващых 
по площади области |до|>Г Функции этой системы имеют 
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некоторую связь с многочленами Фабера. Приведем соответ­
ствующие результаты из этой монографии. 

Прежде всего разложение (13.3) можно записать в виде 

In Ч>(0 =|-^«-2A.(tt»i,|<l>--t—w m—1 

где введено обозначение 

km W |да|>1. (13.4) 
й=1 

Таким образом, всякой функции (13.1), ОДНОЛИСТНОЙ 
в области \w > 1 , соответствует система функций {Ат (w)}, 
аналитических в той ,же области. Эта система функций 
подробно исследуется в монографии И. М. Милина. Связь 
функций этой системы с многочленами Фабера определяет­
ся. формулой 

Фп[Ч(и>)]=>иР + пАп{а>), Н > 1 , (13.5) 
которая следует из равенств (13.2) и (13.4). Эта формула 
позволяет утверждать различные граничные свойства функ­
ции Ап (w) при соответствующих условиях гладкости кривой 
Г, ограничивающей континуум. К,. Сравнивая (1.3) при 
g{z)^\ и (13.5), находим очень важное равенство' 

ЕпЩЩ=*пАп{чо), И > + 
НО главное свойство последовательности {An(w)} за­

ключается в том, что система функций 

{/^и} 
т. е. имеет ортонормирована по площади области |ау|>1, 

место условие 

If 5 ^ Л ' < И'У"Л, И dudv = Ьпт. 
Этот факт лежит в основе метода площадей, с помощью 
которого получаются основные результаты в монографии 
И. М. Милина [30]. 

В качестве следствия из рекуррентной формулы (1.1) в 
монографии И. M. Милина отмечается представление много­
членов Фабера в виде определителя 

ФДг) -
Рл 

1 
— 2 

А 

о .. 
1 ... 

(3 0 - г . . 

. 0 

. 0 

. 0 

- (Ро~ 
— 2Pt 
- З Р а 

Z) 

Р«-2 Р„:< •яР«-
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где {(..̂ -—коэффициенты разложения (13.1). Аналогичное 
представление многочленов Фабера имеется в работе 
Я. Л. Геронимуса [5]. 

Приведем теперь результаты из работы Кёвари и Пом-
меренке [52], полученные также с помощью теории одно­
листных функций. 

Т е о р е м а 13.5. Существуют такие абсолютные постоян­
ные А и 0 < а < у , что имеет место неравенство 

тах|Ф„(г)|<Л/га. 

С другой стороны, существует такой континуум К0, что 
при каждом фиксированном г неравенство 

|Ф,.(г)|>/г0-138 

выполняется для бесконечного множества значений п. 
Т е о р е м а 13.6. Если континуум К не разбивает плос­

кость, а функция / (г)—-непрерывная на всем К и аналити­
ческая во внутренних точках этого континуума, то справед­
ливо неравенство 

/(г)-2-»А(г) 
/г-=0 

<Aln«En(f, К), геК, 

где Аг и а —абсолютные постоянные, причем 0 < а < - - . 
Пусть граница Г области G есть спрямляемая жорданова 

кривая. Обозначим через и(Ь) угол между положительным 
направлением действительной оси и касательной к кривой 
Г в точке г.= 1|> (ег0), причем если в данной точке г кривая 
имеет угловую точку, то рассматриваются соответственно 
величины и (6 — 0) и и (6+0). Если функция и (9) имеет 
ограниченную вариацию на [0, 2ic], то Г называется кривой 
с ограниченным вращением. 

Т е о р е м а 13.7. Если граница односвязной области О 
есть кривая с ограниченным вращением, то имеет место 
неравенство 

<(с2 + с3 inn) En (/, О), zeG, f И-{sum} акФл{г) 
А.--0 

где с2 и с3 — абсолютные постоянные. 
В работе В. И. Кана [17] рассматривается некоторая эр­

митова матрица порядка п, составленная из значений много­
членов Фабера и их. производных в фиксированной 'точке, и 
исследуется задача на экстремум функционала, являющегося 
численной аналитической функцией этой матрицы, относи­
тельно всех звездообразных континуумов. Доказывается, что 
экстремальные континуумы состоят из q.<n прямолинейных 
отрезков, выходящих из начала координат. 
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§ 14. РАЗНЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

В настоящем параграфе рассматриваются отдельные воп­
росы, связанные с многочленами Фабера, и кратко.описыва­
ются те работы из списка литературы, которые не были про­
цитированы ранее. 

В работе А. Ф. Леонтьева [22] ставится вопрос об усло­
виях полноты подпоследовательности многочленов Фабера в 
некоторой области комплексной плоскости. 

Пусть задана последовательность натуральных чисел 
{%п} с плотностью 

a = lim — < 1 . 

Рассмотрим соответствующую подпоследовательность мно­
гочленов Фабера 

{**;(«)}. (14.1) 
Система (14.1) называется полной в некоторой области 

£3, если всякую функцию f(z)-, аналитическую в этой об­
ласти, на любом замкнутом подмножестве F этой области Q 
можнр аппроксимировать сколь угодно точно конечной ли­
нейной комбинацией многочленов этой системы, т. е. для 
всякого 8>0 существует такая система коэффициентов 
i{a,t(m>}, что имеет место неравенство 

!^)-2^'Ч\(г) 
Л - ! 

<s, zeEcs, 

причем, конечно, коэффициенты зависят от F. 
• Будем говорить, что область ш (ср) на плоскости w есть 

криволинейный угол раствора ср, если эта область образо­
вана некоторой кривой SSX, идущей от: окружности |-до|=1 
в бесконечность, второй кривой •£?-, полученной из первой 
поворотом плоскости на угол ср, и дугой окружности 
| w | = 1 между начальными точками этих кривых. 

A. Ф. Леонтьев [22] доказал, что если о < 1 , то система 
(14.1) полна во всякой области Q (2яо), получающееся 
посредством конформного отображения г — ty(w) из криво­
линейного угла M(2iro) раствора 2тсо. 

В дальнейшем А. Ф. Леонтьев [23] усилил этот резуль­
тат. 

Т е о р е м а , 14.1. Если последовательность линейных 
комбинаций 

-^(*Н2 *!****(--) 
А=1 
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сходится равномерно в некоторой области Q (о), причем 
эта область Q (а) содержит дугу 1{°,Я0) линии уровня ГЯо, 
которая при отображении те.-=Ф(г) переходит в дугу 
окружности \w\=R0 раствора не менее 2тса, то эта после­
довательность сходится равномерно внутри области 0R, где 
/? = #0 + s, е > 0 . 

Террема перестает быть верной, если образ дуги 
•l(a,R0) имеет .раствор меньше 2т-о. При условиях теоремы 
существуют пределы 

lira a)ln) =ah; k = 1, 2, . . . , 
т-+оо 

и ряд 
1 ОО 

2-а*ф**(г) 
/1=1 

сходится равномерно внутри указанной области GR, 
Результаты A. Ф. Леонтьева были продолжены в работах 

Г. И. Ибрагимова [14, 15]. 
Весьма существенные применения многочленов Фабера 

рассмотрены в работах Кертисса [45] и [46]. В первой из 
них многочлены Фабера применяются для интерполирования 
гармонических функций, во второй — к решению задачи Ди­
рихле на плоскости. Приведем одну формулировку из второй 
.работы. 

Т е о р е м а 14.2. Если граница Г области G есть правиль­
ная аналитическая кривая, то для всякой вещественной функ­
ции J{z), суммируемой с квадратом на контуре Г, существует 
такая последовательность чисел {с-.}, зависящая от области 
•G и от коэффициентов Фабера функции f (z), что ряд 

и (г) - с0 + 2 [с*Ф* (г) + ейФ* (г)], геО, 
/ г - = 1 

сходится равномерно внутри области О и его сумма —гар­
моническая функция и (г)— имеет почти, всюду на Г угловые 
граничные значения, совпадающие с функцией / (г), а для 
частичных сумм этого ряда имеет место условие 

. 11тп . | /= (») — sn (z) [31 

Третья работа Кертисса [47] носит обзорный характер. 
В ней формулируются некоторые свойства многочленов Фа­
бера. главным образом в связи с задачами теории однолист­
ных функций. 

B работе Фаута [50] изучаются многочлены, ортогональ­
ные по контуру с единичным весом, и в качестве аппарата 
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исследования, как это обычно делается при изучении ортого­
нальных по контуру многочленов, применяются соответст­
вующие многочлены Фабера с весом g(z)-= ] /ф ' (2) , для 
которых уточняются некоторые асимптотические представле­
ния. -

Большое внимание многочленам Фабера уделяется в Об­
зорной статье С. Н. Мергеляна [29], в которой весьма под­
робно излагаются основные результаты о равномерных при­
ближениях аналитических функций многочленами и рацио­
нальными функциями. В этой статье подробно анализируют­
ся преимущества и недостатки фаберовских разложений ана­
литических функций различных классов. 

В работе В. П. Хавина [43] рассматривается некоторое 
необходимое и достаточное условие аналитической продол­
жимости функции из окрестности бесконечно удаленной точ­
ки, в котором фигурируют коэффициенты многочленов. Фа­
бера. 

В работе Л. Бермаца [3] рассматриваются' линейные опе­
рации в комплексной области и, в частности, получено инте­
гральное представление частичной суммы ряда Фабера, ана­
логичное формуле В. К. Дзяды'ка. 

Алпар [44] исследовал поведение рядов Фабера при кон­
формных суперпозициях функции.• Пусть область G ограни­
чена правильной аналитической кривой Г и t, — K(z) есть 
конформное отображение области G в себя. Сравниваются 
фаберовские разложения двух аналитических в области G 
функций 

-7(-)--2вА(-)> *йО, (14.2) 
со 4 • 

F [ j a z ) ] - 2 - V V ( z ) , <Z6G. (14.3) 

Если преобразование С = К (г) не является квазивращением, 
то, вообще говоря, из абсолютной СХОДИМОСТИ ряда (14.2) 
на некоторой кривой Гд, где R>\, не следует абсолютная 
сходимость ряда (14.3) на той же кривой. Но равномерная 
сходимость ряда (14.3) на кривой VR является следствием 
абсолютной сходимости ряда (14.2) на той же кривой. При 
этом считается, что функция F (г) есть аналитическая в 
области QR, где R>\, и имеет на YR по крайней мере 
одну особую точку, а функция С = К (г) отображает область 
0R на себя. 

В работе Кёвари [51] рассмотрена некоторая суммируе­
мость ряда Фабера в замкнутой области при условии, что 
граница Г этой области есть спрямляемая жорданова кри­
вая с ограниченным вращением. ' 
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Для функции f (г), аналитической в области О и непре­
рывной в замкнутой области С, Кёвари рассматривает сум­
мы вида 

2л~1 
T2n_x{z)-=^l№ak®k(z), 

где-4"—1 при 0<к<а и 4* — 2п~к при л < £ < 2 я —L 
С помощью этих сумм получаются оценки наилучшего рав­
номерного приближения En(f,Q) в случаях выпуклой и ку­
сочно-выпуклой областей. 

Т е о р е м а 14.3. Если Г — кривая с ограниченным враще­
нием, а для модуля непрерывности функции E(6) — 
—/[Ф(е'е)] выполняется условие 

\»MLdi<00, ., 
6 

то имеет место неравенство 

. ifw-T^MKAt -«-I(4). гео, 
где А0 — абсолютная постоянная и введены обозначения 

- 2я 

T>--=^|dZl( f l) |< ОО, 
6 

б 

M8)4-—^—-d* + «>(8.F). 
Из этой теоремы, в частности, следует неравенство 

E2^(/,G)<A0-^(i)-
В монографии В. И. Смирнова и Н. А. Лебедева [33] под­

робно изложены основные свойства обобщенных многочле­
нов Фабера главным образом при условии аналитичности 
контура Г. Этим многочленам посвящена вторая глава книги.. 
В третьей и четвертой главах многочлены Фабера Широко 
применяются при исследовании асимптотических свойств 
многочленов, ортогональных по контуру, я многочленов, ор­
тогональных по площади. В целом свойства многочленов Фа­
бера и вопросы, где они применяются, занимают в этой книге 
почти половину объема. Этот факт весьма красноречиво сви­
детельствует о той важной роли, которую играют классиче­
ские многочлены Фабера в современной теории приближения: 
аналитических функций. 
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В заключение еще раз отметим, что список литературы к 
настоящей статье не является полным, и есть по крайней 
мере три возможности его пополнения. Прежде всего, кроме 
упомянутых авторов, свойства многочленов "Фабера и ряды 
по этим многочленам изучали и применяли'в различных воп­
росах A. Л. Щагинян, С. Я. Гусман, Т. И. Краснощекова, 
В: М. Кокилашвили, Н. Н. Воробьев, С. А. Вербанов, 
А. И. Буадзе, Б. Л. Динцен, А. В. Стовбун, В. К. Кубрак, 
М. А. Солдатов и другие. Далее, в списке литературы приве­
дены не все работы упомянутых там авторов. Наконец, из 
многочисленных работ по проблеме С. M. Никольского в 
комплексной области, выполненных большей частью в г. Кие­
ве, здесь упомянуты только основные работы В. К. Дзядыка, 
ибо в этой проблеме главное внимание уделяется не рядам 
•Фабера, а граничным аппроксимативным свойствам аналити­
ческих функций в областях с кусочно-гладкими границами. 
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УДК 519.56:51.0! 
10. И. Ma и и и, Проблема континуума. «Современные проблемы мате. 

матики». (Итоги науки и техники) 1974 г., 5, 5—72, библ. G 
Изложены результаты геделя и Коэна о независимости гипотезы конти­

нуума от аксиомы теории множеств- Изложение ориентировано на математи­
ков, не специализирующихся по логике и аксиоматической теории множеств-
Все необходимые сведения из логики приведены в тексте статьи. Метаязык 
не формализован и изложение ведется на содержательном уровне. 

УДК 517.52/.56 
П. К. С у е т и и, Ряды по многочленам Фабера и некоторые их обобще­

ния. «Современные проблемы математики». (Итоги науки и техники) 1974 г., 
5, 7:1-МО, библ. 57 

!г 
Рассматриваются асимптотические свойства многочленов Фабера в различ­

ных частях плоскости в зависимости от граничных свойств весовой функции 
и от степени гладкости границы области. Подробно излагаются условия пред­
ставления аналитических функций рядами Фабера внутри области и в зам­
кнутой области, а также условия сходимости общих рядов по многочленам 
Фабера. Приводятся некоторые результаты по проблеме С. М. Никольского 
в комплексной области, полученные с помощью просуммированных рядов Фа­
бера. Описываются различные обобщения многочленов Фабера: многочлены 
Фабера—-Уолта, рациональные функции Фабера—Джрбашяна, базисные систе­
мы Фабера—-Ерохина. отмечается применение многочленов Фабера в теории 
однолистных функций. 

УДК (517.946+517.934) :Б17.Б5 
С. Ю. Д о б р о х о т о в , В. П. М а с л о в, Некоторые приложения тео­

рии комплексного ростка к уравнениям с малым параметром. «Современные 
проблемы математики». (Итоги науки и техники) 1974 г., В, 141—211, библ. 13 

Излагается метод отыскания асимптотических решений некоторого ^класса 
дифференциальных уравнений в частных производных, в том числе и нелиней­
ных. Применение метода демонстрируется на ряде конкретных математических 
а Физических задач. 
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