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О СПЕКТРЕ С*-АЛГЕБР, ПОРОЖДЕННЫХ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ 
ОПЕРАТОРАМИ С ИЗОЛИРОВАННЫМИ ОСОБЕННОСТЯМИ СИМВОЛОВ 

(Представлено академиком B.C. Владимировым 1 VI1981) 

Скалярные псевдодифференциальные операторы (п.д.о.) нулевого порядка 
с гладкими символами на гладком замкнутом многообразии порождают алгебру. Л , 
которая после факторизации по идеалу Ж компактных операторов становится 
коммутативной. Пространство максимальных идеалов этой фактор-алгебры совпа­
дает с пучком кокасательных сфер. Если многообразие или символы имеют осо­
бенности, то алгебра Л/CfC не является коммутативной. Эта заметка посвящена 
описанию спектра (Л/CWY в случае, когда символы п.д.о. могут иметь разрывы 
"первого или второго родов", а многообразие - "конические" точки. 

1 . А л г е б р а Л\, п о р о ж д е н н а я п.д.о. с р а з р ы в а м и п е р в о г о 
р о д а в с и м в о л а х . Пусть Л -замкнутое многообразие класса С°°, S(JC) 
и S*(JC) — расслоения единичных касательных и кокасательных векторов. Введем 
множество 9Й функций Ф, заданных и гладких всюду на S*(JC), за исключени­
ем множества S *(Л) | а(Ф), где а(Ф) - конечное подмножество Л, зависящее 
от функции Ф, a S*(jc) I о(Ф) - часть S*(Jl) над а(Ф). Допустим, что Ф £ 3R , 
U— малая окрестность на л произвольной точки хЕо(Ф), (гхф) - локальные 
сферические координаты с началом в х, 0 < г < © о ? Предположим, что 
в окрестности U функция Ф допускает представление в виде суммы ФоО/>,0) + 
+ * i где eeSn-\ Ф0еСоо(Зп-1Х5п-1)и\\ (rDr)^l(r,-)\\(Cp(Sn-1X 

при любых р, к и некотором б > 0. Таким образом, функцию 
Ф можно считать заданной на сумме Уитни S(JC) ®S*(J6)t причем отображение 
(х, у, в) -» Ф(х, (/?, в), хЕЛ, $ЕБХ(Л), ВЕБЦЛ), не зависит от если 
х ё а ( Ф ) . 

Пусть А — п.д.о. нулевого порядка на Л с символом Ф, определенный с 
точностью до прибавления компактного оператора Т: Ь2(Л) -+Ь2(Л). Операто­
ру А сопоставляется операторный символ (см. [1]) 5( (х, X) : L2 (Sx) -+L2

%(SX)9 

хЕЛ, 1тХ = л /2, заданный равенством 3((x, X) = Ев-+(р (X)"1 Ф(х, \р, в)Еф (X), 
где 

E^^e(\)u^(2n)hl2e2 1 П Г( /Х + я) / ( 0 * + / O ) - ' x - " n ( i 0 d ^ . 
Sx 

Известно [ 1 ] , что фактор-алгебра Л \\ CfC изоморфна алгебре © х оператор­
ных символов с поточечным умножением и нормой 

|| * II в 1 = sup || « (х, X) || (L2 (Sx) -+L2 (Sx)). 
1 x<EM, Im \=n/2 

Положим ei = (Я(Л) ®Б*(Л)) U J C , где £ - дизъюнктное объединение мно­
жества прямых {/*}, занумерованных точками многообразия Л. Каждую прямую 
1Х представляем как прямую ImX = л/2 на комплексной плоскости. Введем топо­
логию на вI-'Часть 5 ( ^ 0 ® S*(^0> расположенную над окрестностью U точки 
х0 ЕЛ, будем рассматривать как множество троек (х, $,0), где хЕ U, <р и в — 
единичные касательный и кокасательный векторы. Пусть К(«р0) и W(0 O ) - окрест­
ности точек </>о и 0 О на единичных сферах, К(у0) — подмножество U, образ ко­
торого при каком-нибудь координатном отображении к: U^Rn есть пересечение 
открытого конуса с вершиной в точке к(х0), содержащего все направления из 
к'(х0) V(ipo), и открытого «-мерного шара с центромв к(х0). О к р е с т н о с т ь ю 
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в ei т о ч к и (х0,ф0,в0) называется объединение множеств \х0 X V(ip0) / W(60)}, 
\K(ip0) X . S " 1 - 1 XW(6o)}, lXn и множества прямых lx, хеК(у0). О к р е с т ­
н о с т ь ю т о ч к и X G 1Х назовем открытый интервал на прямой 1Х, содержащий 
точку X. Указанные окрестности образуют базис топологии на в т.. Эта тополо­
гия неотделима: любые две окрестности различных точек (х0, у0, вх) и (х0,$0, 
в2) имеют непустое пересечение. Очевидно, что 6 i является Г 0-пространством, 
т.е. какая-нибудь одна из двух любых точек имеет окрестность, не содержащую • 
другой точки. Индуцированная на S (.Ж) © S*(JC) топология слабейшая, в которой 
непрерывны все функции из множества . 

Пусть Л — п.д.о. нулевого порядка, Ф — его символ, % — операторный сим­
вол. Отображения л(х,у,6): А -*Ф(х, у, в ) , хЕ JC9 <^^SX, 0 G S * , и тт(х, X): А -> 
-* (х, X), XG 1Х, порождают неприводимые представления фактор-алгебры АХ1СК 
(тг(х,^,в) - одномерное, а п(х, X) — представление в L2(SX)). 

Т е о р е м а 1. Всякое неприводимое представление фактор-алгебры Л \ /Ж 
эквивалентно одному из указанных представлений. Соответствие тт(х,^,в) (х, 
ip90), тг(х,'Х) -> (х, X) определяет биекцию спектра (A\/£tfY на ё>\. Топология 
на ё i совпадает с топологией Джекобсона [ 2 ] . 

2°. А л г е б р а Ло п .д .о . н а м н о г о о б р а з и и с к о н и ч е с к и м и 
т о ч к а м и . Открытое множество О CRn\Q называется к о н и ч е с к и м , если 
из включения х Е Q следует, что txGQ для всех t G R+ . Пусть X—хаусдорфово 
пространство и О G X. Предположим, что существует открытое конечное покры­
тие {Uj} подпространства Х \ О и для каждого / задан гомеоморфизм Kj мно­
жества Uj на коническое подмножество Rn\0; если Iff Г\ Uj Ф ф,то отображение 
Kj о к/ 1 является однородным первой степени и бесконечно дифференцируемым. 
Пространство X, снабженное указанной структурой, назовем к о н и ч е с к и м 
м н о г о о б р а з и е м к л а с с а С°°. Пусть .М — компактное хаусдорфово прост­
ранство, обладающее таким конечным подмножеством 2 = {х х ?х 2 , • . . , ха}, что 
Л \ 2 есть «-мерное С°° -многообразие. Допустим еще, что для каждой точки 
Xj G 2 задан гомеоморфизм Oj окрестности Vj на окрестность вершины О ко­
нического многообразия Xj. Эти свойства позволяют естественно определить 
С°°-структуру на Jt. 

Введем пространство L2,p(J£>) с нормой || и(•)ndist(x7-, \\ L ( > г д е 

0 = (01 , 02, . . . , Pq) - вектор с вещественными компонентами, а расстояние 
dist(Xj,x) вычисляется в римановой метрике, которая предполагается заданной. 
Каждому п.д.о. A: L2,$(M) ~+L2,p(JC) в точке Xj G Е сопоставляется оператор­
ный символ $(7- (X) , Im X = pj + и/2, / = 1 , 2 , . . . , / [1 ] . Оператор 9Г7- (X) являет­
ся мероморфным п.д.о. на Xj, действующим в пространстве однородных функ­
ций степени z'X на Xj (см. [ 1 , 3 ] ) . Обозначим через Ф символ п.д.о. А, который 
будем считать гладкой функцией на S*( jc\ 2 ) . Пусть у — направление образую­
щей "касательного" конуса Xj. Предположим, что в каждой точке x ; G 2 сущест­
вуют предельные значения Ф(^, • ) , определенные на единичной сфере Sx.^ того 
кокасательного пространства, которое содержит вектор </>* (двойственный для </>). 

Отображения 7 г ( / , < / > , со): Л->Ф(<р, со), ooESx.>{p; эт(/, X): А -* 9( / (Х) , 
ImX = 0;- + и/2; тт(тх): А->Ф(тх), TXGSX(M), Х ё порождают неприводимые 
представления фактор-алгебры Л0/Ж. 

Обозначим через Ж ̂  компактификацию многообразия .Ж \ 2 , полученную 
присоединением концов лучей конусов Xj, и положим ё>0 = S*(JCz) U\lх, 12,.. . 
. . . , / ^ } , где // — прямая ImX = 0;- + п/2 на комплексной плоскости. Введем то­
пологию на © 0 . На множестве S *(JC\'L) - это обычная топология рассло­
ения кокасательных сфер. Окрестностью каждой точки прямой // является 
открытый интервал, содержащий эту точку. О к р е с т н о с т ь ю т о ч к и 
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. (/, if, со) -G 5 ^ , ^ назовем объединение ее обычной окрестности в расслоении 
S*(Mz) кокасательных сфер над многообразием Л^ с краем и прямой 1Х.. 

Т е о р е м а 2. Всякое неприводимое представление фактор-алгебры Л о/Ж 
эквивалентно одному из указанных представлений. Соответствие 7г( / , со) 
->0р, со), c o G S 5 / f ^ ; ff(T,)^rx, т х е тг(/, X ) - > X G / ; опреоеляет 
биекцию спектра (А0/УС) на ё 0 . Топология на ©0 совпадает с топологией 
Джекобсона. 

3 ° . А л г е б р а Л ц , п о р о ж д е н н а я п.д.о. с р а з р ы в а м и в т о р о ­
г о р о д а в с и м в о л а х . Пусть м - многообразие без края класса С°° и А -
п.д.о. нулевого порядка на Л. Будем считать, что его символ Ф всюду на.? *(Л)9 

за исключением множества Б*(Л)\о(Ф) 9 является гладким (обозначения см. в 1°). 
В окрестности точки хЕо(Ф) символ Ф представляется суммой Ф 0.( гэ в) + 
+ Ф 1 (/*,</>, в), где Ф 0 - "периодическая" функция по аргументу г, т.е. Ф0(ге, ) = 

= Фо(г> а Ф! - такая же, как в 1°. 
Оператору Л сопоставим-операторный символ А(х, X), хЕЛ, \m\-n\2, 

0 < R e X < 27г, определенный на функциях у из класса С°° ( [ 1 , е ] ХБх(л))> удов­
летворяющих условию и(1, •) = v(e, • ) , равенством 

ОО £ 

А(*. Х)и = Б г 2 * " « ( х . Х + 2 я / ) и / э У / = Jr-2FT4-xv{r)dr\ 

j = _ « о 1 
здесь 9t(x f X) =£(Х)" 1 Ф(г,^ ,0 )£ ' (Х) , <рЕЗх(Л), 0GSx(Jt)9 г G [1, е ] . Пусть 
© и - банахова алгебра, порожденная операторными символами и наделенная нормой 

|| А | | в п = sup || A ( J C , Х)|| (L2(llx) -+L2(UX)), Пх= [1, е] XSX(.*). 

Т е о р е м а 3. Соответствие А -* А устанавливает алгебраический и тополо­
гический изоморфизм между фактор-алгеброй Ац/Ж и алгеброй ® ц . Норма 
класса в А ц / Ж равна норме его символа в @и. 

Положим в н = К^(Л) ®Б*(Л)) Хс }U<g , где с - отрезок [19е] с отож­
дествленными концами и % - дизъюнктное объединение множества окружностей 
\сх\, занумерованных точками многообразия Л. Каждая окружность Сх получа­
ется из отрезка IXGC: ImX = w/2, 0 < R e X < 2 ^ } отождествлением концов. Вве­
дем топологию на ё ц. Пусть К{кр0), V(vo), W(60) - те же, что в l°9nQ(r0) = 
= ( г о ~ е> r o + е) - окрестность точки г 0 на с. Через К(у0, г0, е ) обозначается 
подмножество точек К(^р0)9 удовлетворяющих одному из неравенств г0 - е < 
< em dist(.x, д: 0) < г0 + е, т = т0, ти0 + 1, . . О к р е с т н о с т ь ю в б ц т о ч ­
к и ( х 0 , <р0, 0 О , г0) называется объединение множеств [х0 X V(y0) X W(0О) XQ(r0)\, 
{K(ip0,r0, e) XSn~l X W(d0) Хс } и окружностей CXQ И Х G К(у 0 > г О » е ) . 
О к р е с т н о с т ь т о ч к и X G с л — открытый интервал, содержащий точку X. 
Указанные окрестности образуют базис топологии. 

Пусть А - п.д.о. нулевого порядка, Ф - его символ, А - операторный сим­
вол. Отображения я(х, «р, 0, г ) : Л ^ Ф ( х ; / , <р, 0 ) , хЕЛ, г Ее, $Е8Х(Л), BE 
ЕЗХ(Л), и 7г(х, X): Л-*А(х, X) порождают неприводимые представления фактор-
алгебры Ац/Ж. 

Т е о р е м а 4, Всякое неприводимое представление фактор-алгебры А^/ Ж 
эквивалентно одному из указанных представлений. Соответствие т?(х, $>В, г) -> 
- > ( J C , ip,6,r), л(х, X) ->(х, X) определяет биекцию спектра (Ац/ЖУ на @ п . 7Ъ-
пология на <g и совпадает с топологией Джекобсона. 
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