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1. Пусть задана действительная функциями, х): 
RnxRm^>Rl,x(ù- случайный вектор со значениями 
х в Rm, индуцирующий на этом пространстве веро
ятностную меру ÖP с плотностью вероятности 
р(х), X - носитель меры 9 \ которая имеет кусоч
но-гладкую границу (если она существует) такую, 
что 

X = cl(int(X)), 
где cl(-) обозначает замыкание, a int(-) - внутрен
ность множества. 

Функция вероятности Р(и) определяется соот
ношением 

Р{и) = <3>{Х(а: f(u,xj<0} = J p(x)dx, 
V(u) 

где\>(и) ={x:fiu,x)<0}. 
Пусть U - некоторое открытое связное мно

жество из R". Обозначим: 

S(u) = {хеХ: f(u, х) = 0}, V(u) = V(u) n X, 

Vu = c l f u O V ( a ) n X ) \ Gv = UxVv, 
N i e U ' 

где дА обозначает границу множества А. 
Т е о р е м а 1. Пусть: 
(i) вектор-функции f'u (и, х), f'x (и, х) непрерыв

ны на Gv; 
(ii) функция || f'x (и, х)\\ > 0 на Gv. 
Тогда функция вероятности Р(и) дифферен

цируема для почти всех и& U и 

"(и) = - J fuiu,X) 

S(u) \f'x(u,x) 
p(x)dS. (1) 

З а м е ч а н и е 1. Отметим, что все результа
ты, приведенные в сообщении, остаются справед-
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ливыми, если в качестве функции р(х) рассматри
вать любую функцию, интегрируемую на всем Rm. 

З а м е ч а н и е 2. Идея доказательства осно
вывается на аналоге теоремы 108 из [1, с. 773], в 
соответствии с которой приращение функции ве
роятности можно представить с помощью замены 
переменных в виде двойного интеграла: интеграла 
с переменным верхним пределом от поверхностно
го интеграла, присутствующего в формуле (1). Да
лее, применяя теорему 90 из [1, с. 710] о дифферен-
цируемости неопределенного интеграла Лебега 
по верхнему пределу, получаем утверждение тео
ремы. 

З а м е ч а н и е 3. Очевидно, что утверждение 
теоремы 1 остается в силе, если условия (i) и (ii) 
будут выполнены на Gv, где множество U с U и 
совпадает с U с точностью до множества меры 
ноль. 

З а м е ч а н и е 4. Данный результат не позво
ляет делать заключения о дифференцируемости 
функции вероятности в конкретной точке щ е U. 
Однако дифференцируемости почти всюду мо
жет оказаться достаточно для построения стохас
тического квазиградиентного алгоритма [2], мак
симизирующего функцию вероятности. 

2. Пусть в Rm имеются две системы непересе
кающихся открытых множеств {V,}( = , и 

k 
{ Vj(u)}j = i таких, что 

U 9 V , C U 9 V / I I ) 

для всех и G U. Обозначим: 

Gj = {(и, х): ие U, х е Vj(u)},j= 1, . . .Д; 

mesg(5) - значение ^-мерной площади поверхнос
ти 5 с Rm. 

Т е о р е м а 2.Пусть: 
(i) множество Vu ограничено; 
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(ii) функции fiu, х), p(x) непрерывны и ограни
чены на множествах UxV(u Vt соответственно, 
î = 1,...,/; 

(ш) вектор-функции f'„(u, x), f'x(u, х) непре
рывны и ограничены на множествах Gj,j = 1, ...,k; 

(iv) Il f'x (M> x)\{ > y > 0 на множествах G,-. ; = 

(v) области Vj(ü),j = 1, ..., к, имеют кусочно-
гладкую границу dVj(ü), непрерывно зависящую 
от и е U, u mesm_l(dV(u) n dVj(u)) = 0 для всех 
и е U uj = 1, ...,k. 

Тогда функция вероятности Р(и) дифферен
цируема на U и верна формула (1). 

З а м е ч а н и е 1. Интеграл в (1) понимается в 
данном случае как интеграл от функции, опреде
ленной почти всюду (см. [1, с. 533]). Непрерывная 
зависимость кусочно-гладкой поверхности 9V}(M) 
от и означает здесь непрерывность по и функций, 
явно либо неявно задающих эту поверхность. 

З а м е ч а н и е 2. Доказательство теоремы 
также основано на представлении приращения 
функции вероятности в виде двойного интеграла 
(см. замечание 2 к теореме 1). Учитывая, что в си
лу условия (v) пересечение границ "разрыва" 
функций Дм, х), р(х), f'u (и, x), f'x (и, х) и поверхно
сти S(u) имеет нулевую поверхностную меру, до
казывается непрерывность поверхностного инте
грала, присутствующего в формуле (1). Далее по 
теореме о дифференцируемости интеграла по 
верхнему пределу от непрерывной функции сле
дует утверждение теоремы. 

З а м е ч а н и е 3. Данная теорема существенно 
обобщает известный результат Э. Райка [3], а 
также утверждение, содержащееся в статье [4], 
что позволило сформулировать важные следст
вия. 

С л е д с т в и е 1. Пусть выполнены условия 
(il), (iii), (v) и интеграл в формуле (1) сходится 
равномерно на множестве U. Тогда функция ве
роятности Р(и) дифференцируема на U и верна 
формула (1). 

Приводимое ниже следствие дает достаточные 
условия дифференцируемости функции вероят
ности, заданной в более общем виде. Пусть функ
ция вероятности имеет вид 

Р(и) = <3>{Х(и: Ми, xj<0,..., Mu, xj < 0}. 
Обозначим: 

Sj(u) = {хе X:fj{u, x) = 0,/;(и, х) < 0, i ïj}, 

j=l,...,k. 

V0(u) 4{хб X:ffu, x) < 0,; = 1, .... к}, 

i 

Vj à mt({J0{fj(u,x)<O}nVo(u))\ 

Gjà UxVj. 

С л е д с т в и е 2. Пусть: 
(i) для всех и е U множество S0(u) равномерно 

ограничено и mesm_ i(S,{u) п 5;(и)) = 0 при i &j; 
(ii) вектор-функции VJj(u, x), VJj(u, x) непре

рывны и ограничены на множествах Gj,j = 1,...,к; 
(iii) функция р(х) непрерывна и ограничена на 

множествах V, и mesm_l(dX n Sj(u)) = 0 для всех 
j = 1, ...,к и и е U; 

(iv) IIVJJKM, ДС)|| > у > 0 на G. для каждого 
je {1, . . . , * } . 

Тогда функция вероятности Р(и) дифферен
цируема на U и 

З а м е ч а н и е . Это утверждение сразу выте
кает при применении теоремы 2 к функции 

f0(u,x) = max fi(u,x). 
У'е{1 к} 

Данная формула получена при более слабых пред
положениях относительно исходных функций 
fj{u, x) и плотности вероятности, чем в работе [4]. 

3. Неудобство представления градиента функ
ции вероятности Р(и) в виде поверхностного инте
грала, как уже отмечалось в [6], связано с пробле
мой вычисления такого интеграла. Так как лебе
гова мера в пространстве Rm поверхности S(u) 
равна нулю, численные методы типа Монте-Кар
ло неприменимы (вероятность попасть на поверх
ность S(u) для случайной точки х будет равна ну
лю). Остальные методы не работают из-за того, 
что область интегрирования задана здесь неявно. 
Поэтому определенный интерес представляет 
формула градиента функции вероятности в виде 
объемного интеграла, полученная для частных 
случаев в [5-7]. 

Обозначим: 

V$àJ{JV(u)X G$àcl(UxV$). 

О п р е д е л е н и е . Назовем множество Те Rm 

м н о г о о б р а з и е м р а з м е р н о с т и к, если Т 
является частью гладкой поверхности Т* с Rm, 
имеющей размерность к, совпадает с замыканием 
своей внутренности относительно поверхности 
Т* и имеет на поверхности Г* кусочно-гладкую 
границу. 

Т е о р е м а 3.'Пусть: 
(i) множество V* ограничено; 
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(и) функции f"ux (и, х), fxx (и, х) непрерывны на 

Gy , р\х) непрерывна на множестве Vfj ; 
(iii) для всех и е U, х € V(u)\T(u) выполняется 

неравенство || f'x (и, х)\\ > 0; 
(iv) множество Т(и) = 0 либо Т(и) с V(u)\Vy и 

является объединением конечного числа много
образий размерности не большей чем I, где I < 
<т-3,т>3; 

(v) в случае Т(и) Ф 0 , для каждого и е U и всех 
у е Т(и), х е Vv таких, что \\х - у\\ < £„, выполня
ется неравенство || f'x (и, х)\\ > Си\\х - у\\а при не
которых Си<о°,а<т-1-1,£и>0. 

Тогда функция вероятности Р(и) дифферен
цируема на U и 

F(u0) = - j div; 

V(u0) 

fu(u0>X)f'x(u0>x) P(X) 

fx(u0> x) 
dx. (2) 

З а м е ч а н и е 1. Когда Т(и) = 0 , теорема сов
падает с результатом, содержащимся в [6]. Однако 
в этом случае условия теоремы становятся несо
вместными для большинства прикладных задач. 
В частности, теорема будет заведомо неприменима 
для любой функции Дм, х), когда носитель плотнос
ти р(х) совпадает со всем пространством Rm, что 

имеет место, например, для плотности нормаль
ного закона распределения. 

З а м е ч а н и е 2. Доказательство теоремы, 
когда Т(и) Ф 0 , основано на том, что в данном слу
чае выполняется теорема 2 и, следовательно, вер
на формула (1). Далее с помощью теоремы Гаус-
са-Остроградского и оценки площади границы 
множества Т(и) показывается сходимость несоб
ственного объемного интеграла в формуле (2) к 
поверхностному интегралу в формуле (1) для про
извольной точки us Û. 

Данная работа поддержана Российским фондом 
фундаментальных исследований (грант 96-01-
00789). 
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