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посвящается 

Сверхразрешимая группа - это группа (конечная или бесконечная) , о б ­

ладающая возрастающим инвариантным рядом с циклическими факторами. П р о ­

извольную периодическую группу, все примерные подгруппы которой абелевы 

(или, иначе, в которой абелевы все силовские подгруппы) , будем для крат­

кости называть А -группой. Конечные / -группы и, в частности, конеч­

ные сверхразрешимые Д-группы с элементарными абелевыми силовскими п о д ­

группами давно уже стали объектом изучения f l ] . Давно уже изучаются и 

бесконечные сверхраэрешимые А - группы, все силовские подгруппы которых 

элементарные абелевы ^2 , з ] . Конечным сверхразрешимым А - группам 

без дополнительного предположения об элементарной абелевости их силовских 

подгрупп посвящена работа [ j t j . В ней дано конструктивное описание таких 

групп и выделена определяющая их система дополняемых подгрупп. 

Предлагаемая работа посвящена более широкому классу сверхраэрешимых 

А -групп - сверхразрешимым / { - группам, удовлетворяющим условию м и ­

нимальности и, по существу, бесконечным группам такого рода. В ней дано 

конструктивное описание таких групп (теоремы 1 и 2 ) , выделена определяю-
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шая их система дополняемых подгрупп (теорема 3 ) . Полученные результаты 

использованы далее для установления достаточных условий дополняемости 

сверхразрешимых А -групп с условием минимальности в группах, содержа­

щих их в качестве подгрупп (теоремы 4 и 5 ) . 

1. Л Е М М А 1. П у с т ь г р у п п а и м е е т н е т р и в и ­

а л ь н у ю и н в а р и а н т н у ю а б е л е в у п о д г р у п п у 

( % к о н е ч н о г о и н д е к с а , в з а и м н о - п р о с т , о ¬ 

г о с п о р я д к а м и э л е м е н т о в и з а , Р а з л о ж и— 

м у ю в п р я м о е п р о и з в е д е н и е к о н е ч н о г о ч и с ­

л а п р и м е р н ы х ц и к л и ч е с к и х п о д г р у п п и к о ­

н е ч н о г о ч и с л а к в а з и ц и к л и ч е с к и х п о д г р у п п 

( о д н о и з э т и х ч и с е л м о ж е т б ы т ь р а в н ы м 

н у л ю ) . Е с л и п р и э т о м п о д г р у п п а С№ о б л а д а-

е т в о з р а с т а ю щ и м р я д о м с ц и к л и ч е с к и м и ф а к ­

т о р а м и , ч л е н ы к о т о р о г о и н в а р и а н т н ы в Cj^ , 

т о в с е м н о ж и т е л и х о т я б ы о д н о г о и з т а к и х 

р а з л о ж е н и й п о д г р у п п ы Ob и н в а р и а н т н ы в 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В случае , когда подгруппа конечна, будет к о ­

нечной и группа . В этом случае лемма доказана в £ 4 j . Поэтому б у ­

дем рассматривать случай, когда подгруппа бесконечна. 

Пусть & - (конечная) подгруппа, порожденная представителями с м е ж ­

ных классов группы по подгруппе Ob , взятыми по одному из каж­

дого класса . Пересечение 0С П ^ является инвариантной в под -

группой, порядок которой взаимно-прост с ее индексом. Поэтому , ввиду и з ­

вестной теоремы Шура, пересечение дополняемо в » t . Если 

<*, (А ° 

ост — некоторое е го дополнение в B J , то 

Но тогда из очевидного соотношения СЦ' получаем, что 

о/ = а\[аг\ щ) А о Я = ос 
Следовательно, - дополнение подгруппы а в ^ . 

Ясно, что доказательство леммы сводится теперь к доказательству ее 
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для группы £ ^ , где ^ - произвольная силовская подгруппа из 01/ • 

Если подгруппа |7 конечна, то конечна и группа ^ А о6~ и тогда у т ­

верждение леммы для группы jj А ои справедливо [ 4 J . 

Таким образом, доказывать л е м м у надо в предположении, что С%> — б е с ­

конечная ^ - г р у п п а ; при этом для дополнения подгруппы ( % в сохраним 

обозначение Будем предполагать также, что вьшелено некоторое р а з ­

ложение подгруппы Ot в прямое произведение циклических и кваэицикли-

ческих подгрупп. Пусть и — наивысший порядок циклических множителей 

этого разложения (если они отсутствуют, то полагаем ПЪ= О ) • О б о з н а ­

чим через OLQ инвариантную относительно об" подгруппу, порожденную 

в CJL элементами порядка не выше р'*1 . Через (X обозначим п о д ­

группу, порожденную в ОС квазициклическими множителями выделенного 

е е разложения. Рассмотрим группу OLQ^V^ • Нетрудно убедиться, что 

подгруппа (XQ~ CHQ Л Ot дополняема в QIQ Так как подгруппа (XQ 

инвариантна относительно , то ввиду теоремы Машке она имеет в 

СЛд инвариантное относительно J6* дополнение C£Q (а значит, и ин­

вариантное в (л ). Ввиду отмечавшегося уже частного случая леммы для 

' / у ' 
конечных групп, подгруппа UVQ разлагается в прямое произведение инва­

риантных относительно ifo" (а значит, инвариантных в ) циклических р - групп. Так как, очевидно, имеет место прямое разложение 

иЬ = ОСф * Ot , то поэтому доказательство леммы сводится к случаю , 

когда ^—группа Ot разлагается в прямое произведение конечного ч и с ­

ла квазициклических подгрупп. 

Рассмотрим этот случай. Пусть - подгруппа, порожденная в 

Ot элементами, порядки которых не превосходят числа р* , и 

- последовательность конечных подгрупп группы Ввиду 

справедливости леммы для конечных групп, подгруппа (Х^ • • • ) 

разлагается в прямое произведение инвариантных относительно цикли­

ческих подгрупп порядка р*~ . Нетрудно убедиться, что подгруппа (Х^ 

пересекается с любым из множителей такого разложения для подгруппы 

(%K±g по инвариантной относительно подгруппе индекса р в з я т о -
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го множителя. Поэтому каждое прямое разложение подгруппы 0 ! 1 Н _ 

вариантными относительно о£г циклическими множителями однозначно о л -

пределяет прямое разложение такого рода для подгруппы 01/^ (проекция 

взятого разложения для подгруппы СХ-£+£ в подгруппу ffl^ ) . Но 

тогда для каждой подгруппы OL^ , ) можно выделить по одному 

такому разложению в прямое произведение инвариантных относительно ifr 

циклических подгрупп, что эти разложения будут проекционно связанными в 

указанном здесь смысле ( с м . [ б ] , а также \ € \ ) • Отсюда без труда п о ­

лучается утверждение леммы в рассматриваемом случае . Л е м м а доказана. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. П у с т ь л о к а л ь н о - к о н е ч н а я 

р у п п а и м е е т н е т р и в и а л ь н у ю и н в а р и а н т ­

н у ю а б е л е в у п о д г р у п п у , п о р я д к и э л е -

м е н т о в к о т о р о й в з а и м н о - п р о с т ы с п о р я д ­

к а м и э л е м е н т о в ф а к т о р - г р у п п ы Cjf\d , р а з -

л о ж и м у ю в п р я м о е п р о и з в е д е н и е к о н е ч н о ­

г о ч и с л а п р и м е р н ы х ц и к л и ч е с к и х п о д г р у п ь 

и к о н е ч н о г о ч и с л а к в а з и ц и к л и ч е с к и х л о д -

г р у п п ( о д н о и з э т и х ч и с е л м о ж е т б ы т ь р а в ­

н ы м н у л ю ) . Е с л и п р и э т о м п о д г р у п п а 01 о б ­

л а д а е т в о з р а с т а ю щ и м р я д о м с ц и к л и ч е с к и ­

м и ф а к т о р а м и , ч л е н ы к о т о р о г о и н в а р и а н т ­

н ы в ^ . т ° в с е м н о ж и т е л и х о т я б ы о д н о г о 

и з т а к и х р а з л о ж е н и й п о д г р у п п ы Л и н в а р и -

а н т н ы в , 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть X* - централизатор подгруппы 0(/ в 

Если подгруппа (Х> конечна, то , очевидно, он имеет конечный индекс в СЦ. 

Если подгруппа (Ж бесконечна, то конечность индекса ее централизатора 

<С нетрудно установить, используя следующее 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е (см . {l , следствие 1 . 1 5 J ) . В п е р и о д и ­

ч е с к о й г р у п п е ц е н т р а л и з а т о р н о р м а л ь н о ­

г о д е л и т е л я , я в л я ю щ е г о с я п р я м ы м п р о и з ­

в е д е н и е м к о н е ч н о г о ч и с л а к в а з и ц и к л и ч е с ­

к и х г р у п п , и м е е т к о н е ч н ы й и н д е к с . 

Пусть - подгруппа, порожденная в С£ представителями смежных 

классов группы по подгруппе £ , взятыми по одному из каждого 
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огн. Ввиду локальной конечности группы Щ подгруппа 5^. конечна -

я с.юот инвариантную подгруппу Ot П 5^ порядка взаимно-просто; о с 

irt л.кспм и потому разлагается в полупрямое произведение 

,. а<: • очевидными соотношениями 

^ = и 

^ = > Г [ ( # П | ф ) А # ] = х г # , 
И з м е н я я лемму 1 к группе и е е подгруппе 

.-*:'.! in 1 оресукчцоо нас разложение подгруппы Ot с инвариантными в ^2 

.•жителями. Но тогда из предыдущего соотношения вытекает, что п о с л е д -

• .i 'snaritiiHTuw также и в группе Qjf . Предложение 1 доказано. 

2 . I. И Щ Л О Ж Е И П Е 2 . П у с т ь ^ - б е с к о н е ч н а я 

!• л р а з р о г- и м а я ^ - г р у п п а , у д о в л е т в о |. я -

ц и я у с л о w и ю м л н и м а .1 ь н о с т и . Т о г д а г: о .-¬ 

я 'I а с . ь X г р у л п ы £Ц д о л о л Н я с м а в Щ 

г- . а г а о I с я п п р я м о е п р о и у в е д с н и е л н Р. Л-

л ;i . н l.i х п СЦ к в а з и ц и к л и ч е с к и х д о л г р у п 

д • кпзатольсТпу предпошлем следующие замечания. 

3.-,Л\1:Ч\м i iE I. Бесконечная сверхразрешимая группа , удог.лотво-

•II.us; ус.-юпп!» минимальности, является конечным расширением подгрупп.*, 

.ловимой is прямое произведение конечного числа квазициклических под -

нп \l , теорема 1. о ] ; эта подгруппа является максимальной полной под 

пл...! группы Щ называется полной частью последней. 

ЗАЛ\СЧЛ!:!!Г"! 2 . Бесконечная сверхразрешнмая группа, удовлетворяю— 

условию минимальности, является счетной локально разрешимой периоди 

кои группой (s.Tt> вытекает из предыдущего замечания) . Поэтому в ней 

Пии енловская % -подгруппа, где & - подмножество множества прос— 

делителей порядков ее элементов, имеет дополнение, не содержащее 

-• ' .юментов \j , предложение 4 . 2 ] . 

3-\л\ЕЧЛН!1П В сверхразрешимой периодической группе с коночным 
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множеством простых делителей порядков ее элементов силовская подгруппа 

."•> наибольшему из этих делителей инвариантна Q » , теорема 6^. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О предложения 2 . Пусть р^ > рг>...~>ря - простые 

делители порядков элементов группы С^. . Конечность .множества простых д е ­

лителей вытекает из замечания 1. Пользуясь замечаниями 2 и 3, нетрудно 

убедит! ся, что группа Щ разложима в полупрямое произведение 

< f - к р я ) . 

до (б=,/-,2, ш t rC) - некоторая отвечающая числу р- силовская н о д -

. лунпа. группы С/У 

' Г) - 0< 
пусть 1/ - первый ое оконечный множитель этого разложения, У —про­

изведение пред е с т ь v i o i i i i ь \ ему множителей разложения (если /7 ~ / , то У ™ 

- J ч I * 1 1 д 

~ 1 ) , а 1Л - произведение следующих за ним множителей (если /tf~/Z , 
• ^ ~ i ) . Применяя предложение I к группе Л ^ и ее инвариант 

roil аболовой подгруппе £ > п , получаем разложение подгруппы & л в пря-

. : . ) С - произведение инвариантных относительно ДО квазицнклнческих и цикли­

ческих подгрупп. Произведение кьазициклических множителей полученного раз¬ 

. оження подгруппы 2р_ обозначим через 2^ , а прел 1зведение е го ос -
™ , z - Г / 7 , 

тальных M i n i .кителей - ч е г е з 4/ 
Подгруппа у - конечная инвариантная в ( Д подгруппа. Поэтому се 

гептрализатор в { % имеет конечный индекс. Но тогда он содержит подгрул-

л-. Jf , Отсюда следует , что инвариантные относительно т множители 
1 ТУ d х > 1 

оаздожения подгруппы из которых составлена подгруппа аг_ , ин -
ПНТ 1 1 

vлриантн: 1 в группе U} 

Группа Oj- , очевидно, имеет полупрямое разложение 

: hi.ii.mv 1и.дг|>м;па ёг дополняема в ней. 

F a , 

Iакпм . о р а л о м , стгряведлньо следующее утверждение: 

И с л и р- н а и б о л ь н е е п р о с т о е ч и с л о , п о 

к о т о |. о >.: \ г г у л xi a Cjj- , у д о в л е т в о р я ю щ а я 

: ]'• о О (. в а к и я м и : о ' л о >i о II и 9 2 , и м е е т б е с -

л о г о ч 1: у 1 • с 1 л о в с к у и 1 1 ° Л г Р У н п у , т о м а к— 

http://hi.ii.mv
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с и м а л ь н а я п о л н а я п о д г р у п п а п о с л е д н е й д о ­

п о л н я е м а в 0£ и р а з л а г а е т с я в п р я м о э п р о ­

и з в е д е н и е к о н е ч н о г о ч и с л а и н в а р и а н т н ы х 

в Щ к в а з и ц и к л и ч е с к и х п о д г р у п п . 

Пользуясь этим утверждением, без труда убеждаемся в справедливости 

доказываемого предложения. В самом д е л е , пусть 5'Pfl ^'"^Pfl ~ 
простые числа, по которым группа СЦ имеет бесконечные силовские подгруп­

пы. Обозначим через 

Ря, » Ряг ' " •'' Рпм 

полные части последних. Т о г д а 

В силу сформулированного утверждения имеем 

Отсюда вытекает соотношение 

а также разложимость подгруппы в прямое произведение конечного ч и с ­

ла инвариантных в Oj квазицнклнческих подгрупп. Предложение 2 доказано. 

С Л Е Д С Т В И Е 1. П у с т ь ^ - б е с к о н е ч н а я с в е р х ­

р а з р е ш и м а я ^ - г р у п п а , у д о в л е т в о р я ю щ а я 

у с л о в и ю м и н и м а л ь н о с т и , и Ш, — е е п о л н а я 

ч а с т ь . Т о г д а л ю б а я о т л и ч н а я о т ^ п о л н а я 

п о д г р у п п а ^ " г р у п п ы ^ ( о ч е в и д н о , 

и м е е т в % д о п о л н е н и е , с о с т а в л е н н о е и з 

м н о ж и т е л е й р а з л о ж е н и я п о д г р у п п ы $ в 

п р я м о е п р о и з в е д е н и е и н в а р и а н т н ы х в 0^ 

к в а з и ц и к л и ч е с к и х м н о ж и т е л е й . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть % = %f X % £ X . , . X _ прямое 

разложение подгруппы dZ с инвариантными в квазициклическими м н о ­

жителями и 
— прямое разложение п о д -
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группы £ с какими-нибудь квазициклическими множителями. Так как подгруп -

па / / дополняема в , то существует следующее прямое разложение с 

квазициклическими множителями: 

Число множителей в этом разложении, очевидно, совпадает с числом множите­

лей в первом разложении для Я/ • В силу известной теоремы О . Ю. Шмид­

та £ э ] , множители второго разложения подгруппы 7t можно 

последовательно заменить некоторыми изоморфными множителями ее первого 

разложения. Отсюда вытекает справедливость доказываемого следствия. 

Но тогда, учитывая дополняемость в группе е е полной части ( с м . 

предложение 2 ) , получаем 

С Л Е Д С Т В И Е 2 . П у с т ь ^ - б е с к о н е ч н а я с в е р х ­

р а з р е ш и м а я ^ - г р у п п а , у д о в л е т в о р я ю щ а я 

у с л о в и ю м и н и м а л ь н о с т и . Т о г д а в н е й д о п о л ­

н я е м а к а ж д а я п о л н а я е е п о д г р у п п а . 

3. П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 3. П у с т ь ю - б е с к о н е ч н а я с в е р 

р а з р е ш и м а я ^ - г р у п п а , у д о в л е т в о р я ю щ а я у с 

л о в и ю м и н и м а л ь н о с т и , и $ - е е п о л н а я ч а с т i 

1 о г д а п о д г р у п п а 

Щ \ г д е С}- к о м м у т а н т 

г р у п п ы Щ , д о п о л н я е м а в Ojf и р а з л а г а е т с я 

в п р я м о е п р о и з в е д е н и е к о н е ч н о г о ч и с л а и н ­

в а р и а н т н ы х в (jjj к в а з и ц и к л и ч е с к и х п о д г р у п 

и к о н е ч н о г о ч и с л а ( м о ж е т б ы т ь , р а в н о г о H ) 

л ю ) и н в а р и а н т н ы х в н е й п р и м а р н ы х ц и к л и ч е 

к и х п о д г р у п п . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть щ - дополнение подгруппы 

его коммутант. Так как 5^ — конечная разрешимая (даже сверхразрешимая) 

\ —группа, то е е коммутант $ 1 • пополняем п иаа Pi гП п-г̂ -т-̂  1Л-
- грулла , то е е коммутант ^ « д о п о л н я е м в ней £ l d ] . Пусть - его 

дополнение. Т о г д а 

Так как подгруппа <£г абелева, то ^ ' & $2 А и потому 
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1&Щ — Ж\ Щ - С другой стороны, очевидно, что Id А Щ ^ЛО^ 

Следовательно, 

Но тогда получается, что 

Это разложение доказывает дополняемость подгруппы в 

Так как Cj[ - сверхразрешимая локально-конечная группа с абелевыми 

силовскими подгруппами, то , пользуясь теоремой Вендта-Черникова , 

получаем, что е е коммутант ' абелев . Группа удовлетворяет у с л о ­

вию мтшмальности , а потому этому условию удовлетворяет и ее подгруппа 

. Следовательно , — инвариантная абелева подгруппа группы С^- i 

удовлетворяющая условию минимальности, 

Если подгруппа конечна, то ее централизатор в С^- имеет, очевид­

но, конечный индекс. Если же она бесконечна, то это утверждение п о л у ч а ­

ется с помощью следующего предложения 1см. [ 7 , следствие 1. 15J) : в 

п е р и о д и ч е с к о й г р у п п е ц е н т р а л и з а т о р н о р ­

м а л ь н о г о д е л и т е л я , я в л я ю щ е г о с я п р я м ы м 

п р о и з в е д е н и е м к о н е ч н о г о ч и с л а к в а з и ц и к ­

л и ч е с к и х г р у п п , и м е е т к о н е ч н ы й и н д е к с . 

Ввиду конечности индекса централизатора подгруппы (У^ в Cjj' и п о л ­

ноты подгруппы ?2 . последняя входит в этот централизатор. Отсюда вы­

текает абелевость подгруппы 1R/C^ • ^ 

Выше было установлено, что , В силу предложе­

ния 2 подгруппа разлагается в прямое произведение конечного числа 

инвариантных в Qj квазициклических подгрупп. Нетрудно убедиться, что 

если подгруппа отлична от единицы, то она разлагается в прямое 

произведение инвариантных в ( % примерных циклических подгрупп . В с а -

# А ф ' а б е л е в а , ^ - - Ж А ф и $ = мом деле , так как подгруппа 

то для этого достаточно показать, что подгруппа разлагается в л р я -

Щ прим мое произведение инвариантных в Щ примарных циклических подгрупп. 

Пусть р ~ любое простое число , делящее порядок подгруппы Jj& , а 
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р - е е силовская р -подгруппа. Пусть — какая-нибудь силовская 

р -подгруппа из ) ^ и 2^- ее дополнение в ^ . Т о г д а группа 

Л удовлетворяет условиям леммы 1, и потому подгруппа $ 
О г Огп 

представима в виде прямого произведения инвариантных относительно tT , 

а значит, и инвариантных в Щ (так как подгруппа ^ ? абепева) цик­

лических р -подгрупп. Т а к как подгруппа Щ является прямым произ­

ведением е е силовских подгрупп, то отсюда следует , что она разлагается 

в прямое произведение инвариантных в 5̂  примарных циклических под -

групп. Как уже отмечалось , все эти множители инвариантны в 0^ 

Ввиду абелевости группы и соотношения $Cjf 5 = 8 Ж A Jĵ ' а 

также предложения 2 , отсюда следует утверждение предложения 3 о разложи­

мости подгруппы fflCjf в прямое произведение конечного числа инвариантных 

в Cjj квазициклических подгрупп и конечного числа инвариантных в при­

марных циклических подгрупп. Предложение 3 доказано. 

П Р И М Е Ч А Н И Е . Из последней части доказательства , относящейся к к о ­

нечной сверхразрешимой группе ^ и ее коммутанту , вытекает спра­

ведливость следующего утверждения (полученного в ) : 

Е с л и в к о н е ч н о й с в е р х р а з р е ш и м о й г р у п ­

п е ^ в с е с и л о в с к и е п о д г р у п п ы а б е л е в ы , т о 

о н а п р е д с т а в и м а в в и д е л о л у п р я м о г о п р о ­

и з в е д е н и я д в у х ( к о н е ч н ы х ) а б е л е -

в ы х п о д г р у п п , п е р в а я и з к о т о р ы х р а з л о ж и ­

м а в п р я м о е п р о и з в е д е н и е и н в а р и а н т н ы х в 

Cjf п р и м а р н ы х ц и к л и ч е с к и х п о д г р у п п . 

Т Е О Р Е М А 1. Н е т р и в и а л ь н а я г р у п п а ^ ? с у с л о ­

в и е м м и н и м а л ь н о с т и т о г д а и т о л ь к о т о г д а 

я в л я е т с я с в е р х р а з р е ш и м о й / { - г р у п п о й , 

к о г д а о н а п р е д с т а в и м а в в и д е л о л у п р я м о ­

г о п р о и з в е д е н и я д в у х а б е л е в ы х 

п о д г р у п п , и з к о т о р ы х в т о р а я к о н е ч н а , а 

п е р в а я р а з л о ж и м а в п р я м о е п р о и з в е д е н и е 

к о н е ч н о г о ч и с л а т а к и х и н в а р и а н т н ы х в 

к в а з и ц и к л и ч е с к и х п о д г р у п п и п р и м а р н ы х 

ц и к л и ч е с к и х п о д г р у п п ( м н о ж и т е л и о д н о г о 

и з э т и х в и д о в м о г у т о т с у т с т в о в а т ь ) ч т о 
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к а ж д а я и з н и х в х о д и т в ц е н т р л ю б о й с о д е р ­

ж а щ е й е е с и л о в с к о и п о д г р у п п ы г р у п п ы . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Если группа (л , удовлетворяющая условию мини-

мапьности, является сверхразрешимой ^ - г р у п п о й , то , ввиду предложения 

3 и примечания к нему, она представима в виде полупрямого произведения 

ffj, — 0% \ с указанными в теореме 1 свойствами. Так как, по пред­

положению, все силовские подгруппы группы абелевы, то при этом о т ­

меченное в теореме свойство вхождения каждого из множителей в центр с о ­

держащей его силовскои подгруппы выполняется тривиально. Таким образом, 

необходимость утверждения теоремы уже доказана. Достаточность д о к а з ы ­

вается следующим образом. 

Пусть группа представима в виде полупрямого п р о и з в е д е н и я ^ - 1 

—(% X & двух абелевых подгрупп с указанными в теореме свойствами ; 

из разложимости подгруппы СС в прямое произведение инвариантных в 

квазициклических и примарных циклических подгрупп и абелевости подгруп­

пы & вытекает сверхразрешимость группы • И з конечности числа 

множителей разложения подгруппы (%/ и конечности подгруппы JS-* следует , 

что группа Oj, удовлетворяет условию минимальности. Пусть далее (Хр -

силовская р -подгруппа из (X . Она, очевидно, дополняема в С£ , 

а значит, дополняема и в любой содержащей ее силовскои подгруппе ^р 

из . Пользуясь т е м , что подгруппа абелева, нетрудно убедить ­

ся в абелевости дополнения подгруппы (Хр в Cjf . Так как, по предположе­

нию, любой множитель разложения подгруппы (Дг входит в центр содержа-

шей е г о силовскои подгруппы группы , то подгруппа @£р содержит­

ся в центре подгруппы ^р 1 1 потому последняя абелева. Так как все с и ­

ловские подгруппы из 0£ I имеющие тривиальное пересечение с (X i 

очевидно, абелевы, то достаточность условий теоремы доказана. 

С Л Е Д С Т В И Е . П у с т ь ^ - н е т р и в и а л ь н а я с в е р х ­

р а з р е ш и м а я ^ - г р у п п а , у д о в л е т в о р я ю щ а я 

у с л о в и ю м и н и м а л ь н о с т и . Т о г д а о н а п р е д ­

с т а в и м а в в и д е п о л у п р я м о г о п р о и з в е д е н и я 

к о н е ч н о г о ч и с л а к в а э и ц и к л и ч е с к и х и п р и ­

м е р н ы х ц и к л и ч е с к и х п о д г р у п п ( м н о ж и т е ­

л и о д н о г о и з э т и х в и д о в м о г у т о т с у т с т в о ­

в а т ь ) , в к о т о р о м м н о ж и т е л и , о т в е ч а ю щ и е 

о д н о м у и т о м у ж е п р о с т о м у ч и с л у , п о э л е -

м е н т н о п е р е с т а н о в о ч н ы , 
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Если некоторая группа обладает возрастающим инвариантным рядом с 

дополняемыми членами, то говорят, что она представима в виде полупрямо­

го произведения упорядоченной в соответствии с членами ряда совокупности 

ее подгрупп, произвольная из которых является дополнением с о о т в е т с т в у ю ­

щего члена этого ряда в непосредственно следующем за ним члене (ср . £s 

§ Д. 1 3 ] ) . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О следствия. Утверждение о представимости группы 

в виде полупрямого произведения конечного числа указанных множите­

лей вытекает непосредственно из теоремы 1. Утверждение о поэлементной 

перестановочности множителей, отвечающих одному и тому же простому чис­

л у , получается следующим образом. 

Выделим в рассматриваемом полупрямом разложении группы множи¬ 

тели, отвечающие некоторому простому числу р , не меняя их порядка. 

Их произведение будет полупрямым разложением некоторой подгруппы из 

Но тогда эта подгруппа должна быть р -группой и, значит, абелевой 

р -группой. Отсюда следует поэлементная перестановочность выделенных 

множителей полупрямого разложения группы (%• . Следствие доказано. 

Пусть теперь нетривиальная группа 0^ представима в виде полупрямо­

го произведения конечного числа кваэициклических и примарных циклических 

подгрупп (множители одного из этих видов могут о т с у т с т в о в а т ь ) , в к о т о ­

ром множители, отвечающие одному и тому же простому числу, п о э л е м е н т ­

но перестановочны. Т о г д а группа сверхраэрешима, удовлетворяет у с л о ­

вию минимальности и все ее силовские подгруппы абелевы. 

Первые два из этих утверждений очевидны. Т р е т ь е утверждение д о с т а ­

точно доказать лишь для одной силовскои ^ - п о д г р у п п ы , так как все с и ­

ловские ^ - п о д г р у п п ы группы С^г , очевидно, сопряжены. 

Выделим в рассматриваемом полупрямом произведении все множители , 

отвечающие числу р . Их произведение - абелева ^—группа . О б о з н а ­

чим е е через . Составим (полупрямое) произведение ^ остальных 

множителей. Подгруппа ^ , очевидно, не содержит отличных от единицы 

элементов порядка р и является дополнением подгруппы ^? в Ctjr , О т ­

сюда вытекает, что подгруппа ^ является силовскои ^ - п о д г р у п п о й 

группы . Но тогда, как уже отмечалось , все силовские ^ - п о д г р у п ­

пы группы Щ абелевы. 

Сформулируем теорему, доказанную з д е с ь и в следствии теоремы 1. 
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Т Е О Р Е М А 2 . С в е р х р а з р е ш и м ы е ^ - г р у п п ы , 

у д о в л е т в о р я ю щ и е у с л о в и ю м и н и м а л ь н о с ­

т и , и с ч е р п ы в а ю т с я г р у п п а м и , п р е д с т а в и-

м ы м и в в и д е п о л у п р я м о г о п р о и з в е д е н и я 

к о н е ч н о г о ч и с л а к в а э и п и к л и ч е с к и х и п р и ­

м а р н ы х ц и к л и ч е с к и х п о д г р у п п ( м н о ж и т е ­

л и о д н о г о и з э т и х в и д о в м о г у т о т с у т с т в о ­

в а т ь ) , в к о т о р о м м н о ж и т е л и , о т в е ч а ю щ и е 

о д н о м у и т о м у ж е п р о с т о м у ч и с л у , п о э л е ­

м е н т н о п е р е с т а н о в о ч н ы , 

4 . ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4 . в с в е р х р а з р е ш и м о й И - г р у п -

п е ^ , у д о в л е т в о р я ю щ е й у с л о в и ю м и н и м а л ь ­

н о с т и , д о п о л н я е м а к а ж д а я п р и м е р н а я ц и к ­

л и ч е с к а я п о д г р у п п а , д о п о л н я е м а я в к а -

к о й - н и б у д ь с о д е р ж а щ е й е е с и л о в с к о и п о д ­

г р у п п е я а (л 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т Ю . Для случая конечной группы С£ это предложение 

доказано в С43- Будем предполагать, что группа Cj^ бесконечна. Пусть 

^ - ее полная часть. Обозначим через £ циклическую ^ - п о д г р у п п у 

из , дополняемую в силовскои р-подгруппе ^ из (Ж . Н е т р у д ­

но убедиться, что циклическая р -подгруппа будет 

дополняемой в силовскои р-подгруппе 1 ак как 

(JJ1% - конечная сверхразрешимая Д -группа, то подгруппа 'j^ 

дополняема в 0^ j ffl ( с м . [ ^ 4 ] ) . Пусть ^ jЦ - е е дополнение. Т о г д а 

= и ( & / \ ) П ^ - # . Отсюда следует , что ЯXjj = Cjf 

и Л ! ^ = / и, значит, ^ - дополнение подгруппы J" в С£ . Пред­

ложение доказано. 

Л Е М М А 2 . П у с т ь б е с к о н е ч н а я г р у п п а^Г я в ­

л я е т с я к о н е ч н ы м р а с ш и р е н и е м п о д г р у п п ы 

Ot , р а з л о ж и м о й в п р я м о е п р о и з в е д е н и е 

к о н е ч н о г о ч и с л а к в а з и ц и к л и ч е с к и х п о д ­

г р у п п . Е с л и п р и э т о м в CJf д о п о л н я е м а 

к а ж д а я к в а з и ц и к л и ч е с к а я п о д г р у п п а ( в с е 

о н и с о д е р ж а т с я в ОС ) , т о п о д г р у п п а ОС р а з -

л о ж и м а в п р я м о е п р о и з в е д е н и е ( т о г о ж е 
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ч и с л а ) и н в а р и а н т н ы х ъ ( Л к в а з и ц и к л и ч е с к и х 

п о д г р у п п и д о п о л н я е м а е 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть (Xj- какая-нибудь кваэициклическая подгруп­

пе па группы 0^. и, значит, Ctj £ ОС • Обозначим через CSj дополнена 

подгруппы JX1 В (Ц . Очевидно, пересечение ОС'=ОСШ- инвариантная 

в Ojj максимальная полная подгруппа из Если Ct*~ / , то лемма 

верна. Пусть ОС * ф / и ОС^ - какая-нибудь квазициклическая подгруппа 

из ОС • Обозначим через ^ е е дополнение в , а через п е р е ­

сечение ОК^П Щ-^ Если 0( ~ / , то квазициклическая подгруппа 

ОС^ • очевидно, инвариантна в Cjf . Продолжая эти рассуждения, п о л у ­

чаем через конечное число К шагов инвариантную в С£ квазипикпическую 

подгруппу 0СК [ОСК<=(%). 

Таким образом, при условиях л е м м ы подгруппа С£ содержит инвариант­

ную в Cjj квазициклическую подгруппу. Пусть JC^ - одна из них. Ее д о ­

полнение в 0^ обозначим через у"^ . Пересечение - ин­

вариантная в максимальная полная подгруппа из (fa По доказанно¬ 

му в ней можно выделить инвариантную в ^ , а значит, и в 0} квази¬ 

циклическую подгруппу $4* • ^ е Дополнение в 2^ обозначим через 2^ , 

В пересечении «С ~ С П £ ^ вьщеляется инвариантная в , а з н а ­

чит, л в С£ квазициклическая подгруппа к т - Д- Продолжая эти 

рассуждения, получаем разложения 

где все , 0S"C,2^ , , • 7 Х> - инвариантные в кваэицикличес-

кие подгруппы. Отсюда следует справедливость утверждения леммы. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5 . П у с т ь б е с к о н е ч н а я / 4 - г р у п -

п а Щ я в л я е т с я к о н е ч н ы м р а с ш и р е н и е м а б е -

л е в о " ; п о д г р у п п ы ОС > р а з л о ж и м о й в п р я м о е 

п р о и з в е д е н и е к о н е ч н о г о ч и с л а к в а з и ц и к л и ­

ч е с к и х п о д г р у п п . Е с л и п р и э т о м в CJJ' д о -

п о л н я е м а к а ж д а я к в а з и ц и к л и ч е с к а я п о д ­

г р у п п а , а т а к ж е к а ж д а я п р и м а р н а я ц и к л и ­

ч е с к а я п о д г р у п п а , д о п о л н я е м а я в к а к о й - н и -
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б у д ь с о д е р ж а щ е й е е с и л о в с к о и п о д г р у п п е 

и з , т о г р у п п а с в е р х р а з р е ш и м а . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Ввиду леммы 2 подгруппа (X дополняема в C^j . 

Пусть JS5"1- ее дополнение в ( ^ и р — какой-нибудь простой делитель 

порядка подгруппы . Обозначая через (Хр силовскую ^ - п о д г р у п ­

пу из (X I а через (Xpi - ее дополнение в {(Х**(Хр (Mpj ) , п о ­

лучаем разложение 

с$=01р\{(хр, \ & ) . 

В нем один из множителей ^р 11 ^"р* м о ж е т быть тривиальной группой. 

Обозначим через З'р какую-нибудь силовскую р -подгруппу из 

а через ~ какую-нибудь дополняемую в циклическую подгруппу. П о ­

кажем, что подгруппа дополняема в . В самом д е л е , ^^—группа 

является силовскои подгруппой группы Cj^ . Обозначим ее через ^jfp 

Если $ ~ дополнение подгруппы в ^р • т о 

Следовательно, подгруппа дополняема в силовскои подгруппе Щр > а 

потому, по предположению, дополняема и в группе С^- . Но тогда она 

дополняема и в 

Таким образом, каждая примарная циклическая подгруппа конечной г р у п ­

пы <£[ у дополняемая в какой-нибудь содержащей ее силовскои подгруппе, 

дополняема в . Так как все силовские подгруппы группы абелевы, 

то отсюда следует ее сверхразрешимость £ 4 ] . 

В силу леммы 2 подгруппа 0L разлагается в прямое произведение ин­

вариантных в Oj кваэициклических подгрупп, и поэтому отсюда вытекает, 

что при условиях предложения 5 группа 0^ обладает возрастающим инва­

риантным рядом с циклическими факторами и, значит, сверхразрешима. Пред­

ложение 5 доказано. 

Т Е О Р Е М А 3 . С в е р х р а з р е ш и м ы е Л - г р у п п ы с 

у с л о в и е м м и н и м а л ь н о с т и - э т о в т о ч н о с т и 

т а к и е ^ — г р у п п ы , я в л я ю щ и е с я к о н е ч н ы м и 


