
Е.А.Кашина 

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ЧИСЕЛ КВАДРАТИЧНЫМИ ФОРМАМИ В ПОЛЯХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 

I . Введение . Пусть К - вполне вещественное поле а л г е б р а и ч е с ­
ких чисел степени Ki=[K :ft] и дискриминанта $ 

| = | (Х ) = | ( х , , . . . , х 3 ) = ^ Я Х ] и > 

- вполне положительно определенная квадратичная форма над к о л ь ­
цом (У целых чисел поля К с числом переменных . Обозна­
чим через t ( f , r t t ) число представлений над <У числа п ь е ( Г формой 

Пусть. 

-где 

т ) - полный особый ряд з а д а ч и : 

f ( f ra ) - I ( f , № )H(W, 

. Г(*), 
л/Ц1"1 \нш)}гъ 

S + i 

Kf,») -
- особый интеграл 

- особый р я д Харди - Литтлвуда. З д е с ь il - дифферента f\ , 

- сумма Г а у с с а формы f (X) . 

Говорим, что f - форма типа (Р ) , если 

b(f,irO-p(f,m,) 
для в с е х t u e c , т Ь О -

В случае K^Cl конечность числа классов примитивных квадра­
тичных форм типа (Р) , доказана как для частного случая суммы 
квадратов [ю] , так и в общем случае (и даже для S ^ 3 ) [4, 3] 
В поле алгебраических чисел для суммы квадратов аналогичный в о ­
прос рассматривался в р а б о т а х [ i , б ] . 
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2 . Основной р е з у л ь т а т . В настоящей с т а т ь е распространяется 
результат [ i , б ] н а случай произвольных примитивных вполне п о л о ­
жительных форм ( ( X ) • 

ТЕОРЕМА. Существует такая постоянная c - c ( s , n O , зависящая 
только от s M и степени п- вполне вещественного поля К , что 
если фиксированы S,ix- и N ( d d . f i ) > с ( то вполне положительно о п ­
ределенная квадратичная форма f вида ( I ) не есть форма типа 
( Р ) , т . е . число классов примитивных форм т и п а ( Р ) конечно. 

Отсюда с л е д у е т ( п р и Б М ) результат Пфойфера [ 9 ] о конечнос­
ти числа одноклассных родов вполне положительно определенных S -
арных квадратичных форм над Сг . 

3 . Вспомогательные результаты. Положим, что представимое фор­
мой \ число rrv является е е арифметическим минимумом, т . е . 

пг= uuf {.(х*,.-, Xg) . 
Используя теорему Минковского, можно д о к а з а т ь , что 

ЗАМЕЧАНИЕ I . Особый ряд Н ( | , п г ) можно представить в виде 
бесконечного произведения 

Произведение б е р е т с я по всем простым идеалам | э . 

сю 

г *(.шЛЛ> "г 
ЗАМЕЧАНИЕ 2 . Для любой квадратичной формы f , для любых 

Ь,$> существует эквивалентная форма ^ такая , что 

г д е e L е Z , о <s е 4 •< е„_<=...«= ̂ <-fc; %••••>% - с о б с т в е н н о 
целые форыы с попарно непересекающимися переменными, числа их 
переменных = S (<&t) i, • • • Л), s A + • • • + s t = s ; их о п р е ­
делители c L ( l = l , . . - , £ ) взаимно просты с 3L, 5С £ )р, 7(ф^-

а ) если f \ Z , то ^ . J а x j (3) 
^=1 Р ^ 
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б) если о, | а , то Ф А - или вида (3) или 

(см. [8] ). 
4. Вычисление Xy(wt), <| ̂ 2 , Рассуждения проводятся ана­

логично [5] . Обозначим 
J0, если К < е £ 

1 / ( к ) = \%) если e ^ < . K < e t + 1 

I, если < к 

Выберем число х„ '• Л 0 = -|^- » где ( ОЦ <|Ktf) = (i) . Тогда 

не зависит от выбора . Положим 

П 6 ( A . * lf i ;o ) X,p), если 

где 6 з нак суммы Гаусса ( Ц А Д 6 1 " ^ ) 

ЗАМЕЧАНИЕ 3 . | & (лХ 2)/ = , оС - , 
См. [2] . ^ К Ю 

ПРЕДДОЖЕНИЕ I. Пусть 1) (к) — 2Z S; (.К-в;). Тогда 
О, если *vt ^ р 

О, если vn G p j tf(K)« 1 (wool 2) 

СЛЕДСТВИЕ. Пусть Л* II Wi . Тогда 
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5. Оценка ХугшЛ, у jg,,y. ||& . В этом случае поло-

. ( 0 , если во (2) Р̂- имеет 

I С, если во (2) л>; имеет 

вид (3) 

^^ имеет вид (4) 

Пусть jb = £ + ft у , г д е 0 « к - 2 г с < 2 с . Заме­
тим, что 

где d n : ( A , f k ^ ) = ( 0 

G ( o ^ f ) = Q K p 4 . f ) (5) 

Тогда 

не зависит от выбора ol0 . 
Используя (5), получаем 

If v ; r Y m o o l ^ -
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i if ) •> е а л и ^ e f 

- N , если VYI• e ^2 \)p 

j если t n ^ Y 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 

0 

^ d p K ) ? если Щ,е ^ 

* <P ? если tu e p . \ y. 

О , если т,ф у^г°~* 

Оценки д л я ^ о ^ ^ с м . в [il] . 
СЛЕДСТВИЕ. Пусть у* |[ т / . Тогда 

Запишем (ии̂ )в виде 
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K=0 " 

Используем в дальнейшем следующие соотношения: 

i. (N f & & S - 1 ] - О ' 1 < (V^£* Ч ) ч W * ^ * 1 

U f i ^ 
• а. 

г д е а - т а к о е , что ZL S^-i >0 (б) 

Рассматривая различные случаи ( а. = 1,Я,3 ) , получаем окон-
!ЛЬНО пательно 

К 

lip-I J 
s _L sv(a) i 

Xf(m) < Л/2 x N p
a , [J X ^ M < /1/2 /Vmf , 

г д е 
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f^llm- i? lim­
p id Ж 

6 . Оценка П X, (m.) . Из п . 4 получаем 

fltn 

llK) • ' 

г д в - g ^ t £ s < * ^ > M ± * . > 

в других случаях 

И i 

Используя ( б ) , получаем L 

Рассматривая несколько случаев ( а = 1 , 2 , 3 ) , получаем окончатель­
но •£/ • i. • 
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7 Опенка П X-(w) .В этом случае в равенстве (2) 

•)Г(к)зО(«ИЮ01а) 

ЕСЛИ ( t + l ) - l ( * t U > A 2 ) , TO 

- 4 к 5 + К - 1 ; 

В обоих случаях 
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8 . Доказат§льствд_тед]земы. Из п . п . 5 , 6 , 7 с л е д у е т с о о т в е т с т в е н ­

но 6.*ка i 

П Х,Ш < ГУ г 

Ŝ (a) • _L (см.п.3) 

ff i n 

Из n . I выводим m i = i ) . „ 

5>(fm,)<№U S V ( 1 _ 5 V r ( - | r 5 D 2 5 ,x 
2S 

Обозначим Jk 

_ its! 
x , 

Используя оценку дискриминанта ( [7j, c . 7 0 ) 

2 S 
Поэтому (p(̂ 7 m,) < 2 при , в то время как ч и с ­

ло представлений т, формой больше д в у х . Следовательно, при 

не существует форм f типа г . 
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