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Approximate solutions of the equations which are simulating
nonlinear processes.
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Abstract. Nonlinear ordinary differential equations and partial differential equations have
found application in many sections of physics: photonics and plasmonics, nonlinear optics, gas-
free combustion theory, hydrodynamics and electrodynamics; biophysics; nonlinear population
dynamics; nonlinear wave theory, etc. In terms of system analysis, the considered models contain
evolutionary blocks, diffusion, diffraction, blocks of interaction, nonlinear blocks and others.

Within the framework of mathematics with broad interdisciplinary topics in the problems
of applied nonlinear dynamics (AND) the existence and behavior of solutions (particularly,
periodic and quasi-periodic solutions) of nonlinear equations with parameters, their stability
are investigated, as well as spatially heterogeneous structures which are born by bifurcation.

Some historical information related to the research of the AND in Crimea is given, for
example here was held the famous international Lyapunov Conference about stability problem,
which was chaired by G. A. Leonov in 2018. Research in the field of linear and nonlinear equations
such as equations of convolution type, singular integral equations with argument shifts, nonlinear
Urysohn type equations have their origin from F. D. Gakhov students, namely G. S. Litvinchuk
and Yu. I. Chersky. Here, in the Crimea, a monograph 󰯺Equations of convolution type󰯻 was
written by F. D. Gakhov and Yu. I. Chersky.

Research in the field of applied non-linear dynamics in V. I. Vernadsky Crimean Federal
university which were started by E. P. Belan, now develop in the following directions:
quasi-linear parabolic equations of nonlinear optics with transformations of spatial variables
(V. A. Lukianenko, Yu. A. Khazova and A. A. Kornuta); nonlinear models of propagation
of surface plasmon-polaritons (V. A. Lukinaneko, M. S. Germanchuk and S. P. Plyshevskaya);
mathematical model of the phenomenological equation of gas-free spin combustion as a singularly
perturbed nonlinear parabolic Van der Pole equation (O. V. Shyian, V. A. Lukianenko and
A. A. Grebeneva); nonlinear integral equation of the first Urysohn type and their approximate
solutions (V. A. Lukianenko, M. G. Kozlova, V. A. Belozub and Yu. A. Khazova).
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For the problem of propagation of phase wave of light modulation with transformation of
reflection of spatial variable using the method of integral (central) manifolds the theorem about
existence of spatially heterogeneous stationary solutions has been proved; applying the Galerkin
method, the form and stability of rotating wave solutions, which are born as a result of Adronov-
Hopf bifurcation, metastable structures have been investigated; integral representation of the
problem with transformation of involution type on an infinite strip with boundary conditions
with oblique derivative has been obtained.

Surface plasmon-polariton wave propagation is considered on the example of a system
of two related nonlinear Schrodinger equations with cubic nonlinearity Kerr’s type, as well
as generalizing model of spin combustion in annular regions (circle, ring, thin ring and
circumference) and the quasi-normal form of the problem is constructed and investigated. The
dependence of the first spin waves which are born after bifurcation from the time is visualized.

The algorithm of solving of nonlinear integral equations of 1st kind of convolution type
on example of Urysohn type equation arising in problems of applied nonlinear dynamics is
introduced.

Constructed structures are consistent with light structures obtained during physical
experiments. This section of mathematics is also reflected in the works oby Moscow, Yaroslavl,
Rostov, Nizhny Novgorod and other schools of non-linear dynamics.

As the main methods of solving the studied problems of applied nonlinear dynamics the
method of central manifold, bifurcation analysis, method of Krylov-Bogolyubov-Mitropolsky-
Samoilenko (KBMS), asymptotic decomposition of the solution according to eigen functions,
averaging method, Jacobi elliptic function method, Galerkin method are offered. The solvability
of the problems is based on the operator’s approach of studying equations in Banach spaces.

The considered mathematical models are the basis of fundamental research on the
development of new technologies of elemental electronics base, aimed at storage, transformation
of information and creation of computational systems of intellectual processing of Big Data.

The results presented in the paper reflect the research about AND and integral equations
within the development program “Crimean mathematical center”.

Keywords: nonlinear equation, nonstationary effects, rotating waves, bifurcation analysis,
integral representation

Введение

Нелинейные дифференциал󰑭ные уравнени󰑱 обыкновенные и в частных прои󰑬-
водных нашли применение во многих ра󰑬делах фи󰑬ики: фотонике и пла󰑬монике,
нелинейной оптике, теории горени󰑱, гидродинамике и электродинамике; биофи󰑬ике;
нелинейной попул󰑱ционной динамике; теории нелинейных волн и др. С точки 󰑬рени󰑱
системного анали󰑬а рассмотренные модели содер󰑨ат эвол󰑧ционные блоки, диффу-
󰑬ионные, дифракционные, блоки в󰑬аимодействи󰑱, блоки нелинейностей и другие.
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В рамках ра󰑬дела математики с широкими ме󰑨дисциплинарными св󰑱󰑬󰑱ми в 󰑬а-
дачах прикладной нелинейной динамики (ПНД) исследуетс󰑱 существование и по-
ведение решений (в частности, периодических и ква󰑬ипериодических) нелинейных
уравнений с параметрами, их устойчивост󰑭, а так󰑨е ро󰑨да󰑧щиес󰑱 при бифуркации
пространственно-неоднородные структуры.

Дл󰑱 и󰑬учени󰑱 локал󰑭ных семейств дифференциал󰑭ных уравнений примен󰑱етс󰑱
теори󰑱 бифуркации векторных полей. Теори󰑱 централ󰑭ных многообра󰑬ий дает во󰑬-
мо󰑨ност󰑭 сводит󰑭 исходну󰑧 󰑬адачу к 󰑬адаче мен󰑭шей ра󰑬мерности, тогда как теори󰑱
нормал󰑭ных и ква󰑬инормал󰑭ных форм по󰑬вол󰑱ет представл󰑱т󰑭 уравнени󰑱 с нелиней-
ными членами в наиболее простом виде.

Приведем исторические сведени󰑱, св󰑱󰑬анные с исследованием ПНД в Крыму.
Программу нового ра󰑬вити󰑱 теории бифуркаций В. И. Арнол󰑭д и󰑬ло󰑨ил в 󰯺Лекци󰑱х
о бифуркации и версал󰑭ных семействах󰯻 [1], прочитанных им на летней школе в
Кацивели (р󰑱дом с Симеи󰑬ом) в 1971 г. и опубликованных в УМН в 1972 г. В это 󰑨е
врем󰑱 были анонсированы ре󰑬ул󰑭таты А. Н. Шошитайшвили и Р. И. Богданова.

Исследовател󰑭ска󰑱 программа В. И. Арнол󰑭да была направлена на системати󰑬а-
ци󰑧 теории локал󰑭ных бифуркаций с точки 󰑬рени󰑱 теории особенностей с испол󰑭-
󰑬ованием леммы Сарда и теоремы трансверсал󰑭ности. На этом пути исследований
отмеча󰑧тс󰑱 ре󰑬ул󰑭таты Р. И. Богданова, Ф. Такенса, Х. 󰑮олондекa, Э. И. Хоро󰑬ова,
Ф. С. Бере󰑬анского, А. И. Хибника, Б. Краускопфа, 󰑰. С. Ил󰑭󰑱шенко и др.

С Крымом св󰑱󰑬аны ме󰑨дународные Л󰑱пуновские конференции по устойчивости.
Председателем одной и󰑬 них (DSST-2018) был Г. А. Леонов 1. Работы Г. А. Леонова
и его школы ока󰑬ыва󰑧т существенное вли󰑱ние на исследовани󰑱 устойчивости 󰑬адач
прикладной нелинейной динамики.

Исследовани󰑱 в области линейных и нелинейных уравнений типа свертки, син-
гул󰑱рных интеграл󰑭ных уравнений со сдвигом, нелинейных уравнений типа Уры-
сона берут свое начало от учеников Ф. Д. Гахова, а именно, Г. С. Литвинчука и
󰑰. И. Черского. 󰑪дес󰑭 󰑨е, в Крыму, была написана монографи󰑱 󰯺Уравнени󰑱 типа
свертки󰯻 Ф. Д. Гахова и 󰑰. И. Черского.

Нар󰑱ду с работой научной школы 󰯺Спектрал󰑭ные и эвол󰑧ционные 󰑬адачи󰯻 под
руководством Н. Д. Копачевского, основными направлени󰑱ми которой 󰑱вл󰑱етс󰑱 ис-
следование вопросов ра󰑬решимости 󰑬адач гидродинамики с помощ󰑭󰑧 спектрал󰑭ной
теории операторов и операторных пучков, в Крымском федерал󰑭ном университете

1Имеетс󰑱 ввиду ме󰑨дународна󰑱 конференци󰑱 󰯺Динамические системы в науке и технологи󰑱х󰯻
(DSST), https://dsst.su
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им. В. И. Вернадского (далее 󰯹 КФУ) ра󰑬вивалос󰑭 направление прикладной нели-
нейной динамики.

Впервые данну󰑧 тематику в КФУ предло󰑨ил в своих работах Е. П. Белан [2]
совместно с А. М. Самойленко [3] и О. Б. Лыковой [4], исследу󰑱 ква󰑬илинейные па-
раболические уравнени󰑱 с преобра󰑬овани󰑱ми пространственных переменных, 󰑬ада-
чи о бифуркации ро󰑨дени󰑱 враща󰑧щихс󰑱 структур дл󰑱 параболического уравнени󰑱
на круге с преобра󰑬ованием поворота и радиал󰑭ного с󰑨ати󰑱, проблемы бифурка-
ции ро󰑨дени󰑱 периодических решений на гладкой области. Построенные структуры
согласу󰑧тс󰑱 со световыми структурами, полученными в ходе фи󰑬ических экспери-
ментов.

Данна󰑱 проблематика так󰑨е нашла свое отра󰑨ение в работах московской, 󰑱ро-
славской, ростовской, ни󰑨егородской и других школах нелинейной динамики.

Исследовани󰑱 в области прикладной нелинейной динамики в КФУ, начатые
Е. П. Беланом, сейчас ра󰑬вива󰑧тс󰑱 в следу󰑧щих направлени󰑱х:

1. Ква󰑬илинейные параболические уравнени󰑱 нелинейной оптики с преобра󰑬о-
вани󰑱ми пространственных переменных (В. А. Лук󰑭󰑱ненко, 󰑰. А. Ха󰑬ова и
А. А. Корнута [5]–[8]).

2. Нелинейные модели распространени󰑱 поверхностных пла󰑬мон-пол󰑱ритонов
(В. А. Лук󰑭󰑱ненко, М. С. Германчук и С. П. Плышевска󰑱 [11]).

3. Математическа󰑱 модел󰑭 феноменологического уравнени󰑱 бе󰑬га󰑬ового спи-
нового горени󰑱 󰯹 сингул󰑱рно во󰑬мущенного нелинейного параболическо-
го уравнени󰑱 ван-дер-полевского типа (О. В. Ши󰑱н, В. А. Лук󰑭󰑱ненко и
А. А. Гребенева [12]–[16]).

4. Нелинейные интеграл󰑭ные уравнени󰑱 1-го рода типа Урысона и их прибли-
󰑨енные методы решени󰑱 (В. А. Лук󰑭󰑱ненко, М. Г. Ко󰑬лова, В. А. Бело󰑬уб и
󰑰. А. Ха󰑬ова [17]–[21]).

В качестве основных методов решени󰑱 исследуемых 󰑬адач прикладной нелиней-
ной динамики предлага󰑧тс󰑱 метод централ󰑭ного многообра󰑬и󰑱, бифуркационный
анали󰑬, метод Крылова-Богол󰑧бова-Митропол󰑭ского-Самойленко (КБМС), асимп-
тотическое ра󰑬ло󰑨ение решени󰑱 по собственным функци󰑱м, метод усреднени󰑱, ме-
тод эллиптических функций 󰑯коби, метод Галеркина. Ра󰑬решимост󰑭 󰑬адач основана
на операторном подходе исследовани󰑱 уравнений в банаховых пространствах.

Рассмотренные математические модели ле󰑨ат в основе фундаментал󰑭ных иссле-
дований по ра󰑬работке новых технологий элементной ба󰑬ы электроники, направлен-
ных на хранение, преобра󰑬ование информации и со󰑬дание вычислител󰑭ных систем
интеллектуали󰑬ированной обработки бол󰑭ших данных (Big Data).
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Приведенные в работе ре󰑬ул󰑭таты отра󰑨а󰑧т исследовани󰑱 по ПНД и интеграл󰑭-
ным уравнени󰑱м в рамках программы ра󰑬вити󰑱 НО 󰯺Крымский математический
центр󰯻 и, в частности, представлены в окт󰑱бре 2023 г. в Майкопе на III Конфе-
ренции Математических центров России и на VI Ме󰑨дународном научном Форуме
󰯺Цифровые технологии: наука, обра󰑬ование, инновации󰯻 (но󰑱бр󰑭, 2023 г.).

1. Нелинейные уравнени󰑱 параболического типа с
преобра󰑬ованием аргументов

В области S рассматриваетс󰑱 начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача [22]–[24]

ut(x, t) + u(x, t) = D∆u(x, t) +K(1 + γ cosQu(x, t)), x ∈ S ⊂ R2, t > 0, (1)

с краевыми услови󰑱ми Неймана на границе S и начал󰑭ным условием u (x, 0) = u0 (x).
Уравнение (1) описывает динамику фа󰑬овой модул󰑱ции u(x, t) световой волны,

прошедшей тонкий слой нелинейной среды керровского типа с преобра󰑬ованием про-
странственных аргументов Qu(x, t) = u(q(x), t) в обратной св󰑱󰑬и.

󰑪дес󰑭 ∆ 󰯹 оператор Лапласа, D > 0 󰯹 эффективный коэффициент диффу󰑬ии
частиц нелинейной среды, 0 < γ 󰃑 1 󰯹 контрастност󰑭 интерференционной картины,
K > 0 󰯹 коэффициент, пропорционал󰑭ный интенсивности светового потока.

Отметим, что достаточно общий тип преобра󰑬ований и󰑬учалс󰑱 в работах [25]-[26].
В качестве области S рассматрива󰑧тс󰑱:

1. Кол󰑭цо Sr = {(r, θ)| 0 < r1 󰃑 r 󰃑 r2; 0 󰃑 θ 󰃑 2π}.
2. Круг (r1 = 0) Sc = {(r, θ)| 0 󰃑 r 󰃑 r2; 0 󰃑 θ 󰃑 2π}.
3. Окру󰑨ност󰑭 S1 = {θ|0 󰃑 θ 󰃑 2π}.
4. Тонкое кол󰑭цо Sδ = {(r, θ)| 0 < r1 󰃑 r 󰃑 r2; r2 − r1 = δ << 1, 0 󰃑 θ 󰃑 2π}.

Дл󰑱 всех круговых областей функци󰑱 u = u (r, θ, t) удовлетвор󰑱ет услови󰑧 пери-

одичности u (r, θ + 2π, t) = u (r, θ, t); ∆u =
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
󰯹 оператор Лапласа

в пол󰑱рной системе координат.
Дл󰑱 круга и кол󰑭ца оператор Q мо󰑨ет содер󰑨ат󰑭 преобра󰑬ование радиал󰑭ной

координаты и угловой q(r, θ) = (κr, θ + h), 0 < κ < 1, 0 < h < 2π, т. е. операто-
ры с󰑨ати󰑱 (раст󰑱󰑨ени󰑱) и поворота (отра󰑨ени󰑱). Дл󰑱 модул󰑱ции световой волны
на окру󰑨ности рассматриваетс󰑱 тол󰑭ко поворот: q(θ) = (θ + h). В случае, когда

Qu = Qhu = u(r, θ + h, t) 󰯹 преобра󰑬ование поворота на угол h =
2π

p
(p ∈ N) опера-

тор Qh 󰯹 оператор инвол󰑧ции Qp = I [9].
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При исследовании 󰑬адачи (1) испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 следу󰑧щие функционал󰑭ные про-
странства: H = H(S) = Lr

2(S) 󰯹 пространство функций и󰑬 L2(S), квадратично инте-
грируемых с весом r, со скал󰑱рным прои󰑬ведением и нормой соответственно Sr, Sc:

< u, v >H=

2π󰁝

0

r2󰁝

r1

u(r, θ)v(r, θ)rdrdθ, 󰀂u󰀂2H =

2π󰁝

0

r2󰁝

r1

|u(r, θ)|2rdrdθ,

󰑬дес󰑭 < ∗, ∗ > 󰯹 скал󰑱рное прои󰑬ведение в гил󰑭бертовом пространстве H; функцио-
нал󰑭ное пространство H2 󰯹 соболевское пространство комплексно󰑬начных функций
двух вещественных переменных со скал󰑱рным прои󰑬ведением и нормой соответствен-
но:

< u, v >H2=< u, v >H + < (−∆)
1
2u, (−∆)

1
2v >H , 󰀂u󰀂2H2 =< u, u >H2 .

Шкалу пространств, поро󰑨денну󰑧 оператором −∆ с учетом краевых условий
обо󰑬начим Hs, s ∈ Z+. Норма в пространстве Hs определ󰑱етс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом:
󰀂u󰀂2s =< (−∆)su, u > + < u, u >.

Пространство Соболева H l(S) и󰑬меримых на S функций вводитс󰑱 стандартным
обра󰑬ом. Скал󰑱рные прои󰑬ведени󰑱 в H l(S) определ󰑱етс󰑱 формулой

〈u, v〉l =
1

π

󰁛

0󰃑|α|󰃑l

󰁝

S

∂αu(x)∂αv(x)dx, (2)

где α = (α1,α2) ∈ Z+, ∂
α = ∂α1

1 ∂α2
2 , |α| = α1 + α2.

Пространство H l = H l(S)
󰁗 󰀝

∂u

∂ν

󰀏󰀏󰀏󰀏
∂S

= 0

󰀞
󰑱вл󰑱етс󰑱 пополнением пространства

бесконечно дифференцируемых на S функций, удовлетвор󰑱󰑧щих краевому услови󰑧,
по норме пространства H l(S). Норму в пространстве H l будем обо󰑬начат󰑭 || · ||l.

Обо󰑬начим H−1 󰯹 пространство, сопр󰑱󰑨енное пространству H1. Тогда

󰀂u󰀂−1 = sup

󰀝
〈u, v〉
󰀂v󰀂1

󰀃
v ∈ H1, v ∕= 0

󰀄󰀞
. (3)

По теореме Соболева име󰑧т место вло󰑨ени󰑱 H1 ⊂ H ⊂ H−1, причем, вло󰑨ение
H1 ⊂ H вполне непрерывно.

Отметим, что оператор Q : H → H (Q : H1 → H1), определ󰑱󰑧щий праву󰑧 част󰑭
уравнени󰑱 (1), 󰑱вл󰑱етс󰑱 линейным и ограниченным и 󰀂Q󰀂Hom(H) = κ−1.

И󰑬 работы [28] следует

Теорема 1. Дл󰑱 T > 0 начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача (1) с условием u|t=0 = u0(r, θ),

u0 ∈ H имеет единственное решение u(r, θ, t), принадле󰑨ащее пространству
L∞(H, [0, T ])

󰁗
L2(H

1, [0, T ]).
В качестве фа󰑬ового пространства выбираетс󰑱 пространство H1.
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Корректност󰑭 начал󰑭но-краевой 󰑬адачи (1) дл󰑱 круга Sc дока󰑬ана в [17], дл󰑱
кол󰑭ца Sr, окру󰑨ности S1 и тонкого кол󰑭ца Sδ дока󰑬ател󰑭ство аналогично.

Легко пока󰑬ат󰑭, что если u(r, θ, t) 󰯹 решение этой 󰑬адачи, то функци󰑱 u(r, θ+α, t),
где 0 󰃑 α 󰃑 2π, так󰑨е 󰑱вл󰑱етс󰑱 решением (1). Следовател󰑭но, математическа󰑱 мо-
дел󰑭 уравнени󰑱 динамики фа󰑬овой модул󰑱ции световой волны с преобра󰑬ованием
пространственных аргументов в круговых област󰑱х S-эквивариантна.

В работе описана асимптотическа󰑱 форма и проведен анали󰑬 устойчивости струк-
тур 󰯹 решений, бифурциру󰑧щих и󰑬 пространственно-однородного состо󰑱ни󰑱 равно-
веси󰑱, определ󰑱емого уравнением

w = K(1 + γ cosw). (4)

Согласно [29]–[30] рост K сопрово󰑨даетс󰑱 увеличением количества одновременно
существу󰑧щих корней уравнени󰑱 (4); кроме того, и󰑬-󰑬а по󰑱влени󰑱 новых состо󰑱ний
равновеси󰑱 и исче󰑬новени󰑱 старых, происходит посто󰑱нное обновление их состава.
То ест󰑭 в 󰑬ависимости от вида преобра󰑬овани󰑱 Q данна󰑱 модел󰑭 обладает широким
спектром бифурциру󰑧щих структур.

󰑪афиксировав одну и󰑬 непрерывных ветвей решени󰑱 уравнени󰑱 (1) w = w(K),
1 +K sinw(K) ∕= 0, предполо󰑨им, что выполн󰑱етс󰑱 следу󰑧щее условие

Условие 1. При K = 󰁥K существует такое решение w = 󰁥w уравнени󰑱 (4), что
1 + 󰁥Kγ sin 󰁥w ∕= 0.

В силу теоремы о не󰑱вной функции, следует, что найдетс󰑱 аналитическа󰑱 в
окрестности точки 󰁥K функци󰑱 w = w( 󰁥K + ν) = w(ν), w(0) = 󰁥w, удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱
уравнени󰑧 (4) при K = 󰁥K + ν.

Пуст󰑭 u = w = Const 󰯹 одно и󰑬 пространственно-однородных решений 󰑬а-
дачи (1), определ󰑱емое уравнением (4). В окрестности точки w, выполнив 󰑬амену
u (r, θ, t) = w + v (r, θ, t), где v(r, θ, t) 󰯹 нова󰑱 неи󰑬вестна󰑱 функци󰑱, относител󰑭но v

получим следу󰑧щу󰑧 󰑬адачу:

vt + v = D∆v −Kγ sinw ·Qhv + f(Qhv, w), (r, θ) ∈ S, t 󰃍 q0, (5)

где f(Qhv, w) = Kγ (cosw(cosQhv − 1)− sinw(sinQhv −Qhv)), с услови󰑱ми Нейма-

на на границе
∂v

∂ν
= 0, ν 󰯹 единична󰑱 внутренн󰑱󰑱 нормал󰑭 к границе S, а так󰑨е

начал󰑭ным условием
v (r, θ, 0) = v0(r, θ) (6)

и условием периодичности

v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t) . (7)
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Раскладыва󰑱 f(Qhv, w) в р󰑱д и оставл󰑱󰑱 некоторое конечное число членов р󰑱да,
получим иерархи󰑧 модел󰑭ных уравнений, дл󰑱 которых исследуетс󰑱 󰑬адача нахо󰑨-
дени󰑱 прибли󰑨енного пространственно-неоднородного решени󰑱, бифурцируещего и󰑬
его пространственно-однородного решени󰑱 при и󰑬менении бифуркационного пара-
метра. Бифуркационными могут быт󰑭 параметры D и K.

󰑪апишем уравнение (1) в виде

vt = L(D,K)v +B(Qv), (8)

где L(D,K) = µ∆v − v −Kγ sinwQhv, B(Qv) = f(Qhv, w).
Согласно лемме 3.1 [31], оператор L(D,K) в пространстве H с област󰑭󰑧 опре-

делени󰑱 H2 имеет компактну󰑧 ре󰑬ол󰑭венту и, следовател󰑭но, дискретный спектр.
Обо󰑬начим чере󰑬 λn, n = 1, 2, . . . собственные 󰑬начени󰑱 оператора L(D,K).

В работе [7] дл󰑱 оператора L(D,K) в пространстве H(Sr) дока󰑬ана лемма 1.

Лемма 1. Оператор L(D,K) имеет полну󰑧 в H(Sr) ортонормированну󰑧 си-
стему собственных функций

ψn,m(r, θ) = Rn,m(λn,mr) exp[inθ], n = 0,±1,±2, . . . ; m = 1, 2, . . . ,

таку󰑧, что

L(D,K)ψn,m(r, θ) = (−1−Dλ2
n,m + Λ exp[inh])ψn,m(r, θ),

Rn,m(r) = Rn,m(λn,mr) = Jn (λn,mr) · Y ′
n (λn,mr1)− Yn (λn,mr) · J ′

n (λn,mr1) .
(9)

Функции Rnm(r) определ󰑱󰑧тс󰑱 чере󰑬 функции Бессел󰑱 Jn, Yn [10], первого и вто-
рого рода соответственно, пор󰑱дка n:

Jn(x) =
󰀓x
2

󰀔n

· 󰁨ψn(x), где 󰁨ψn(x) =
∞󰁛

k=0

(−1)k

Γ(k + 1) · Γ(n+ k + 1)

󰀓x
2

󰀔2k

,

Yn(x) = lim
α→n

󰀕
ctg πα · Jα(x)−

1

sin πα
· J−α(x)

󰀖
,

(10)

где λn,m = 󰁨λ 󰯹 упор󰑱доченные по во󰑬растани󰑧 корни уравнени󰑱

J ′
n

󰀓
󰁨λr1

󰀔
· Y ′

n

󰀓
󰁨λr2

󰀔
− J ′

n

󰀓
󰁨λr2

󰀔
· Y ′

n

󰀓
󰁨λr1

󰀔
= 0. (11)

Функции R(r) = Rn,m (λm,n) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 решени󰑱ми краевой 󰑬адачи дл󰑱 уравнени󰑱
Бессел󰑱

r2R′′(r) + rR′(r) +
󰀓
󰁨λ2r2 − n2

󰀔
R(r) = 0, R′(r1) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . .

(12)
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Собственным 󰑬начени󰑱м оператора L(D,K) соответствует выра󰑨ение вида:

λn = −Dλ2
n,m − 1 + Λ exp[inh], (13)

где n = 0,±1,±2, . . ., m = 1, 2, . . . , Λ = −Kγ sinQhw = −Kγ sinw дл󰑱 w = const.
Провед󰑱 рассу󰑨дени󰑱, аналогичные дока󰑬ател󰑭ству леммы 1 (см. [7]), дока󰑬ана

Лемма 2. Оператор L(D,K) имеет полну󰑧 в H(Sc) ортонормированну󰑧 си-
стему собственных функций

ψn,m(r, θ) = Jn(λn,mr) exp[inθ], n = 0,±1,±2, . . . ; m = 1, 2, . . . ,

L(D,K)ψn,m(r, θ) = (−1−Dλ2
n,m + Λ exp[inh])ψn,m(r, θ),

где Jn (λn,mr) 󰯹 функции Бессел󰑱 первого рода пор󰑱дка n, λn,m = 󰁨λ 󰯹 упор󰑱доченные
по во󰑬растани󰑧 корни уравнени󰑱

J ′
n

󰀓
󰁨λr1

󰀔
= 0. (14)

Функции R(r) = Jn (λm,nr) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 решени󰑱ми краевой 󰑬адачи дл󰑱 уравнени󰑱
Бессел󰑱

r2R′′(r) + rR′(r) +
󰀓
󰁨λ2r2 − n2

󰀔
R(r) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . . (15)

Собственные 󰑬начени󰑱 дл󰑱 оператора L(D,K): λn = −1− µλ2
n,m + Λ exp[inh],

n = 0,±1,±2, . . ., m = 1, 2, . . ..
Частным случаем леммы 1 󰑱вл󰑱етс󰑱 лемма 3.

Лемма 3. Оператор L(D,K) имеет полну󰑧 в H(S1) ортонормированну󰑧 си-
стему собственных функций

ψn(r, θ) = exp[inθ],

L(D,K)ψn(r, θ) = (−1−Dn2 + Λ exp[inh])ψn(r, θ) n = 0,±1,±2, . . . .

Собственные 󰑬начени󰑱 дл󰑱 оператора L(D,K): λn = −1−Dn2 + Λ exp[inh],
n = 0,±1,±2, . . ..

В 󰑬ависимости от 󰑬начений действител󰑭ной и мнимой частей λn могут существо-
ват󰑭 ра󰑬личные типы решений, бифурциру󰑧щие и󰑬 пространственно-однородного
решени󰑱, определ󰑱емого равенством (4). Так, в случае Reλn ∕= 0, Imλn = 0 могут
быт󰑭 исследованы пространственно-неоднородные стационарные решени󰑱, в случае
Reλn = 0, Imλn ∕= 0 получим чисто периодические решени󰑱.
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Линеари󰑬у󰑱 уравнение (5) на выделенном стационарном пространственно-
однородном решении 󰁥w, u = v + 󰁥w, рассмотрим одну и󰑬 модел󰑭ных постановок 󰑬ада-
чи (5)–(7):

vt + v = D∆v −Kγ sin 󰁥w ·Qhv −
Kγ cos 󰁥w

2!
·Qhv

2 +
Kγ sin 󰁥w

3!
·Qhv

3,

0 󰃑 r 󰃑 r2, 0 󰃑 θ 󰃑 2π, t 󰃍 0,
(16)

с услови󰑱ми второго рода на границе

vr(r2, θ, t) = 0, (17)

начал󰑭ным условием
v (r, θ, 0) = 0 (18)

и условием периодичности

v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t) . (19)

Введем обо󰑬начени󰑱 Λ = −Kγ sin 󰁥w, Ω =
ctg 󰁥w
2

. Тогда 󰑬адача (16) имеет вид

vt = −v +D∆v + ΛQhv + ΩQhv
2 − Λ

6
Qhv

3,

0 󰃑 r 󰃑 r2, 0 󰃑 θ 󰃑 2π, t 󰃍 0.
(20)

В работе [5] методом централ󰑭ного многообра󰑬и󰑱 исследовалос󰑭 уравне-
ние (20), линеари󰑬ованное в окрестности нулевого решени󰑱; 󰑬дес󰑭 vt = L(D,K)v,
Lv = −v +D∆v + ΛQhv. 󰑪афиксируем h =

π

3
(другие случаи рассматрива󰑧тс󰑱 ана-

логично).
Интерес представл󰑱ет, когда Λ < −1. Тогда дл󰑱 K выполн󰑱етс󰑱 условие

Условие 2. Λ = Λ
󰀓
󰁥K
󰀔
< −1.

Обо󰑬начим Ds = (−1 − (−1)sΛ)/λ2
3s,m, s = 1, 2, . . . . Если D > D1, то согласно

лемме 2 нулевое решение 󰑬адачи (20) 󰑱вл󰑱етс󰑱 устойчивым. При убывании параметра
D и его прохо󰑨дении чере󰑬 󰑬начение D1 собственное 󰑬начение λ1 пересекает мниму󰑧
ос󰑭.

Если D2 < D < D1, то индекс неустойчивости нулевого решени󰑱 равен 1. Индекс
неустойчивости нулевого решени󰑱 повышаетс󰑱 на единицу при умен󰑭шении D и его
прохо󰑨дении чере󰑬 Ds, s = 2, 3, . . . .

Теорема 2. При выполнении условий 1 и 2 дл󰑱 h = π/3 существует µ > 0,
такое, что при фиксированном 󰑬начении m = 1 и дл󰑱 л󰑧бых 󰑬начений параметра
D, удовлетвор󰑱󰑧щих неравенству D1 − µ < D < D1, существует непрерывное по D
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стационарное решение ϕ(r, θ, D) уравнени󰑱 (20), определ󰑱емое равенством

ϕ(r, θ, D) =

= zJ3 (λ3,1r) cos 3θ + z2P6(r, µ) cos 6θ + z3P9(r, µ) cos 9θ + ξ(z, r, θ, µ) |z=z(µ),
(21)

P6(r,D) =
Ωγ2

2 (2λ3 − λ6) d26,1
· J6 (λ6,1r) , (22)

P9(r,D) =
1

2 (3λ3 − λ9) d29,1

󰀗
− Ω2γ2γ3
(2λ3 − λ6) d26,1

+
Λγ4
12

󰀘
· J9 (λ9,1r) . (23)

󰑪дес󰑭 ξ(z, r, θ, D) = O(|z|3), z(D) > 0 󰯹 непрерывна󰑱 ветв󰑭 стационарных точек
уравнени󰑱

ż = λ3(D) +
1

2d23,1

󰀣
Λγ1
4

− Ω2γ2
2󰀃

2λ3 − λ6

󰀄
d26,1

󰀤
z3 + . . . , (24)

где J3s (λ3s,1r) определ󰑱етс󰑱 в (10), d2n,m =
r2󰁕
0

rJ2
n(λ3,1r)dr, n = 0,±1,±2, . . . ,

m = 1, 2, . . . ,

γ1 =

r2󰁝

0

rJ4
3 (λ3,1r)dr, γ2 =

r2󰁝

0

rJ2
3 (λ3,1r)J6(λ6,1r)dr,

γ3 =

r2󰁝

0

rJ3(λ3,1r)J6(λ6,1r)J9(λ9,1r)dr, γ4 =

r2󰁝

0

rJ3
3 (λ3,1r)J9(λ9,1r)dr.

(25)

Таким обра󰑬ом, в некоторой полуокрестности D1 существует решение ϕ1(r, θ, D)

уравнени󰑱 (20), определ󰑱емое равенствами (20)–(23), где ξ(z, r,D) = O(|z|3),
z(D) > 0 󰯹 непрерывна󰑱 ветв󰑭 стационарных точек уравнени󰑱 (19). Решение
ϕ1(r, θ, D) 󰯹 асимптотически устойчиво.

Отметим, что описанный процесс построени󰑱 функции ϕ(r, θ, µ) мо󰑨ет быт󰑭 про-
дол󰑨ен.

В пакете символ󰑭ных вычислений 󰯺Wolfram Mathematica 11.3󰯻 при фиксиро-
ванных 󰑬начени󰑱х параметров Λ = −3/2, h = π/3 построены прибли󰑨енные ста-
ционарные решени󰑱 ϕ(x, y,D) дл󰑱 ра󰑬личных 󰑬начений бифуркационного парамет-
ра D (рис. 1).

󰑪адача (5)–(7) дл󰑱 круга характери󰑬уетс󰑱 существованием периодических по t

решений типа 󰯺бегуща󰑱 волна󰯻, существование и асимптотическа󰑱 форма которых
подробно исследованы в [33].

Дл󰑱 кол󰑭ца S = Sr справедлива теорема аналогична󰑱 теореме 2 [7], [9].
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a) б)

Рис. 1. Прибли󰑨енное стационарное решение ϕ(x, y,D) дл󰑱 Λ = −3/2,
h = π/3 в цилиндрической системе координат:
a) при D = 0.1; б) при D = 0.01

Испол󰑭󰑬у󰑱 пакет символ󰑭ных вычислений, построено прибли󰑨енное стационар-
ное решение ϕ(r, θ, D) и󰑬 класса W1 дл󰑱 󰑬начений параметров Λ = −3/2, D = 0.1; 0.01

(рис. 2).

Рис. 2. Прибли󰑨енное решение дл󰑱 Λ = −3/2, h = π/3:
а) при D = 0.1; б) при D = 0.01

В [3] дл󰑱 области фа󰑬овой модул󰑱ции волны окру󰑨ности дока󰑬ана тео-
рема о существовании в окрестности бифуркационного 󰑬начени󰑱 параметра
D1 = −1 + Λ exp[ih] устойчивых пространственно-неоднородных стационарных реше-
ний 󰑬адачи (5)–(7), бифурциру󰑧щих и󰑬 пространственно-однородного стационарного
решени󰑱 (4). При умен󰑭шении параметра D ∈ (0, 1) были обнару󰑨ены два каска-
да седло-у󰑬ловых бифуркаций, в ре󰑬ул󰑭тате которых происходило ответвление пары
непрерывных по D пространственно-неоднородных стационарных решений (5)–(7).
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Испол󰑭󰑬ование ука󰑬анных решений в качестве начал󰑭ных условий в 󰑬ада-
че (5)–(7) привело к по󰑱влени󰑧 метаустойчивых структур, которые на до-
статочно длител󰑭ном проме󰑨утке времени не и󰑬мен󰑱󰑧тс󰑱, а 󰑬атем 󰑬а срав-
нител󰑭но короткий проме󰑨уток времени переход󰑱т в окрестност󰑭 одного и󰑬
пространственно-неоднородных стационарных решений 󰑬адачи (5)–(7), бифур-
циру󰑧щих и󰑬 пространственно-однородного стационарного решени󰑱 (4) при
D1 = −1 + Λ exp[ih]. Сценарий во󰑬никновени󰑱 описан в [7]. Подобные структуры име-
󰑧т место и дл󰑱 остал󰑭ных областей.

Дл󰑱 уравнени󰑱 (1) на окру󰑨ности S1 = R/2πZ В. А. Лук󰑭󰑱ненко совместно с
󰑰. А. Ха󰑬овой исследована параболическа󰑱 󰑬адача с преобра󰑬ованием поворота про-
странственной переменной Qu(θ, t) = u(θ + h, t), 0 󰃑 t 󰃑 2π:

ut = µ∆u− u− ΛQu+ Λ
1

2!
ctgω ·Qu2 +

Λ

6
Qu3, t > 0, (26)

u(ϕ+ 2π, t) = u(ϕ, t), (27)

где Λ = Λ(K, γ) = −Kγ sinω, Qu(ϕ, t) = u(ϕ+h, t) 󰯹 оператор поворота; угол поворо-
та выбираетс󰑱 несои󰑬меримым с 2π. 󰑪афиксируем h = 2π

3
. 󰑪дес󰑭 µ 󰯹 бифуркационный

параметр, ∆ 󰯹 одномерный оператор Лапласа.

Теорема 3. Пуст󰑭 выполнено условие Λ > 2. Тогда существует такое δ0 > 0,
что если 0 < µ∗ − µ < δ0, то 󰑬адача (26)–(27) имеет прибли󰑨енное решение типа
бегущей волны вида:

u(ϕ, t) = ρ1(µ)e
iω1(µ)teiϕ + ρ1(µ)e

−iω1(µ)te−iϕ+

+
Λ

2

ρ31(µ)e
3iω1(µ)te3iϕ

3λ1 − λ3

+
Λ

2

ρ31(µ)e
−3iω1(µ)te−3iϕ

3λ1 − λ3

+ . . . ,

где ρ1(µ) > 0 󰑱вл󰑱етс󰑱 поло󰑨ител󰑭ным корнем уравнени󰑱

Reλ1(µ) + (Re c3)ρ
2
1(µ) + (Re c5)ρ

4
1(µ) = 0,

ω1(µ) = Imλ1(µ) + (Im c3)ρ
2
1(µ) + (Im c5)ρ

4
1(µ).

Re c3 < 0, Re c3 < 0. Периодические по t решени󰑱 u(ϕ, t) орбитал󰑭но устойчивые.

Дл󰑱 численных расчетов примен󰑱лас󰑭 модел󰑭на󰑱 󰑬адача (26) с условием
cosω = 0, а так󰑨е 󰑬адача (26) с квадратичным и кубическим слагаемыми.

Перва󰑱 бегуща󰑱 волна при фиксированном 󰑬начении N = 6, ро󰑨да󰑧ща󰑱с󰑱 ор-
битал󰑭но устойчивой в ре󰑬ул󰑭тате бифуркации Андронова-Хопфа при переходе би-
фуркационного параметра µ чере󰑬 󰑬начение µ∗

1 = 0.5 приведена на рис. 3, а).
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Втора󰑱 бегуща󰑱 волна при фиксированном 󰑬начении N = 6, ро󰑨да󰑧ща󰑱с󰑱
неустойчивой, с индексом неустойчивости два, в ре󰑬ул󰑭тате бифуркации Андронова-
Хопфа при переходе бифуркационного параметра µ чере󰑬 󰑬начение µ∗

2 = 0.125 при-
ведена на рис. 3, б).

а) перва󰑱 бегуща󰑱 волна б) втора󰑱 бегуща󰑱 волна

Рис. 3. Ре󰑬ул󰑭таты численных экспериментов. ϕ 󰯹 пространственна󰑱
переменна󰑱, t 󰯹 переменна󰑱 времени, u 󰯹 󰑬начение функции u(ϕ, t)

Рис. 4. График роста амплитуды второй бегущей волны при фиксиро-
ванном N = 6 в 󰑬ависимости от умен󰑭шени󰑱 бифуркационного пара-
метра µ = 0.09, 0.06, 0.03; 󰑬дес󰑭 ϕ 󰯹 пространственна󰑱 переменна󰑱, t 󰯹
переменна󰑱 времени, u 󰯹 󰑬начение функции u(ϕ, t)
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Дл󰑱 случа󰑱 окру󰑨ности:

1. С помощ󰑭󰑧 метода централ󰑭ных многообра󰑬ий дока󰑬ана теорема о существо-
вании пространственно неоднородных стационарных решений параболического
уравнени󰑱 с преобра󰑬ованием отра󰑨ени󰑱 пространственной переменной.

2. С помощ󰑭󰑧 метода Галеркина исследованы форма и устойчивост󰑭 простран-
ственно неоднородных стационарных решений типа бегуща󰑱 волна, ро󰑨да󰑧-
щиес󰑱 в ре󰑬ул󰑭тате бифуркации Андронова–Хопфа.

3. Исследованы метаустойчивые структуры (медленно мен󰑱󰑧щиес󰑱 решени󰑱),
во󰑬ника󰑧щие в ре󰑬ул󰑭тате седло-у󰑬ловых бифуркаций.

В [8] исследован вопрос существовани󰑱, формы и устойчивости пространственно
неоднородных стационарных решений, бифурциру󰑧щих и󰑬 пространственно одно-
родных стационарных решений. И󰑬учены неустойчивые и метаустойчивые структуры
параболического уравнени󰑱 с квадратичным и кубическим слагаемыми на отре󰑬ке.
Получено интеграл󰑭ное представление решени󰑱 параболической 󰑬адачи.

Исследована динамика диссипативных структур в параболической 󰑬адаче с пре-
обра󰑬ованием отра󰑨ени󰑱 пространственной переменной. Математической модел󰑭󰑧
дл󰑱 такой оптической системы 󰑱вл󰑱етс󰑱 полулинейное параболическое уравнение:

∂tu(x, t) + u(x, t) = D∂xxu(x, t) +K(1 + γ cosu(−x, t)), t > 0, (28)

∂xu
󰀓
−π

2
, t
󰀔
= ∂xu

󰀓π
2
, t
󰀔
= 0. (29)

Преобра󰑬ование u = w + v приводит 󰑬адачу (28)–(29) к виду

v̇ + L(D)v = N(Qv). (30)

Справедливо следу󰑧щее равенство

N(v) =
1

2
Λ1v

2 − 1

6
Λv3 +O(v4), Λ1 = −Λ ctgω. (31)

Дл󰑱 анали󰑬а динамики v±1 (x,D) при смещении параметра D в област󰑭 надкри-
тичности стро󰑱тс󰑱 галеркинские аппроксимации уравнени󰑱 (30) при Λ1 = 0 в виде

v =
4󰁛

k=0

z2k+1 sin(2k + 1)x. (32)

В ре󰑬ул󰑭тате дл󰑱 z = (z1, z3, . . . , z9) получим градиентну󰑧 систему

ż2k+1 = −∂G1,0(z,D)

∂z2k+1

, k = 0, 1, 2, 3, 4. (33)
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Качественно ра󰑬лича󰑧щиес󰑱 фа󰑬овые портреты однопараметрического семей-
ства систем уравнений (33), схематически и󰑬обра󰑨енных на рис. 5.

Рис. 5. Фа󰑬овый портрет градиентной системы

В работах В. А. Лук󰑭󰑱ненко и А. А. Корнута [9]–[8] получено обобщение 󰑬адачи
дл󰑱 граничных условий с косой прои󰑬водной. В частности, рассмотрена начал󰑭но-
краева󰑱 󰑬адача дл󰑱 нелинейного ФДУ параболического типа с преобра󰑬ованием от-
ра󰑨ени󰑱 по переменной x ∈ R с косой прои󰑬водной:

∂u

∂t
+ u = D∆u+K(1 + γ cosQu), x ∈ R, |y| 󰃑 l, t > 0, (34)

󰀕
∂u

∂y
− tgα1

∂u

∂x

󰀖󰀏󰀏󰀏󰀏
y=−l

= 0,

󰀕
∂u

∂y
− tgα2

∂u

∂x

󰀖󰀏󰀏󰀏󰀏
y=l

= 0, (35)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (36)

󰑬дес󰑭 u = u(x, y, t), x ∈ R, |y| 󰃑 l, Qu(x, y, t) = u(−x, y, t).
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Теорема 4. Начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача (34)–(36) представима в виде нелинейного
интеграл󰑭ного уравнени󰑱

u(x, y, t) =
1√
2π

t󰁝

0

󰁝

R

󰀕
chΛ(t− τ) exp

󰀗
− (x+ ξ)2

4(t− τ)D

󰀘
+

+ shΛ(t− τ) exp

󰀗
− (x− ξ)2

4(t− τ)D

󰀘󰀖
exp [−(t− τ)]

2
󰁳

π(t− τ)D
×

×1

l

l󰁝

−l

󰀥
1

2
+

∞󰁛

k=1

exp

󰀥
−D

󰀕
kπ

2l

󰀖2

(t− τ)

󰀦
cos

kπ

2l
(y − η)

󰀦
×

(37)

×
󰀓
K(1 + γ cosu(ξ, η, τ))− Λu(ξ, η, τ)

󰀔
dηdξdτ+

+
1√
2π

exp [−t]

2
√
πtD

󰁝

R

󰀕
chΛt exp

󰀗
−(x− ξ)2

4tD

󰀘
+ shΛt exp

󰀗
−(x+ ξ)2

4tD

󰀘󰀖
×

×1

l

l󰁝

−l

󰀥
1

2
+

∞󰁛

k=1

exp

󰀥
−D

󰀕
kπ

2l

󰀖2

t

󰀦
cos

kπ

2l
(y − η)

󰀦
u0(ξ, η)dηdξ.

Полученное нелинейное уравнение подходит дл󰑱 итерационных вычислител󰑭ных
процедур.

Основные ре󰑬ул󰑭таты:

1. Проведен бифуркационный анали󰑬 начал󰑭но-краевой 󰑬адачи дл󰑱 параболиче-
ского ФДУ с преобра󰑬ованием пространственных аргументов.

2. Исследованы форма и устойчивост󰑭 стационарных неоднородных и периоди-
ческих по времени структур.

3. Получено интеграл󰑭ное представление 󰑬адачи с преобра󰑬ованием инвол󰑧ции
на бесконечной полосе с краевыми услови󰑱ми с косой прои󰑬водной.

В работе [34] (продол󰑨ение работ [35]–[36]) рассматривалис󰑭 󰯺процессы форми-
ровани󰑱 фа󰑬овых пространственных структур в поперечном сечении когерентного
светового пучка в нелинейной оптической системе с пространственно распределен-
ной обратной св󰑱󰑬󰑭󰑧 󰯹 нелинейном кол󰑭цевом ре󰑬онаторе󰯻 (испол󰑭󰑬овалс󰑱 тонкий
слой нелинейной среды керровского типа).

В󰑬аимодействие световой волны с нелинейной средой учитывает диффу󰑬и󰑧 и ди-
фракци󰑧 при распространении волны в ре󰑬онаторе. Динамика нелинейной фа󰑬овой
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модул󰑱ции u(r, t) описываетс󰑱 системой уравнений (аналогичной раннее рассматри-
ваемым в данной работе)

τ0
∂u(r, t)

∂t
+ u(r, t) = D∆u(r, t) +K|A(r, 0, t)|2, (38)

A(r, z, t+ tr) = (1−R)1/2Ain(r) +Reiϕ0 exp[iL∆(A(r, z, t)ein(r,t))]
󰀏󰀏
z=0

, (39)

−2ik0
∂A(r, z, t)

∂z
= ∆A(r, z, t), A(r, 0, t) = A0(r, t). (40)

󰑪дес󰑭 r = (x, y) 󰯹 радиус поперечное сечение светового пол󰑱; z 󰯹 продол󰑭на󰑱 коор-
дината; t 󰯹 врем󰑱; τ0 󰯹 характерное врем󰑱 релаксации нелинейности; ∆ 󰯹 лапласи-
ан по переменным (x, y), описыва󰑧щий диффу󰑬ионный процесс в нелинейной среде;
D 󰯹 нормированный коэффициент диффу󰑬ии; K 󰯹 коэффициент нелинейности сре-
ды; |A(r, 0, t)|2 󰯹 интенсивност󰑭 светового пол󰑱, попада󰑧щего в нелинейну󰑧 среду;
A(r, z, t) 󰯹 комплексна󰑱 медленно мен󰑱󰑧ща󰑱с󰑱 амплитуда светового пол󰑱 внутри
ре󰑬онатора; R 󰯹 коэффициент отра󰑨ени󰑱 󰑬еркал по интенсивности; tr 󰯹 врем󰑱 рас-
пространение пол󰑱 в ре󰑬онаторе; Ain(r) 󰯹 комплексна󰑱 амплитуда входной световой
волны; ϕ0 󰯹 посто󰑱нный фа󰑬овый сдвиг световой волны; L 󰯹 длина ре󰑬онатора (нор-
мированна󰑱 на дифракционну󰑧 длину); k0 = 2π/λ 󰯹 волновое число; l 󰯹 толщина
сло󰑱 нелинейной среды. Така󰑱 подстановка обобщает модели дл󰑱 уравнени󰑱 (1).

При допущени󰑱х l ≪ L, tr = L/c ≪ τ0 󰯺медленной нелинейности󰯻 уравнение (38)
󰑱вл󰑱етс󰑱 упрощенным вариантом уравнени󰑱 Икеды [37]. В системе так󰑨е могут при-
сутствоват󰑭 преобра󰑬овани󰑱 пространственных переменных Q.

Система (38)–(40) имеет пространственно-однородное стационарное решение

us =
(1−R)KI0

1 +R2 − 2R cos(us + ϕ0)
, (41)

где us = K|As|2, I0 = |Ain|2.

Дал󰑭нейша󰑱 линеари󰑬аци󰑱 исходных уравнений проводитс󰑱 в окрестности us.
В ре󰑬ул󰑭тате вычислител󰑭ных экспериментов пока󰑬ана вариативност󰑭 динамики

исследуемой системы, формирование сло󰑨ных поперечных структур (flower like 󰯹
структуры). Обнару󰑨ен особый ре󰑨им, привод󰑱щий к динамическим фа󰑬овым про-
странственным структурам типа ролла и гексагона, 󰑱вл󰑱󰑧щихс󰑱 ре󰑬ул󰑭татом 󰯺со-
ревновател󰑭ной динамики нелинейных мод в ре󰑬онаторе, а так󰑨е сло󰑨ных фа󰑬овых
структур, формиру󰑧щихс󰑱 в ре󰑬ул󰑭тате кооперативной динамики нелинейных мод󰯻.
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Еще один пример 󰑬адачи дл󰑱 рассматриваемого в работе класса абстрактных па-
раболических уравнений с преобра󰑬ованием пространственных переменных (с при-
ло󰑨ени󰑱ми не и󰑬 нелинейной оптики) рассмотрен в работе Д. А. Куликова [38]. Урав-
нение ука󰑬анного класса 󰑱вл󰑱етс󰑱 модел󰑭󰑧 формировани󰑱 рел󰑭ефа на поверхности
пластины под во󰑬действием потока ионов. Процесс формировани󰑱 волнового рел󰑭ефа
получаетс󰑱 в ре󰑬ул󰑭тате решени󰑱 бифуркационных 󰑬адач, дл󰑱 которых испол󰑭󰑬ует-
с󰑱 метод централ󰑭ных инвариантных многообра󰑬ий и аппарат теории нормал󰑭ных
форм.

Пока󰑬ано, что в рассмотренной периодической краевой 󰑬адачи дл󰑱 нелокал󰑭но-
го уравнени󰑱 эро󰑬ии сохран󰑱етс󰑱 механи󰑬м обра󰑬овани󰑱 наноструктур, который был
вы󰑱влен ранее дл󰑱 модели Бредли-Харпера (волновые структуры могут сформиро-
ват󰑭с󰑱 при потере устойчивости плоского фронта обработки мишени ионов).

2. Нелинейные уравнени󰑱 типа Шредингера

В работе [39] исследуетс󰑱 распространение поверхностных пла󰑬мон-
пол󰑱ритонных (ППП) волн вдол󰑭 границы двух сред: металла или метаматериала с
отрицател󰑭ным пока󰑬ателем преломлени󰑱 и диэлектрика, облада󰑧щего оптической
активност󰑭󰑧 или кубической нелинейност󰑭󰑧.

Интерес к ППП св󰑱󰑬ан так󰑨е с во󰑬мо󰑨ным применением в передаче (обработке)
информации и др.

Электромагнитное поле поверхностного пла󰑬мон-пол󰑱ритонного пучка представ-
л󰑱етс󰑱 в виде

E(x, y, z) = A(x, y)f(z) exp[iβx], (42)

где A(x, y) это медленно мен󰑱󰑧ща󰑱с󰑱 огиба󰑧ща󰑱, f(z) описывает поперечное рас-
пределение пол󰑱

f(z) = f0[γj(z − zj0)] 󰯹 в среде с керровской нелинейност󰑭󰑧;

f(z) = f1 exp[−γ1|z|] + f2 exp[−γ2|z|) 󰯹 в среде с оптической активност󰑭󰑧.
(43)

Тогда уравнение огиба󰑧щей

∂A

∂x
− iDdif

∂2A

∂y2
− iαNL|A|2A = 0, (44)

где Ddif =
1

2β
󰯹 коэффициент дифракции, αNL 󰯹 эффективный коэффициент нели-

нейности, 󰑬нак и величина которого 󰑬авис󰑱т от диэлектрической и магнитной про-
ницаемости, нелинейности сред и коэффициентов локали󰑬аци󰑱 пучка γj.
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Уравнение дл󰑱 A(x, y) с учетом дифракционных и дисперсионных 󰑱влений в слу-
чае пла󰑬мон-пол󰑱ритонного импул󰑭сного пучка конечной ширины и длител󰑭ности

E(x, y, z, ξ) = A(z, y, ξ) exp[iβx− iω0t]f(z)

мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде нелинейного уравнени󰑱 Шредингера, име󰑧щего солитонные
решени󰑱 [40]

∂A

∂x
+ iDdis

∂2A

∂ξ2
− iDdif

∂2A

∂y2
− iαNL|A|2A = 0, (45)

где ξ = x−νgσt 󰯹 бегуща󰑱 координата пучка, νgσ =
∂w

∂β
󰯹 группова󰑱 скорост󰑭 пучка,

Ddis =
1

2

dν−1
gσ

∂ω

󰀏󰀏󰀏󰀏
k

= k0 󰯹 коэффициент дисперсии.

В работе И. В. Д󰑬едолика [41] рассмотрена 󰑬адача конструировани󰑱 и реали󰑬ации
логических элементов дл󰑱 обработки сигналов в процессорах оптического диапа󰑬она
с помощ󰑭󰑧 пла󰑬монных устройств. И. В. Д󰑬едоликом проведен эксперимент, когда
на поверхности металла в интерференционном поле во󰑬ника󰑧т сингул󰑱рные точки, в
которых фа󰑬а вектора Пойнтинга поверхностных пла󰑬мон-пол󰑱ритонов (ППП) имеет
винтову󰑧 дислокаци󰑧. На рис. 6 пока󰑬ана интерференционна󰑱 картина нормал󰑭ной
к поверхности металла компоненты вектора Пойнтинга SzM при отра󰑨ении ППП от
криволинейной границы неоднородности, λ0 = 0.6µm, εM = −8.77 + i1.37 (󰑬олото).

Рис. 6. Топологические 󰑬ар󰑱ды вихрей: +1 (красна󰑱 стрелка, против
часовой), −1 (󰑬елена󰑱 стрелка, по часовой), ра󰑬меры по ос󰑱м отло󰑨ены
в микрометрах)

И󰑬 системы уравнений Максвелла получено прибли󰑨енное уравнение дл󰑱 по-
перечной компоненты электрического пол󰑱 нелинейных поверхностных пла󰑬мон-
пол󰑱ритонов (ППП) [42] в виде

d2Ex

dz2
+K2Ex + χ|Ex|2Ex = 0, (46)
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где K2, χ и󰑬вестные параметры.
Представл󰑱󰑱 Ex = A(z) exp[iβz], где A(z) это медленно мен󰑱󰑧ща󰑱с󰑱 амплитуда в

масштабе скорости и󰑬менени󰑱 фа󰑬ы, выбира󰑱 амплитуды пада󰑧щих и отра󰑨енных
ППП в форме Ai,r = 󰁨Ai,r(z) exp[iϕi,r(z)], где 󰁨Ai,r, ϕi,r 󰯹 действител󰑭ные амплитуды
и фа󰑬овые составл󰑱󰑧щие, получена система уравнений дл󰑱 ϕi,r. Ее решени󰑱 име󰑧т
следу󰑧щий вид ϕi,r = ± arctg[

󰁳
a/b tg(

√
abt)], где a = Q + χ + β, b = Q − χ + β,

Q = (KG2 + χ 󰁨A2
i + χ 󰁨A2

r)/2β, X = χ 󰁨Ai
󰁨Ar/β.

Нормал󰑭ные компоненты электрических векторов нелинейных ППП (при-
бли󰑨енные) могут быт󰑭 представлены как Ei = 󰁨Ai exp[iϕi − iωt + iϕ0/2] и
Er = 󰁨Ar exp[iϕr − iωt+ iϕ0/2].

Рассмотрено во󰑬мо󰑨ное пла󰑬монное устройство, реали󰑬у󰑧щее пла󰑬монный логи-
ческий элемент 󰯺ИЛИ-НЕ󰯻, необходимый дл󰑱 функционал󰑭но полного логического
ба󰑬иса.

Более обща󰑱 модел󰑭 анонсирована в работе В. А. Лук󰑭󰑱ненко и
М. С. Германчук [11], в которой исследуетс󰑱 устойчивост󰑭 системы и󰑬 двух
св󰑱󰑬анных нелинейных уравнений Шредингера дл󰑱 комплексно󰑬начных функций с
кубической нелинейност󰑭󰑧 Керра и периодическими услови󰑱ми:

i
∂u

∂t
+

1

2β

∂2u

∂y2
+ ilu+ κv = 0,

i
∂υ

∂t
+

1

2β

∂2υ

∂y2
+ i(l − g)υ + γ|υ|2υ + κu = 0,

u(−d
2
+ y, t) = u(d

2
+ y, t),

υ(−d
2
+ y, t) = υ(d

2
+ y, t),

󰀬
∀t ∈ [0, T ), ∀y ∈ R,

u(y, 0) = u0(y),

υ(y, 0) = υ0(y).

󰀬
∀y ∈

󰀗
−d

2
,
d

2

󰀘
,

(47)

где u(y, t), υ(y, t) 󰯹 искомые комплексно󰑬начные функции; действител󰑭ные парамет-
ры l, g и κ 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 нормированными коэффициентами потер󰑭, усилени󰑱 и св󰑱󰑬и;
fΥ = γ, где γ = γ1 + iγ2, f 󰯹 бе󰑬ра󰑬мерный масштабный параметр, Υ 󰯹 параметр
нелинейности Керра; d 󰯹 это ширина области по оси y.

Начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача (47) представима в следу󰑧щей операторной форме:

∂w

∂t
= Aw, t > 0, |y| 󰃑 d

2
, (48)

w(−d

2
+ y, t) = w(

d

2
+ y, t),

w(y, 0) = w0(y) = (u0(y), υ0(y))
T ,
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где
A = L+N, L = D∆− B, Nw = G(w)w, w = (u, υ)T ,

D∆ =
i

2β

󰀣
∆ 0

0 ∆

󰀤
, B =

󰀣
l iκ

iκ l − g

󰀤
,

G(w) =

󰀣
0 0

0 iγ

󰀤
|υ|2,

∆ 󰯹 одномерный оператор Лапласа.
Лемма 4. Система уравнений (47) имеет решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие тол󰑭ко от вре-

мени:
u0 = aeiω0t, υ0 = beiω0t, (49)

где a, b удовлетвор󰑱󰑧т уравнени󰑱м

a =
iκb

iω0 + l
,

(l + iω0 − g)− iγ|b|2 = − κ2

iω0 + l
, (50)

|b|2 = l2 − ω2
0 − gl + κ2

−γ1ω0 − γ2l
=

2lω0 − gω0

γ1l − γ2ω0

,

а ω0 󰑱вл󰑱етс󰑱 корнем кубического уравнени󰑱

ω3 − γ1
γ2

γ1(g − l)ω2 + (l2 − κ2)ω − γ1
γ2

l((g − l)l − κ2) = 0. (51)

Дл󰑱 исследовани󰑱 устойчивости (47) представим решени󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом:

υ(y, t) = w(ξ, t)ei
2πn
d

ye
−i
2β

( 2πn
d

)2t,

u(y, t) = q(ξ, t)ei
2πn
d

ye
−i
2β

( 2πn
d

)2t,
(52)

где ξ = y − 1
β
2πn
d
t, и получим

󰀻
󰀿

󰀽
qt − qξξ + ilq = iκw,

wt − i
2β

wξξ + (l − g)w − iγ|w|2w = iκq.
(53)

Так как система (53) такого 󰑨е вида, что и система (47), то дл󰑱 того, чтобы ис-
следоват󰑭 на устойчивост󰑭 бегущие волны ei(

2πn
d

y− 1
2β

( 2πn
d

)2t), достаточно исследоват󰑭
тол󰑭ко решение вида u0(t) = aeiω0t, υ0(t) = beiω0t. Как и ранее, в этой 󰑬адаче обнару-
󰑨ение бегущих волн, вихревых и других структур, в перву󰑧 очеред󰑭, актуал󰑭но дл󰑱
практики.
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3. Математическа󰑱 модел󰑭 спинового горени󰑱

Краевые 󰑬адачи дл󰑱 феноменологической модели спинового горени󰑱, предло󰑨ен-
ной 󰑯. Б. 󰑪ел󰑭довичем, исследовалис󰑭 в работах Е. П. Белана и О. В. Ши󰑱н [12], про-
дол󰑨ены В. А. Лук󰑭󰑱ненко и А. А. Гребеневой [13]-[16] в случае кол󰑭цевых областей
(круг, кол󰑭цо, тонкое кол󰑭цо и окру󰑨ност󰑭) дл󰑱 более общей модели сингул󰑱рно во󰑬-
мущенного нелинейного параболического уравнени󰑱 ван-дер-полевского типа с усло-
ви󰑱ми Неймана и с дробной степен󰑭󰑧 оператора Лапласа. С помощ󰑭󰑧 спектрал󰑭ной
теории и теории операторов дока󰑬ана теорема о существовании и единственности ре-
шени󰑱 дл󰑱 ограниченных областей, исследована устойчивост󰑭 󰑬адач и соответству-
󰑧щие им ква󰑬инормал󰑭ные формы, а так󰑨е спектрал󰑭ные 󰑬адачи. Получена св󰑱󰑬󰑭
модели спинового горени󰑱 в кол󰑭це с модел󰑭󰑧 горени󰑱 на окру󰑨ности.

Математическа󰑱 модел󰑭 спинового горени󰑱 была предло󰑨ена 󰑯. Б. 󰑪ел󰑭довичем
совместно с А. П. Алдушиным и Б. А. Маломедом:

ξ̈ + ξ = 2ε

󰀗
ξ̇

󰀕
1− 4

3
ξ̇2
󰀖
+

λ2

4π2
∆ξ̇ +

βλ

2π

√
−∆ξ̇

󰀘
. (54)

󰑪дес󰑭 ξ = ξ(x, t) 󰯹 функци󰑱, описыва󰑧ща󰑱 фронт распространени󰑱 реакции горе-
ни󰑱; 0 < ε ≪ 1 󰯹 инкремент неустойчивости, λ > 0 󰯹 коррел󰑱ционна󰑱 длина теп-
лопроводности св󰑱󰑬ей ме󰑨ду соседними участками фронта, β > 0 󰯹 коэффициент
нелокал󰑭ной св󰑱󰑬и участков фронта.

В работах В. А. Лук󰑭󰑱ненко и А. А. Гребеневой рассмотрено обобща󰑧щее (54)
феноменологическое уравнение бе󰑬га󰑬ового спинового горени󰑱 в круговых област󰑱х.
В частности, в кол󰑭це Sr = {r,ϕ| r1 < r < r2, 0 < ϕ < 2π} (цилиндрическа󰑱 толсто-
стенна󰑱 труба):

ü+ u = 2ε

󰀗
u̇

󰀕
1− 4

3
u̇2

󰀖
− λ2

4π2
(−∆)u̇+

βλ

2π
(−∆)αu̇

󰀘
, 0 < α < 1,

u(r,ϕ+ 2π, t) = u(r,ϕ, t),

∂u̇

∂r

󰀏󰀏󰀏󰀏
r=r1,r2

= 0,
∂u

∂r

󰀏󰀏󰀏󰀏
r=r1,r2

= 0.

(55)

Уравнение представл󰑱ет сингул󰑱рно во󰑬мущенное нелинейное параболическое
уравнение ван-дер-полевского типа.

Дл󰑱 первых спиновых волн построено асимптотическое ра󰑬ло󰑨ение решени󰑱 󰑬а-
дачи (55) в виде комбинации бесселевых функций Jnm(r):

u =
3󰁛

m=1

zmJ1m(r)e
−iϕ +

3󰁛

m=1

z̄mJ1m(r)e
iϕ + εũ1(ze

−iϕ, z̄eiϕ, r), (56)
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где z = (z1, z2, z3), a zm такие, что

żm = zm(i+ εq1m) + εam(z, z̄), m = 1, 2, 3. (57)

Функции am, m = 1, 2, 3, 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 S1-эквивариантными:
am(ze

−iϕ, z̄eiϕ, r) = eiϕam(z, z̄, r) дл󰑱 всех ϕ ∈ R/2πZ.
󰑪адача (55) имеет прибли󰑨енные решени󰑱

(us
1)

± =
3󰁛

m=1

zs1mJ1 (r) cos(t∓ ϕ), s = 1, 2. (58)

Решени󰑱 (u2
1)

± 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 неустойчивыми. Бегуща󰑱 волна (u2
1)

+ подавл󰑱етс󰑱 вол-
ной (u1

1)
+ (рис. 7).

Рис. 7. 󰑪ависимост󰑭 первых спиновых волн (us
1)

+ от времени дл󰑱
a) t = π

2
; b) t = π; c) t = 3π

2

Аналогично стро󰑱тс󰑱 вторые спиновые волны, но в отличие от первых спиновых
волн вторые ро󰑨да󰑧тс󰑱 и оста󰑧тс󰑱 неустойчивыми.

Теорема 5. Перва󰑱 спинова󰑱 волна (u1
1)

+ на (ρ̂1(β), ρ̂
1(β)) (которые определ󰑱󰑧т-

с󰑱 и󰑬 характеристического уравнени󰑱: ω2
n−2εqnωn+1 = 0) устойчива относител󰑭но

давлени󰑱 (ui
m)

−, (uj
m+1)

+ дл󰑱 всех m = 2, 3, . . . , i, j = 1, 2, . . . .

Получена ква󰑬инормал󰑭на󰑱 форма 󰑬адачи (55):

v̇ = v(1− |v|2) + λ2

4π2
∆v +

βλ

2π
(−∆)αv, 0 < α < 1,

∂v

∂r

󰀏󰀏󰀏󰀏
r=r1,r2

= 0. (59)

󰑪амечание. 󰑪адача об устойчивости (v11)
± эквивалентна устойчивости реше-

ни󰑱 (u1
1)

± 󰑬адачи (55).
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Так󰑨е рассмотрена 󰑬адача (55) дл󰑱 тонкого кол󰑭ца R 󰃑 r 󰃑 R+ δ, δ ≪ 1. Потре-
бовав, чтобы решение совсем (почти совсем) не мен󰑱лос󰑭 в радиал󰑭ном направлении
(т. е. u̇y = 0), и устремив δ → 0, получена одномерна󰑱 модел󰑭 феноменологического

уравнени󰑱 бе󰑬га󰑬ового горени󰑱 с оператором ∆u̇ =
1

R2
u̇ϕϕ. Исследованы периоди-

ческие решени󰑱 на окру󰑨ности при ϕ = θR, соответству󰑧щие спиновым ре󰑨имам
горени󰑱 тонкостенного цилиндра:

ü+ u = 2ε

󰀗
u̇

󰀕
1− 4

3
u̇2

󰀖
+

λ2

4π2R2
∆u̇+

βλ

2πR2α
(−∆)αu̇

󰀘
, 0 < α < 1,

u(θ + 2π, t) = u(θ, t), u(θ, 0) = u0(θ), u̇(θ, 0) = u1(θ) 0 󰃑 θ 󰃑 2π.

(60)

Лемма 5. Начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача (60) представима в виде

u(θ, t) =
1

2π

π󰁝

−π

(K1(θ − s)u0(s) +K2(θ − s)u1(s)) ds−

− 2µε

t󰁝

0

1

2π

π󰁝

−π

K3(θ − s, t− τ)u̇3(s, τ)dsdτ,

(61)

где (k1)n (t) =
(ω2)ne

(ω2)nt + (ω1)ne
(ω1)nt

(ω2)n − (ω1)n
, (k2)n(t) =

e(ω2)nt + e(ω1)nt

(ω2)n − (ω1)n
,

(k3)n(t) =
sin

󰁳
1− ε2q2n t󰁳
1− ε2q2n

eεqnt, Kj(θ, t) = W (kj)n(θ, t), j = 1, 2,

1

2π

π󰁕
−π

K3(θ − s, t − τ)u̇3(s, τ)dsdτ = W (k3)ngn, ε2q2n − 1 < 0. 󰑪дес󰑭 (ω1,2)n наход󰑱тс󰑱

и󰑬 соответству󰑧щего характеристического уравнени󰑱: ω2
n − 2εqnωn + 1 = 0.

Асимптотический анали󰑬 в сочетании с методом Галеркина по󰑬вол󰑱ет найти пару
периодических устойчивых решений (при α = 1/2):

u±
1 =

󰁳
3− 2q1 cos t± 2

󰁳
q1 − 1 sin t cos θ +O(ε),

которые ро󰑨да󰑧тс󰑱 и󰑬 нулевого решени󰑱 u0 = cos t+O(ε) при прохо󰑨дении q1 чере󰑬
критическое 󰑬начение равное единице (рис. 8).

Дал󰑭нейший интерес представл󰑱ет применение итерационных алгоритмов дл󰑱
нелинейных уравнений типа свертки (интеграл󰑭ного представлени󰑱 󰑬адачи бе󰑬га󰑬о-
вого спинового горени󰑱) и исследование моделей с 󰑬апа󰑬дыванием по пространствен-
ной переменной.
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Рис. 8. Решени󰑱 u+
1 при a) q1 = 1.06 и b) q1 = 1.48

4. Нелинейные интеграл󰑭ные уравнени󰑱 1-го рода типа свертки

В р󰑱де 󰑬адач прикладной нелинейной динамики при построении решений во󰑬-
ника󰑧т нелинейные интеграл󰑭ные уравнени󰑱. Нелинейные интеграл󰑭ные уравнени󰑱
1-го рода типа Урысона и их прибли󰑨енные методы решени󰑱 рассматрива󰑧тс󰑱 в
работах [17]–[21]. Дл󰑱 решени󰑱 примен󰑱󰑧тс󰑱 методы регул󰑱ри󰑬ации, интеграл󰑭ные
преобра󰑬овани󰑱 Фур󰑭е F и непрерывное вейвлет-преобра󰑬ование (CWT), асимпто-
тические методы и итерационные с испол󰑭󰑬ованием бли󰑬ких уравнений.

Рассмотрено применение вейвлет-преобра󰑬овани󰑱 Wϕ дл󰑱 решени󰑱 уравнени󰑱
Урысона:

Az ≡
󰁝

R

f(s)n (t− z(s)) ds = u(t), t ∈ R, (62)

(WϕA)(a, b) =

󰁝

R

f(s)Wϕ {n(t− z(s))} ds = U(a, b).

И󰑬
Wϕ {n(t− z(s))} (a, b) = |a|

1
2

󰁝

R

F {n(t− z(s))} (ξ)Φ̄(aξ)e−ibξ =

= |a|
1
2

󰁝

R

N(ξ) eiξz(s)Φ̄(aξ)e−ibξds,

получим

|a|
1
2

󰁝

R

󰀳

󰁃
󰁝

R

f(s)eiξz(s)ds

󰀴

󰁄N(ξ)Φ̄ (aξ) e−ibξ = |a|
1
2

󰁝

R

U(ξ)Φ (aξ)e−ibξds.
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И󰑬 этого следует
󰁝

R

f(s)eiξz(s)ds = N−1(ξ)U(ξ), N(ξ) ∕= 0

или в регул󰑱ри󰑬ованной форме относител󰑭но 󰑱дра N(ξ)
󰁝

R

f (s)eiξz(s)ds = V (ξ) ≡ N(ξ)U(ξ)

α + |N(ξ)|2
,

где α 󰯹 параметр регул󰑱ри󰑬ации.
Дл󰑱 монотонно во󰑬раста󰑧щих на интервале [a, b] функций z(s) таких, что

α = min z(s) 󰃑 z(s) 󰃑 max z(s) = β,

уравнение (62) с 󰑬аменой τ = z(s), s = ϕ(τ) приводитс󰑱 к следу󰑧щей форме
β󰁝

α

f (ϕ(t))n (t− τ)ϕ′(τ)dτ = u(t), α 󰃑 t 󰃑 β.

Дл󰑱 n(t) = δ(t) получим обыкновенное дифференциал󰑭ное уравнение

f(ϕ(τ))ϕ′(t) = u(t).

󰑪адача нахо󰑨дени󰑱 решени󰑱 дл󰑱 уравнений типа свертки относител󰑭но CWT
преобра󰑬овани󰑱

Af ≡ k#f = g (63)

󰑱вл󰑱етс󰑱 некорректной. Регул󰑱ри󰑬иру󰑧щий функционал А. Н. Тихонова имеет вид

J(f(·)) = α 󰀂f󰀂2L2
+ 󰀂k#f − g󰀂2L2

→ inf,

где α 󰯹 параметр регул󰑱ри󰑬ации.
󰑪дес󰑭

(k#f)(t) =

󰁝

R

󰁝

R

q(t, τ, s)k(τ) dτ f(s) ds =

󰁝

R

n(t, s)f(s) ds.

И󰑬 необходимых условий экстремума дл󰑱 функционала J(f) следует
󰀅
α + |Kϕ (a, b)|2

󰀆
Fϕ (a, b) = Kϕ (a, b)Gϕ (a, b) .

И󰑬 этого уравнени󰑱 получим

Fϕ (a, b) = Kϕ (a, b)
󰀅
α + |Kϕ (a, b)|2

󰀆−1
Gϕ (a, b) = Rα (a, b)Gϕ (a, b)

или
fα (t) = W−1

ϕ {Rα (a, b)Gϕ (a, b)} (t) = (rα#g) (t) . (64)
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На уравнение типа Урысона Az = u распростран󰑱󰑧тс󰑱 раннее полученные ав-
тором ре󰑬ул󰑭таты [18]–[21] по итерационным алгоритмам, основанные на испол󰑭󰑬о-
вании бли󰑬кого уравнени󰑱 Ãz̃ = ũ. В 󰑬ависимости от наличи󰑱 априорной и другой
информации о решении и модели косвенных и󰑬мерений мо󰑨но воспол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 всей
гаммой и󰑬вестных алгоритмов регул󰑱ри󰑬ации. Наиболее бли󰑬кие ре󰑬ул󰑭таты содер-
󰑨ат󰑭с󰑱 в работах В. В. Васина и его соавторов. Например, дл󰑱 метода регул󰑱ри󰑬ации
Лаврент󰑭ева F (z) = Az−u+α(z−zm) итерационна󰑱 процедура построени󰑱 zn+1 при-
бли󰑨ени󰑱 zn+1 = zn+h приводит к алгоритму нахо󰑨дени󰑱 h и󰑬 линейного уравнени󰑱
[αI + (A′zn)]h− F (zn) = 0 или

zn+1 = zn − γ [αI + (A′zn)]
−1

[Azn − u+ α(zn − zm)] .

В качестве бли󰑬ких уравнений следует рассматриват󰑭 уравнени󰑱

Kh = [αI + (A′zn)]h = Azn − u+ α(zn − zm) ≡ g,

K̃h̃ =
󰁫
α̃I + (Ã′z̃n)

󰁬
h̃ = Ãz̃n − ũ+ α̃(z̃n − z̃m) ≡ g̃,

где, обеспечив 󰀂K̃−1(K− K̃)󰀂 < 1, мо󰑨ем найти решение уравнени󰑱 Kh = g чере󰑬 ре-
шение бли󰑬кого уравнени󰑱 K̃h̃ = g̃, более простого по своей структуре, или решение,
которое у󰑨е найдено дл󰑱 ра󰑬личных уровней погрешности (прецедентна󰑱 инфор-
маци󰑱). Дл󰑱 модифицированного варианта метода Левенберга-Марквардта решени󰑱
нелинейных уравнений типа Урысона в частном случае имеет вид

zn+1 = zn − γ
󰁫
Ã′(zn)

∗Ã′(zn) + αI
󰁬−1 󰁫

Ã′(zn)(Azn − uδ) + α(zn − z̃m)
󰁬
.

󰑪дес󰑭 z̃m 󰯹 начал󰑭ное прибли󰑨ение дл󰑱 искомого решени󰑱,

(A′zm)h =

󰁝

R

n′(t− z(s), s)f(s)h(s)ds

и справедлива теорема об оценке погрешности.
Таким обра󰑬ом, наличие эффективно решаемых бли󰑬ких уравнений по󰑬вол󰑱ет

строит󰑭 алгоритмы дл󰑱 исходных уравнений.

󰑪акл󰑧чение

В рамках направлени󰑱 прикладной нелинейной динамики, ра󰑬вива󰑧щейс󰑱 в
Крымском федерал󰑭ном университете им. В. И. Вернадского с конца XX века, рас-
смотрены дифференциал󰑭ные уравнени󰑱 в частных прои󰑬водных с оператором диф-
ференцировани󰑱 по времени, оператором преобра󰑬овани󰑱, оператором Лапласа и
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дробным лапласианом. В основе ле󰑨ит математическа󰑱 формали󰑬аци󰑱 реал󰑭ных фи-
󰑬ических процессов таких как 󰑬адачи нелинейной оптики, пла󰑬моники и теории так
на󰑬ываемого 󰯺быстрого󰯻 горени󰑱 и детонации.

Испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 основные методы исследовани󰑱 ква󰑬илинейных параболических
уравнений. Например, метод Крылова–Богол󰑧бова–Митропол󰑭ского–Самойленко
(КБМС), наиболее часто встреча󰑧щийс󰑱 дл󰑱 сведени󰑱 исходного уравнени󰑱 к гради-
ентной системе с комплексно сопр󰑱󰑨енными уравнени󰑱ми, сочета󰑧щийс󰑱 с методом
Галеркина (согласованным с интеграл󰑭ным (централ󰑭ным) многообра󰑬ием), а так󰑨е
асимптотическое ра󰑬ло󰑨ение решени󰑱 по собственным функци󰑱м, метод усреднени󰑱,
метод эллиптических функций 󰑯коби и операторный метод.

Дл󰑱 󰑬адачи распространени󰑱 фа󰑬овой волны световой модул󰑱ции с преобра󰑬о-
ванием отра󰑨ени󰑱 пространственной переменной с помощ󰑭󰑧 метода интеграл󰑭ных
(централ󰑭ных) многообра󰑬ий дока󰑬ана теорема о существовании пространственно
неоднородных стационарных решений; примен󰑱󰑱 метод Галеркина, исследована фор-
ма и устойчивост󰑭 решений типа бегуща󰑱 волна, ро󰑨да󰑧щихс󰑱 в ре󰑬ул󰑭тате бифур-
кации Адронова-Хопфа; исследованы метаустойчивые структуры; получено инте-
грал󰑭ное представление 󰑬адачи с преобра󰑬ованием инвол󰑧ции на бесконечной полосе
с краевыми услови󰑱ми с косой прои󰑬водной.

Рассмотрено распространение поверхностных пла󰑬мон-пол󰑱ритонных волн на
примере системы и󰑬 двух св󰑱󰑬анных нелинейных уравнений Шредингера с кубиче-
ской нелинейност󰑭󰑧 Керра, а так󰑨е обобщенна󰑱 модел󰑭 спинового горени󰑱 в круго-
вых област󰑱х (круг, кол󰑭цо, тонкое кол󰑭цо и окру󰑨ност󰑭), построена и исследована
на устойчивост󰑭 ква󰑬инормал󰑭на󰑱 форма 󰑬адачи. Ви󰑬уали󰑬ирована 󰑬ависимост󰑭 пер-
вых, ро󰑨да󰑧щихс󰑱 спиновых волн от времени.

Приведен алгоритм решени󰑱 нелинейных интеграл󰑭ных уравнений 1-го рода типа
свертки на примере уравнени󰑱 Урысона, во󰑬ника󰑧щего в 󰑬адачах восстановлени󰑱
решений по данным косвенных и󰑬мерений.
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