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В . П. О д и я е ц УДК 517.98 

О СИЛЬНОЙ ЕДИНСТВЕННОСТИ МИНИМАЛЬНЫХ ПРОЕКТОРОВ 
В ПРОСТРАНСТВАХ БАНАХА 

Пусть D — дополняемое подпространство банахова пространства В, d i m ( B / D ) > 2 , над 
полем R вещественных чисел. Известно [Г], что существование минимального проектора на D 
(т. е. проектора, норма которого равна инфинуму норм всех проекторов из В на D) из всех 
КС В, КО D, dim(K/D) = l, не обеспечивает, вообще говоря, существования минимального 
проектора из В на Д. С другой стороны, накоплено достаточно результатов (см., напр., [2]—[51) ( 

обеспечивающих не только существование, но и единственность минимального проектора на 
подпространство коразмерности 1. Данная работа является обобщением результатов работ [6], [7] 
на минимальные проекторы с нормой > 1. 

1. Пусть А (В, D) — относительная проекционная константа, 

SD = { A - 6 D : [ U | | = 1 } , WD(y, г) = { * £ £ > ' : Ц у - * | < г } . 

Для элемента л г £ В \ 8 пусть А (х) = { / е 5 В » : / ( л г ) = ||лг|]}, ф * — { 2 6 В : существует конечный 
lim t~x ( I I л : + tz\\ — \\х\\)}, х ± у -<=Ф- inf || х + ty || = | J J C | | . Одномерное подпространство, содер-
i *<> ICR 

ж а щ е е элемент лг, обозначим через [х]; прямую сумму подпространств D и М — через D@M, 
т . е . D@M = D + М и Df\M = m, где в —нулевой элемент в' В. Если из подпространства 
KZDD существует единственный минимальный проектор на D, то будем говорить, что пара 
(К, D) обладает свойством единственности, а сам проектор обозначать через Рк . Если пары 
(В, D) и (К, D) обладают свойством единственности для любого КсВ, dim (/(/£>) = 1, то ми­
нимальный проектор из В на D назовем сильно единственным. 

2. О п р е д е л е н и е 1. Пусть D — подпространство в В и хеВ. Обозначим 

ВD(x) = Л W D ( y : Ц В , D)\\x-y\\) " (1) 

и назовем BD (х) множеством минимальности для Dux. 
П р е д л о ж е н и е 1. Пусть D — подпространство в В , dim (B/D) = 1. Для существования 

минимального проектора на D необходимо и достаточно, чтобы хотя бы для одного 
xeB\D множество минимальности BD (х) Ф 0 . Для единственности минимального про­
ектора на D необходимо и достаточно, чтобы для любого xeB\D множество минималь-
ности BD (х) содержало ровно 1 элемент. 

Т е о р е м а 1. Пусть подпространство DcB, и для любого подпространства КС В, 
Ра /С,,dim (K/D) = 1, пара (/С, D) обладает свойством единственности. Пусть для любого 

p ( x ) = s ( Рк, если xeB\D, K~D®[x\; ( 2 ) 

\ х, если х d D. 

Для существования минимального проектора на D из В достаточно, а когда IIРк I— ЦВ, D) 
для любого КО D, dim (KID)—-1, то и необходимо, чтобы оператор Р был аддитивным. 
(При этом минимальный проектор окажется единственным и совпадающим с оператором Р, 
а значит, и сильно единственным.) ' '."" ;, ,. 

З а м е ч а н и е 1. Множество минимальности было введено Г. Години в [7] для минималь­
ных проекторов с единичной нормой в» связи с обобщением "понятия минимальных точек. 
(См. также [8]—[10].) Г 
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3 . Пусть D — подпространство в В , и пусть для любого xeB\D существует единствен­

ный минимальный проектор Рх : £>ф[х] Д D. Обозначим через OVD (х) = {zeSD : г ± Р~1 (8)} Ч 
з 

Для произвольных x l t х2, x3eB\D положим F ( x , , х2, х 3 ) = f) OVD (х{). 

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что подпространство D обладает в В свойством 
„сильного пересечения", если для любых трех элементов х , , х2, х3 6 В \ D множество 
F ( х , , х2, хъ) ф 0 и некоторое семейство функционалов [] (fv\D) тотально на D 

и е н * , , v V 

(fv I D — сужение на D произвольного функционала fveA(v)). 
П р е д л о ж е н и е 2. Пусть подпространство D обладает в В свойством сильного пере­

сечения. Пусть Р— оператор, построенный по формуле (2). Пусть: (i) для любых x,yeB\D 
и таких, что x-\-yeB\D, из трех элементов х~Р{х), у — Я (у) , ((х + у) — Р(х + у)) по 
крайней мере два принадлежат подпространству ©г, для любого zeF(x, у, х + у). 

Тогда минимальный проектор на D существует и сильно единственен. 
С х е м а д о к а з а т е л ь с т в а . Условие (i) в сочетании со свойством сильного пересечения 

я обеспечивает аддитивность оператора Р в случае х, у, х + у еВ \ D (см. лемму 2 из [6]). 
В остальных случаях аддитивность оператора Р доказываем непосредственно, используя 
единственность проектора Рг из D 0 [ z ] D. Теперь утверждение следует из теоремы 1. 

3 а м е ч а н и е 2. Пусть для любого хеВ \ D определено OVD (х). Если при этом мини­
мальный проектор на D из £>ф[х] имеет норму, равную 1, то OVD (х) = SD . Так как усло­
вие (i) предложения 2 является обобщением леммы 2 из [6], то теорема 1 из [6] есть частный 
случай предложения 2. Заметим, что свойство сильного пересечения, вообще говоря, не свя­
зано обязательно с точками гладкости единичной сферы SD , как в теореме 1 из [6]. Напри­
мер, справедливо 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть D — двумерное подпространство банахова пространства В 
такое, что: 

а) WD (в; 1) имеет ровно 6 экстремальных (= крайних) точек; 
б) в любом трехмерном подпространстве КС. В минимальный проектор на D из К 

единственен. 
Тогда подпространство D обладает в В свойством сильного пересечения. 
Доказательство предложения 3 основано на следующей лемме. 
Л е м м а 1. Пусть D — подпространство трехмерного банахова пространства В (dim D = 2 ) . 

Пусть Р — минимальный проектор на D, проектирующий В на D вдоль некоторого Z. 
Тогда существуют не менее 6 элементов х{ , . . . , х в 6 SD таких, что xt JL Z (/ = 1 6). 

З а м е ч а н и е 3. Если в предложении 3 вместо условия б) дать условие: 

в) D + П ©у = В> 
yesD 

то хотя минимальный проектор на D будет обладать свойством сильного пересечения и даже , 
более того, он будет сильно единственным, но условия а) и в) инспирируют равенство его 
нормы 1. 

В заключение приведем пример сильно единственного минимального проектора с нормой 
строго больше 1. 

П р и м е р 1. Пусть ej = (0 0 , 1 , 0 , . . . ) , i — 1, 2 , . . . , — естественный базис в (с 0 ). Пусть 
1—1 раз 

D — двумерное подпространство, натянутое на hx и h2, где hl = el + ei, ki = e3—e1. Тогда, 
используя результаты из [4] и [5], можно проверить, что выполнены условия предложения 3, и, 
Следовательно, подпространство D обладает свойством сильного пересечения. Более того , в силу 
предложения 3.1 из [3] минимальный проектор на D из (с 0) единственен, а значит, и сильно 
единственен. При этом его норма равна 4/3. 
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ОБ ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫХ ГОМОТЕТИЯХ В КАСАТЕЛЬНОМ 
РАССЛОЕНИИ РИМАНОВА МНОГООБРАЗИЯ 

Пусть У„ — риманово многообразие класса С°°, a g y — компоненты его метрического тен­
зора в локальных координатах х'. Введем в касательном расслоении Т (V„) индуцированные 
локальные координаты (х\ xn+i) (i. j , k, ... = 1 , . . . , и), где xn+l— координаты касательного век­
тора в точке М(х1) многообразия Vn. 

В работе [1] было изучено синектическое расширение полного лифта cg метрики g в Т ( У й ) 
при помощи заданного на базисном многообразии поля симметричного тензора, который будем 
обозначать через /гу . Эта метрика, названная синектической, определяется матрицей 

( ° * Е » ) = [ 0 J , ( С Р, Y , . » = 1..« , 2л), ( I ) 

т. е. ее можно представить как сумму полного лифта cg и вертикального лифта vh тензора hij . 
Там же показано, что синектическое расширение метрики полного лифта приводит к синекти-
ческому расширению полного лифта связности СТ^ в T(Vn) при помощи тензора 

(1/2) ( V / 4 + V^-v'hjk), (2) 

который будем обозначать через Hjk. В свою очередь, тензор кривизны R^ полного лифта 

получит синектическое расширение Rijk

n+r = x n + s ds Rtjk -4- Pt/k, где 

* 8 — S 
а остальные Ra^ совпадают с R^ . 

В [2] была изучена аффинная коллинеация синектической связности в касательном расслое­
нии Т (Мп) произвольного дифференцируемого многообразия Мп с заданной связностью Tljk без 
кручения и доказана 

Т е о р е м а . Для того чтобы векторное поле 5" порождало в касательном расслоении 
Т (Мп) инфинитезимальную аффинную коллинеацию синектической связности , необходимо 
и достаточно, чтобы поле имело вид 

Z = cv+Vw + "XF+VXQ, 
т. е. 

f = {Flxn+s+ vl; -T^rF^xn+rxn+m + (Qi+dsvl)xn+s + wt}l (4) 

а тензорные поля у1, w1, FJ и Q*j на Мп удовлетворял» условиям; 


