
Пусть ъ - о . Используя ( 8 ) , , ( 9 ) , (10 ) , находим 

в силу (5) имеем 

j5(*-^l,Jii)|*(e(li + U 4 H W a i ^ w
> » = 0 . (К) 

Из ( I I ) и (12) следует требуемая оценка 

Теорема I доказана . 
Используя теорему I и свойства интерполяционных сплай­

нов первого порядка, легко доказывается 
Т е о р е м а 2 . Квадратурная формула 

где ^эс=г^(лс^)-сплайн первого порядка, интерполирующий функ­
цию ас 14) в узлах ( 6 ) , оптимальна по порядку на классе F=HW 

при г ^ о , г - = ± и любых модулях непрерывности u>='0>(&), 
о< 5 < 4 . 
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П.М.Зиновьев, Ф.Ф.Майер 
УСЛОВИЯ ОДНОЛИСТНОСТИ РЕШЕНИЯ ОБРАТНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

В СЛУЧАЕ БЕСКОНЕЧНОГО ИСКОЮГО КОНТУРА 

В теории обратных краевых задач (ОКЗ) (см* [I, г л . 1 ; 2 , 
§ 33]) важное место занимает исследование однолистности их 
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решения. Для спрямляемых контуров этой проблеме посвящено 
достаточно большое количество работ (см., например, [3, § 3]) . 
Менее изучена однолистная разрешимость ОКЗ в случае, когда 
искомый кинтур проходит через бесконечно удаленную точку* По­
становку и решение таких задач дал М.Т.Нужин £4]. Напомним, 
что в плоскости 2- требуется определить область Й^. , огра -
шченную бесконечной кривой /,_ , и аналитическую в Яи функ­
цию w(z) , если на грдаще области заданы значения этой фун­
кции 

W(2)J ; = H / ( s ) r U ( 5 ) u ^ ) ; (I) 

где js | - дуговая абсцисса контура, причем знак s указывает 
направление отсчета от некоторой фиксированной точки. 

Получим условия однолистности решения таких ОКЗ в виде 
ограничений на данные функции u(s) и i*(s) , что по термино­
логии Л.А.Аксентьева [5] относится к сильной проблеме одно -
листной разрешимости ОЕЗ. При этом мы рассмотрим два подхода. 

I . Один из первых результатов в сильной проблеме одно -
ли отнести получил Ф. Г.Авхадиев [б] при исследовании внешних 
ОКЗ. Мы применим его подход к изучению однолистной разреши -
мости ОКЗ, решения которых обладают симметрией сдвига. 

Область £) называется областью с симметрией сдвига на 
вектор OLfo , если вместе с каждой точкой ге Ь точка z+aGSb-. 
функция ^(i) , определенная в области S , называется функ­
цией с симметрией сдвига, если :£(2+л)-^(г) + & , %ФО * 

Пусть граничные значения (I) искомой функции удовлетво­
ряют условию 

w(z+l) = w(s) + т , i>0 , TfO. (2) 

Можно показать, что в этом случае решением ОЕЗ является об­
ласть с симметрией сдвига и функция с симметрией сдвига в 
этой области. Не ограничивая общности, в равенстве (2) Т 
можно считать положительной величиной. В плоскости w = U+ctP-
проведем вертикальные прямые г/=Ъ и и=Т • Первую сверху 
точку пересечения прямой и-О с заданным контуром Lw обо­
значим через А' , а самую верхнюю точку пересечения прямой 
К = Т с Lw - через В . Пусть Sw с%^ есть область, ог-
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раниченная прямыми VL^Q^U-T И контуром Lw между точками 
А и Ь (длину этой части /,w будем обозначать через £д&). 

С помощью функции w= Ч>("?)»? = }+«-£.» отобразим полуполосу 
% = { ? •' 3"if >0>ск/?е? < £ # ] на область © с таким со-̂  
ответствием точек: 0<-> О, Т*-*Л4Г, &*<-><*<> . Заметим,что 
y(L^JUT)=?i*(it) + T » откуда 

Предположим, что выполняется условие 

\аъ$ eLV(})M*VA>0<*<i, |Л <обяуЛ . (4) 
Тогда область %w будет достижима извне углами раствора (i-<Ji)K} 
причем биссектрисы этих углов составляют с положительным на­
правлением вещественной оси угол <Г~ЗГД . 

С помощью функции ~i^-itYL<i отобразим единичный круг 
E - l ' ^ J ' ^ i } с разрезом по положительной части вещественной 
оси на полуполосу £L и введем функцию F(ъ) = 4>'(-i£nX)/y'(Loo) = 
=(atf/r)y'f-i6tl0 (F(o)=i); значения которой на верхнем и нижнем 
берегах разреза в силу (3) совпадают. Таким образом, функция 
F(f) является регулярной в Е , а условие (4) для F(*E) 
запишется в виде | avQ Р(ъ)-+Ъ\4 <^^/Х . По принципу сим -
метризации А.Бернстейна [7] 

Sw,p J | F ( * e l V d » * &Mf $ l Ъ(г **)№*, ^ге9
г 

o<x<i ° 0<ь<± ° + 
для любого Р > о , где F0(-c) = [(i+/c)/(i-~)J - отображе -
ние круга Е на угол £ д : {avj b.\<°is/3.} • Учитывая, что 

о<гН о o l i - e ' о в * с ^ М 5 * ) 
и возвращаясь к функвди <f(f), будем иметь 

Ъ«\Ф**Шфщ^<?<^- (5) 

Рассмотрим функцию s(i) = 2n.4%- (ч(Л)) . Пусть 
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Найдем, при каких ограничениях на коэффициент Ы в условии 

IP(^-P(<?JM/vK1-(^|>o^1>^<^Ab , (6) 
решение рассматриваемой ОКЗ будет однолистным. Имеем 

Здесь мы применили неравенство Гельдера. Учитывая (5), полу -
чим . ±/ 

1 М Ь ) - Й . » ( « | « ^ - ^ Р | Ь - Ч 1 - Г 
Теперь на основании точных оценок из [8] имеем 

где At(̂ ) « -»г" J 5 ^ ^ etг . Заметим, что здесь мы исполь -
зовали оцэнки, которые справедливы в единичном круге F . Но 
они останутся в силе и в полуполосе £у , так как достаточно 
рассмотреть отображение 'fsz-L&nt и учесть, что s(£+&?r)~ 

Принимая во внимание оценку [8 j M(^)^ (& £ ) / ( ^ ) J 
(г ~0, 916 — постоянная Каталана Ц9 , с.21]), и неравенст­
во ( с ^ ^ г - ) ^tirA? ? придем к неравенству 

«Ч •>>!**:&•• ,. ?5Т\ 
Определяя минимум правой части, когда ±<р<±/<ь , получим 

Пусть :£C*£):=t2(cp(-f)) -функция, отобраяащая полуполо­
су ©^ на один период искэмой области. Тогда ал^ 4'($) = 
sat*i*'(w)+-Д,^ Ц'(1>) . Функция ^ f j , а следовательно, и 
?(w) 9 будет однолистной, если выполняется условие ПГО] 
\о*$г1*ф())\4Х/& }0$$4 1<1С. Поскольку 1лг^е№4'(1)Ы 

Ц&гв£(у*)\ ч- \ах9е^Ц (%)\ , то с использованием оценок (4) 
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и (8) полечим, что однолистность 2(lv) будет обеспе'чена, 
eoMj 

dbXx{±-*)(l-J+)/(lTG) . (9) 

Выражая ограничения (4) и (6) через начальные данные,по­
лучим следующее утверждение. 

Т е о р е м а I . Пусть граничные значения искомой 
функции w(s)=tt(s)+ti*(s) удовлетворяют условию (2). Решение 
ОКЗ будет однолистным, если выполняются условия 

а) \алЛ$ Ct*'(s)/tt'(s)] + S\<ot,F/x , о<ы<£>1^1<ь(г^/л • 

б) \ъЪ)иЬ)+УЪ)гяЬ) I , л / 

\.£и'*(*) + »'\*)]*> Г* ' 
где Ы удовлетворяет условию (9)» 

З а м е ч а н и е I . Аналогичное условие однолистно -
сти получено в работе [ и ] . Можно показать, что этя условия 
не следуют одно из другого. 

2. Применим теперь другой подход к исследованию сильной 
проблемы однолистности, который развит Л.А. Аксентьевым и 
П.Л.Шебалиным в [!!]• Этот подход основывается на построении 
условий вида 

зоо { j \ » w , w) | 2"(w)/zHIJ * A , A = A W , do) 
w еЙцг 

где ^(#уу,^) - коэффициент гиперболической метрики области 
Sw относительно точки w €- ftw для функций 2(V) , ана­
литических в некоторых классах областей $w .. Дело в том , 
что частным случаем условия (10) является условие однолист -
ности в виде 

которое сводится к (ДО) на основе принципа гиперболической 
метрики £l2, o.3ZS\. Последнее дв условие нетрудно обеспе -
чить по начально заданным функциям i/(s) и гя($), ибо неравен­
ство 

-А* « Re W(w)| *-(i/i)^[W^)^^^)J4 Ax (12) 
в силу принцина максимума для гармонических функций равносиль­
но условию (II)* 
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Рассмотрим класс Jjfl^ кривых Lw (или областей Ч/)» 
который введем следующим образом. 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что контур 
Ln^VfL^y (или область Й^б TYL^ у ) , если при некоторых 
вещественных оО и у , о$оС < ± о<у<Ш , выполняются 
условия: 

2) ?*W 
w'fe) I < A2L 

~ЗГ 

з) . fce[tetJfv/($)] '*»<?. 
Исследуем геометрические свойства области ^ £ Ж ^ у . 

Осуществляя преобразование 6 J - - 4 / w , получим область Й ^ ' 
граница которой проходит через точку а> = <*> и имеет пара­
метрическое уравнение U)=oo(s) = - l /w(s) , причем выпол­
няется условие la^cuYs)!^^^/^ , Поэтому [И] область Ь^ 
достижима извне углами раствора &£, р=-(±-<ь)К/Ъ , биссект­
рисы которых параллельны .мнимой оси.- Следовательно, внешность 
(внутренность) кривой А^^ТТЬ^у может быть покрыта луноч­
ками с вершинами в агочках *w=o и w=w(s) и внутренним уг­
лом Хр $ симметричными относительно окружности, проходящей 
через эти_точки и ортогональной вещественной оси. Кроме того, 
области CN£>W цринадлежит угол раствора у с биссектрисой 
[р,1«о) в cijjiy пункта 3) определения. 

Те о р е м а. 2. Пусть функция £(w) резтулярна в об­
ласти Й^ТТЬ^у i ^*u С^М/и/J > О . Если 

ь 
листна в 15 
где • А= A(ja,v) = 4 f t o £ l j *^M) f T0 функция аДО одно 

0 ж u w т 
'W 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы проведем по методу 
Л.Альфорса [13, с.119]. При этом можно считать, что L w -
аналитическая кривая, a a(w) - аналитическая в 8W функция* 
Как показано в работе [ и ] , в плоскости c^jtt-nv* граница / ^ 
области S w ={co:-i/io б £)J , имеет уравнение \>-f(^) #где 
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функция f(f*) абсолютно непрерывна на каждом конечном интерва­
ле; там же найден явный вид квазиконформного*отражения У(и>) 
области ©со относительно кривой Lw : ^(w) = u> +3iif(}*) . 
Б плоскости w функция ^(со) ин.дуцирует квазиконформное 
отражение относительно кривой L^ по закону ^(w) = -i/5(-l/vv). 
Вычисления дают 

поэтому с учетом оценок из [ll\ получаем 

UwM'£l4f . lhh\i\xjtf • (I3) 

Построим функцию 
2(w) , w e В 

Б силу условия илг *(w)/w >0 функция o(w) переводит 
всякую последовательность точек, сходящуюся к бесконечности, 
в такую же. для комплексного отклонения fa/jjw B области 
£4£iv имеет место оценка 

I J* I < )"-У/-ЫК*Уг')°.М (14) 
\%w I ~ 1-/"-Л|/АЛ(гу2'К1 

Нам необходимо показать, что i^w/'Swl <^L Для w*Cs$w 
Тогда Q/yv) - непрерывное отображение плоскости на себя, кон -
формное в 9 ^ и* квазиконформное в Cs%w . Отсюда в силу 
квазиконформности 4(w) во всей плоскости (ибо Lw - квази­
окружность) по теореме о монодромии получим, что <J(w) - гомео­
морфизм. 

Убедимся теперь в справедливости неравенств 

Обозначим через (j^ угол раствора 5,6 ,с биссектрисой 
[<*;,&> u)-l*>) , где и)е Lu) , а через £ w - луночку,со­
ответствующую области £ w при отображении w--l/co. В силу 
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инвариантности гиперболической метрики относительно конформ­
ного отображения имеем 

Учитывая, что коэффициент гиперболической метрики угла раст­
вора &£ в точке, лежащей на биссектрисе и отстоящей от 
вершины угла на расстоянии х , равен F/ftfix), и используя 
свойства невозрастания величины р(6*',.А) при расширении 
области Cw , получаем 

|w-Uw>|j)(^,>W))i^|6|w.^y(^^M)|^|« 

Ьля обоснования второго неравенства в (15) зафиксируем f*< 
и оценим 

Пусть о<у *# . Тогда, очевидно, f(j^)^0 , Средствами диф -
ференциального исчисления нетрудно показать, что д(>>) убывает 
на интервале ^ < >>< v>A » где v>1A = У О ) ± Jr*ip)+JA>% * и 

возрастает на остальных интервалах вещественной оси. Поэтому 

Поскольку ^ € 7ft , у , то в силу пункта 3) определения 
класса ТИ 

Следовательно, 

AMI , л^гдс?, R^^^^r я 
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что и требовалось показать. При ^Чзг вычисления приводят к 
оценке Д(\>) ^ А (~°°) - 4 . 

Подставляя оценки (13; и (15) в (14), получим \fa/%\<l? 
w^lCSS^, . Теорема доказана. 

Из теоремы 2 вытекает 
Т е о j. е м а 3 . ОКЗ построения бесконечного контура L% 

однолистно разрешима, если с точностью до перемещения функции 
u(s) и яя(з) определяют контур iw класса Tft^f Й выполня­

ется условие о$ и' ($) + гя'*($)*• Рд, , причем 

З а м е ч а н и е 2. В пункте I) определения необязатель­
но, вообще говоря, требовать принадлежность точки w = <*> кон-
ТУРУ ^w » °РЙ э т о м т е 9 Р е м а 2 остается в силе. Поэтому тео -
рема 2 применима и в случае построения конечного контура L^ . 

Авторы искренне благодарны профессору Л.А.Аксентъеву за 
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А.А.Золотарев 

О КОНУСЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В ПРОСТРАНСТВЕ 
4 t ОТНОСИТЕЛЬНО ВЕСА НА АЛГЕБРЕ НЕЙМАНА. 

Пусть ^ - точный нормальный полуконечный вес на а л г е ­
бре Неймана J H . В данной работе доказывается, что конус 
L±{w) положительных элементов пространства L±(^f) , по -
строенного А.Н.Шерстневым и Н.В.Труьювш в работах [ 1 - 4 ] , 
совпадает о замыканием конуса JU* положительных элементов 
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