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ДИАМЕТР СЛУЧАЙНОГО ДИСТАНЦИОННОГО ГРАФА

c© 2016 г. Л. ИСХАКОВ, М. МИРОНОВ

Аннотация. В работе дано практически исчерпывающее описание случаев, в которых дистан-

ционный случайный граф асимптотически почти наверное имеет диаметр 1, 2 и больше двух.
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1. Введение

Дистанционным графом называют граф, множеством вершин которого служит набор точек n-

мерного пространства, а ребро между двумя вершинами проводится в том случае, если расстояние
между ними равно некоторому наперед заданному числу. Нас будут интересовать достаточно
специфические дистанционные графы, которые мы будем обозначать

G(n, r, s) = (V (n, r), E(n, r, s)).

Дадим следующие определения:

V (n, r) =

{

x = (x1, . . . , xn) | ∀i xi ∈ {0, 1},
n
∑

i=1

xi = r

}

,

E(n, r, s) =

{

(v1, v2) | v1 = (v11 , v
2
1 , . . . , v

n
1 ), v2 = (v12 , v

2
2 , . . . , v

n
2 ), v1, v2 ∈ V (n, r),

n
∑

i=1

vi1v
i
2 = s

}

.

Здесь, разумеется, 0 6 s < r < n, и данное определение равносильно следующему: верши-
ны графа — r-элементные подмножества множества {1, . . . , n}, а ребра — пары множеств, пере-
секающихся по s элементам. Такие графы играют важную роль в комбинаторной геометрии

(см. [8–10,12,13,17,20,24–29]), теории Рамсея (см. [18,23]) и теории кодирования (см. [7,14]). При
s = 0 образуется классический кнезеровский граф (см. [22]).

Одним из наиболее мощных инструментов в исследовании «типичных» свойств графов яв-

ляется вероятностный метод (см. [1]). В частности, для любой последовательности графов
Hn = (Vn, En) и любой последовательности чисел pn ∈ [0, 1] рассматривается последователь-
ность случайных подграфов Hn,pn графов Hn, т.е. случайных элементов, каждый из которых

(элемент Hn,pn) принимает значения во множестве всех остовных подграфов графа Hn и имеет
биномиальное распределение:

P(Hn,pn = (Vn, E)) = p|E|
n (1− pn)

|En|−|E|

(см. [6, 15, 19]).
Изучению свойств случайных графов Gpn(n, rn, sn) посвящено множество работ (см., например,

[2–5,11, 16, 21]).
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Обозначим через Ωn множество всех остовных подграфов графа G(n, rn, sn). Будем говорить,

что некоторое свойство (вернее, последовательность свойств) An : Ωn → {0, 1} выполнено асимп-

тотически почти наверное или а.п.н., если при n → ∞ выполнено

P(An) :=
∑

G∈Ωn

P (Gpn(n, rn, sn) = G) I (An(G) = 1) → 1.

В настоящей работе мы дадим практически исчерпывающее описание случаев, в которых граф
Gpn(n, rn, sn) а.п.н. имеет диаметр больше двух, и случаев, в которых граф Gpn(n, rn, sn) а.п.н.
имеет диаметр один или два. Подобная задача полностью решена для модели Эрдеша—Реньи, в

которой роль Hn исполняет полный граф Kn (см. [15]). Полезно отметить, кстати, что Kn — это
в точности G(n, 1, 0), так что классическая модель — это тоже очень специальный случай нашей
модели.

2. Формулировки результатов

Отметим прежде всего, что случай rn < 2sn тривиален, поскольку тогда в графе G(n, rn, sn)
найдутся две несмежные вершины, у которых нет общего соседа, и, как следствие, диаметр слу-
чайного графа Gpn(n, rn, sn) будет заведомо больше двух. Мы представим три теоремы: первая

описывает случай rn > 2sn, две другие посвящены случаю rn = 2sn.

Теорема 1. Пусть дана последовательность случайных элементов Gpn(n, rn, sn), где rn :
N → N и sn : N → N — такие функции натурального аргумента n, что rn > 2sn и rn = o ( 3

√
n)

при n → ∞. Тогда свойство “Diam (Gpn(n, rn, sn)) 6 2” имеет пороговую вероятность

p∗n =

√

2rn ln
n
rn

(Csn
rn )

2Crn−2sn
n−2rn

. (1)

Иными словами:

1) если при всех достаточно больших n выполнено pn > cp∗n для некоторого c > 1, то диаметр

случайного графа Gpn(n, rn, sn) а.п.н. не больше двух;

2) если при всех достаточно больших n выполнено pn 6 cp∗n для некоторого c < 1, то диаметр

случайного графа Gpn(n, rn, sn) а.п.н. больше двух.

В параграфе 3.1 мы убедимся в том, что p∗n → 0 при n → ∞. Заметим также, что при rn ≡ 1,

sn ≡ 0 выполнено

p∗n ∼
√

2 ln n

n
,

и это отлично согласуется с классическими результатами для модели Эрдеша–Реньи (см. [15]).

Теорема 2. Пусть дана последовательность случайных элементов Gpn(n, rn, rn/2), где rn :
N → N — такая функция натурального аргумента n, принимающая только четные значения,

что rn = o (
√
n) при n → ∞ и для некоторой стремящейся к бесконечности функции fn выпол-

нено неравенство

rn >
1

ln 4
ln lnn+

1

ln 2
ln ln lnn+ fn. (2)

Тогда свойство “Diam (Gpn(n, rn, rn/2)) 6 2” имеет пороговую вероятность

p∗n =

√

πr2n ln
n
rn

22rn
.

Отметим, что пороговая вероятность, заявленная во второй теореме, асимптотически экви-

валентна пороговой вероятности из первой теоремы при rn = 2sn. В параграфе 3.2 мы также
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убедимся в том, что p∗n → 0 при n → ∞, и это не будет, конечно, прямым следствием аналогично-

го факта из параграфа 3.1, да и условия теоремы 2 слабее условий теоремы 1: rn = o (
√
n) против

rn = o ( 3
√
n) .

Следующий результат дает нам понимание того, что происходит при rn, меньших, чем те, о

которых шла речь в теореме 2.

Теорема 3. Пусть дана последовательность случайных элементов Gpn(n, rn, rn/2), где rn :
N → N — такая функция натурального аргумента n, принимающая только четные значения,

что для некоторой стремящейся к бесконечности функции fn выполнено неравенство

rn 6
1

ln 4
ln lnn+

1

ln 2
ln ln lnn− fn.

Тогда свойство “Diam(Gpn(n, rn, rn/2)) 6 2” имеет пороговую вероятность

p∗n = 1.

Иными словами: если при всех достаточно больших n выполнено pn 6 c для некоторого c < 1,
то диаметр случайного графа Gpn(n, rn, rn/2) а.п.н. больше двух.

3. Доказательства результатов

Дабы не нагромождать выражения, далее везде будем писать просто r, s и p вместо rn, sn
и pn. Также условимся, что когда мы пишем какое-то неравенство, то подразумеваем, что оно
выполнено асимптотически, т.е. существует такое n0, что для всех n, больших n0, неравенство

верно.

3.1. Доказательство теоремы 1. Прежде всего докажем некоторое утверждение об устрой-
стве графа G(n, r, s), которое будет являться основным в комбинаторной части доказательства.

Пусть Jn — множество всех пар вершин из V (n, r). Тогда |Jn| = 1
2C

r
n(C

r
n − 1). Для j ∈ Jn

обозначим j1 и j2 вершины из V (n, r), соответствующие j. Пусть dj — количество общих соседей
для j1 и j2.

Лемма 1. Для любого j ∈ Jn верно, что

dj > dmin := (Cs
r )

2 Cr−2s
n−2r.

Кроме того, если s 6= 0 и j1 ∩ j2 6= ∅, то существует такая стремящаяся к бесконечности

функция ω, что

dj > (Cs
r )

2Cr−2s
n−2rω(n).

Доказательство. Пусть |j1 ∩ j2| = t. Тогда

dj =

min{s,t}
∑

i=0

Ci
t

(

Cs−i
r−t

)2
Cr−2s+i
n−2r+t.

Если s = 0, то, очевидно,

dj > Cr
n−2r = dmin,

и все в порядке. Поэтому будем считать ниже, что s > 0. Рассмотрим три случая.

1) Если t = 0, то dj = (Cs
r )

2 Cr−2s
n−2r = dmin.

2) Пусть 0 < t < s. Рассмотрим слагаемое при i = t. Тогда

dj >
(

Cs−t
r−t

)2
Cr−2s+t
n−2r+t = (Cs

r )
2Cr−2s

n−2r

(

Cs−t
r−t

Cs
r

)2
Cr−2s+t
n−2r+t

Cr−2s
n−2r

=

= dmin

(

(r − t)!

(s− t)!(r − s)!
· s!(r − s)!

r!

)2 Cr−2s+t
n−2r+t

Cr−2s
n−2r

=
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= dmin

(

(r − t)!

r!
· s!

(s− t)!

)2 nr−2s+t

(r − 2s+ t)!
· (r − 2s)!

nr−2s
(1 + o(1)) >

> dmin

(

1

rt

)2 nt

rt
(1 + o(1)) = dmin

(

3
√
n

r

)3t

(1 + o(1)) = dminω(n) > dmin.

3) Пусть s 6 t < r. Рассмотрим слагаемое при i = s. Получаем

dj > Cs
t

(

C0
r−t

)2
Cr−s
n−2r+t > Cr−s

n−2r+t = dmin
Cr−s
n−2r+t

(Cs
r )

2 Cr−2s
n−2r

>

> dmin
nr−s

(r − s)!
· (r − 2s)!

nr−2s
· 1

r2s
(1 + o(1)) > dmin

ns

r3s
(1 + o(1)) >

> dmin

(

3
√
n

r

)3s

(1 + o(1)) = dminω(n) > dmin.

Так как 0 6 t < r, мы рассмотрели все случаи. Из пунктов 2 и 3 следует, что dj > dminω(n) при
j1∩j2 6= ∅. Отсюда и из пункта 1 мы получаем, что dj > dmin при достаточно больших n, и лемма

доказана.

Замечание 1. Условие r = o( 3
√
n) нужно только для доказательства этой леммы. В дальней-

ших рассуждениях везде будет достаточно требовать r = o(
√
n), этим мы воспользуемся при

доказательстве второй и третьей теорем.

Далее нам потребуется стремление p∗n к 0, покажем это. Действительно,

p∗n =

√

2r ln n
r

(Cs
r )

2Cr−2s
n−2r

6

√

2r lnn

Cr−2s
n−2r

6

√√
n lnn

n− 2r
→ 0.

Замечание 2. Здесь мы воспользовались тем, что r > 2s, и это единственное место в данной
теореме, где это используется. Таким образом, дальнейшие рассуждения верны и для r = 2s, при
условии, что p∗n стремится к 0. Как будет показано в доказательстве теоремы 2, это условие есть

не что иное, как условие (2) из формулировки теоремы 2.

Вернемся к нашей последовательности случайных графов Gp(n, r, s). Зафиксируем конкрет-
ное достаточно большое n. Пусть ξn — случайная величина, равная числу пар вершин, между

которыми нет ребра и цепи длины 2. Тогда

P(Diam(Gp(n, r, s)) 6 2) = P(ξn = 0).

Пусть ρ(v1, v2) — кратчайшее расстояние в графе между вершинами v1 и v2. Тогда

ξn =
∑

j∈Jn

Ij,

где Ij — индикатор события

Aj = {ρ(j1, j2) > 2}.
Если вершины j1 и j2 несмежны в графе G(n, r, s), то

P(Aj) = (1− p2)dj ,

иначе

P(Aj) = (1− p2)dj (1− p).

Следовательно,

P(Aj) 6 (1− p2)dj .
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В силу леммы 1 получаем, что для любого j ∈ Jn выполнено неравенство

P(Aj) 6 (1− p2)dmin .

Пусть Eξn — математическое ожидание случайной величины ξn. Тогда

Eξn =
∑

j∈Jn

EIj =
∑

j∈Jn

P(Aj) 6
∑

j∈Jn

(1− p2)dmin = |Jn|(1 − p2)dmin .

Пусть

J ′
n = {j ∈ Jn | j1 ∩ j2 = ∅}.

Тогда |J ′
n| = 1

2C
r
nC

r
n−r и для любого j ∈ J ′

n известно, что

P(Aj) = (1− p2)dmin(1− p)I(s=0),

а значит, справедливо следующее неравенство:

Eξn >
∑

j∈J ′

n

P(Aj) ∼ |J ′
n|(1− p2)dmin .

Далее, в силу того, что |Jn| ∼ n2r

2(r!)2
∼ |J ′

n| при n → ∞ (т.к. r = o(
√
n)),

Eξn ∼ |Jn|(1 − p2)dmin ∼ n2r

2(r!)2
(1− p2)dmin .

Рассмотрим p = cp∗ (как обычно, опускаем индекс n). Поскольку верно, что p → 0, имеем
следующее:

1− p2 = exp{ln(1− (cp∗)2)} = exp{−(cp∗)2(1 + o(1))}.
Поэтому

Eξn ∼ n2r

2(r!)2
(1− c2(p∗)2)dmin =

n2r

2(r!)2
exp

{

−c2(p∗)2(1 + o(1)) (Cs
r )

2 Cr−2s
n−2r

}

=

=
n2r

2(r!)2
exp

{

−c22r ln
n

r
(1 + o(1))

}

=
n2r

2(r!)2

(n

r

)−2c2r(1+o(1))
.

Из условия теоремы не следует, что r стремится к бесконечности, поэтому для оценки r! не до-
статочно просто сослаться на формулу Стирлинга. Вместо этого будем использовать следующую

лемму.

Лемма 2. Для любого натурального r выполнено неравенство:

rr > r! >
(r

e

)r
.

Доказательство. Левое неравенство очевидно, а правое легко доказывается по индукции.

Предположим, что для p нашлось такое c > 1, что p > cp∗ при достаточно больших n. Тогда,
начиная с какого-то момента, 1− p2 6 1− c2(p∗)2 и

Eξn 6 (1 + o(1))
n2r

2
(

r
e

)2r

(n

r

)−2c2r(1+o(1))
6

e2r

2

(√
n
)−2r(c2−1)(1+o(1))

=

=
e2r

2

(

n
c2−1

2

)−2r(1+o(1))

→ 0 при n → ∞.

Отсюда, поскольку P(ξn > 1) 6 Eξn, мы получаем, что

P(Diam(Gp(n, r, s)) 6 2) → 1,

и первая часть теоремы доказана.
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Пусть теперь для p нашлось такое c < 1, что p 6 cp∗ при достаточно больших n. Тогда, начиная

с какого-то момента, 1− p2 > 1− c2(p∗)2 и

Eξn > (1 + o(1))
n2r

2r2r

(n

r

)−2c2r(1+o(1))
=

1

2

(n

r

)2r(1−c2)(1+o(1))
→ +∞.

Осталось показать, что

P(Diam(Gp(n, r, s)) 6 2) = P(ξn = 0) = o(1).

Для этого нам достаточно доказать, что

Dξn
(Eξn)2

= o(1),

так как в силу неравенства Чебышева

P(ξn = 0) = P(ξn 6 0) = P(−ξn > 0) =

= P(Eξn − ξn > Eξn) 6 P(|Eξn − ξn| > Eξn) 6
Dξn

(Eξn)2
.

Напомним, что Eξn → +∞. А значит,

Eξn
(Eξn)2

= o(1).

Таким образом, имеем следующее утверждение:

Dξn
(Eξn)2

=
Eξn

2 − (Eξn)
2

(Eξn)2
= o(1) ⇔

⇔ Eξ2n
(Eξn)2

=
Eξn(ξn − 1) + Eξn

(Eξn)2
→ 1 ⇔ Eξn(ξn − 1)

(Eξn)2
→ 1.

Пусть

X = {(i, j) | i ∈ Jn, j ∈ Jn\{i}}.
Тогда

Eξn(ξn − 1) =
∑

(i,j)∈X

E(IiIj) =
∑

(i,j)∈X

P(Ai ∩Aj).

Для завершения доказательства нам достаточно так представить X в виде X1 ⊔X2 ⊔X3, чтобы
имела место асимптотика

∑

(i,j)∈X1

P(Ai ∩Aj) ∼ (Eξn)
2,

а для y ∈ {2, 3} выполнялось равенство
∑

(i,j)∈Xy

P(Ai ∩Aj) = o((Eξn)
2).

Для этого рассмотрим такую конструкцию: элемент j ∈ Jn, множество вершин

Sj = {v ∈ V (n, r)\{j1, j2} | (v, j1), (v, j2) ∈ E(n, r, s)} (|Sj | = dj)

и, соответственно, множество ребер

Kj = {(v1, v2) | v1 ∈ {j1, j2}, v2 ∈ Sj}.
Заметим, что если Ki ∩Kj = ∅, то Ai и Aj независимы.

Пусть

f(i, j) = |i1 ∪ i2 ∪ j1 ∪ j2|.
Рассмотрим множество

X1 = {(i, j) ∈ X | f(i, j) = 4r}.
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Тогда при s > 0 для любой пары (i, j) ∈ X1 верно, что Ki∩Kj = ∅. А если s = 0, то |Ki∩Kj| 6 4.

В любом случае у нас сейчас p → 0 и di = dj = dmin, и, стало быть,
∑

(i,j)∈X1

P(Ai ∩Aj) ∼ |X1|(1− p2)2dmin =

=

(

1

2
Cr
nC

r
n−r

)(

1

2
Cr
n−2rC

r
n−3r

)

(1− p2)2dmin ∼ n4r

4(r!)4
(1− p2)2dmin ∼ (Eξn)

2.

Лемма 3. Если среди вершин i1, i2, j1, j2 нет одинаковых, то

P(Ai ∩Aj) 6 (1− p2)di+dj−2.

Доказательство. Чтобы выполнилось Ai ∩Aj , не должно быть одновременно двух ребер из пар

{(i1, v), (i2, v) | v ∈ Si},
вместе с тем не должно быть одновременно двух ребер из пар

{(j1, v), (j2, v) | v ∈ Sj\{i1, i2}}.
Заметим, что каждое ребро встречается не более чем в одной из рассмотренных пар. А значит,

P(Ai ∩Aj) 6 (1− p2)|Si|+|Sj\{i1,i2}| 6 (1− p2)di+dj−2.

Пусть теперь

X2 = {(i, j) ∈ X | f(i, j) 6 4r − 1, |{i1, i2, j1, j2}| = 4}.
Тогда для любой пары (i, j) ∈ X2, в силу леммы 3, выполнено

P(Ai ∩Aj) 6 (1− p2)2dmin−2.

Оценим |X2|. Выберем номер вершины, которая пересекается с какой-то из остальных, затем

выберем три вершины из Cr
n возможных, далее выберем элемент по которому будет пересечение,

и наберем оставшиеся элементы. Получим, что

|X2| 6 4(Cr
n)

33rCr−1
n ∼ 12r2

n
· n4r

(r!)4
.

А значит,

∑

(i,j)∈X2

P(Ai ∩Aj)

(Eξn)2
6 (1 + o(1))

12r2

n · n4r

(r!)4
(1− p2)2dmin−2

(Eξn)2
∼

12r2

n · n4r

(r!)4
(1− p2)2dmin−2

n4r

4(r!)4 (1− p2)2dmin

∼ 3r2

n
→ 0,

так как r = o(
√
n).

И наконец,

X3 = {(i, j) ∈ X | |{i1, i2, j1, j2}| = 3}.
Тогда

|X3| 6 3(Cr
n)

3 ∼ 3
n3r

(r!)3
.

Будем считать, без ограничения общности, что i1 = j1. Рассмотрим три попарно непересекаю-

щихся множества:

U1 = Si \ (Si ∩ Sj), U2 = Sj \ (Si ∩ Sj), U3 = Si ∩ Sj.

Событие Ai ∩ Aj означает, что для каждой вершины v ∈ U1 нет хотя бы одного ребра из

(v, i1), (v, i2), что одновременно для каждой вершины v ∈ U2 нет хотя бы одного ребра из
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(v, j1), (v, j2) и что, наконец, для каждой вершины v ∈ U3 либо нет ребра (v, i1) = (v, j1), ли-

бо это ребро есть, но нет ребер (v, i2), (v, j2). Следовательно,

P(Ai ∩Aj) 6
(

1− p2
)|U1|+|U2| (1− p+ p(1− p)2

)|U3| .

Заметим, что
(

1− p2
)2

= 1− 2p2 + p4 6 1− 2p2 + p3 = 1− p+ p(1− p)2.

Значит,

P(Ai ∩Aj) 6
(

1− 2p2 + p3
)(|U1|+|U2|)/2+|U3| =

(

1− 2p2 + p3
)(|Si|−|U3|+|Sj |−|U3|)/2+|U3| =

=
(

1− 2p2 + p3
)(|Si|+|Sj|)/2

6
(

1− 2p2 + p3
)dmin =

(

1− 2p2(1 + o(1))
)dmin .

Таким образом,
∑

(i,j)∈X3

P(Ai ∩Aj)

(Eξn)2
6 (1 + o(1))

3 n3r

(r!)3

(

1− 2p2(1 + o(1))
)dmin

(Eξn)2
∼

∼
3 n3r

(r!)3

(

1− 2p2(1 + o(1))
)dmin

n4r

4(r!)4
(1− p2)2dmin

6 12
( r

n

)r
e−(1+o(1))2p2dmine(1+o(1))2p2dmin =

= 12
( r

n

)r
eo(p

2dmin) = 12
( r

n

)r
eo(r ln(n/r)) = 12

( r

n

)r
e(ln(n/r))o(r) =

( r

n

)(1+o(1))r
= o(1),

и все в порядке.

Итак, мы представили X в виде X1 ⊔X2 ⊔X3 c указанными ограничениями на X1, X2, X3. А
значит,

Eξn(ξn − 1)

(Eξn)2
→ 1,

откуда

P(Diam(Gp(n, r, s)) 6 2) = o(1),

и вторая часть теоремы доказана.

3.2. Доказательство теоремы 2. Будем пользоваться введенными ранее обозначениями при-
менительно к рассматриваемому графу Gp(n, r, r/2). Прежде всего покажем, что p∗ → 0. Так как
r = o(

√
n), имеем

1

2
lnn 6 ln

n

r
6 lnn.

В силу этого выполнено

p∗ → 0 ⇔ πr2 ln n
r

22r
→ 0 ⇔ ln

(

r2 lnn

4r

)

→ −∞ ⇔ r ln 4− 2 ln r − ln lnn → +∞.

Ввиду монотонности функции r ln 4− 2 ln r при достаточно больших r последнее будет верно,
если оно выполнено при

r =
1

ln 4
ln lnn+

1

ln 2
ln ln lnn+ fn.

Заметим также, что можно считать функцию fn равной o(ln lnn), так как, если мы докажем
утверждение для всякой fn = o(ln lnn), то мы докажем его и для произвольной fn. Имеем
(

1

ln 4
ln lnn+

1

ln 2
ln ln lnn+ fn

)

ln 4− 2 ln

(

1

ln 4
ln lnn+

1

ln 2
ln ln lnn+ fn

)

− ln lnn → +∞

⇔ 2 ln ln lnn+ fn ln 4− 2 ln

(

ln lnn

(

1

ln 4
+ o(1)

))

→ +∞

⇔ fn ln 4− 2 ln

(

1

ln 4
+ o(1)

)

→ +∞.
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Последнее же выполнено в силу стремления fn к бесконечности, и стремление к нулю пороговой

вероятности доказано.

Мы знаем, что нынешняя последовательность значений p∗ асимптотически эквивалентна по-

следовательности из теоремы 1 при r = 2s. Стало быть, ввиду замечаний 1 и 2 остается убедиться
в том, что в текущий ситуации (r = 2s) справедлив аналог леммы 1 и при этом достаточно усло-

вия r = o(
√
n). Отметим, что сейчас dmin (см. лемму 1) — это

(

C
r/2
r

)2
. Более того, сейчас нет

случая s = 0.

Лемма 1*. Для любого j ∈ Jn верно, что

dj >
(

Cr/2
r

)2
.

Кроме того, если j1 ∩ j2 6= ∅, то существует такая стремящаяся к бесконечности функция ω,

что

dj >
(

Cr/2
r

)2
ω(n).

Доказательство. Пусть |j1 ∩ j2| = t. Тогда

dj =

min{r/2,t}
∑

i=0

Ci
t(C

r/2−i
r−t )2Ci

n−2r+t.

Рассмотрим такие же 3 случая, как в доказательстве леммы 1.

1) Если t = 0, то dj =
(

C
r/2
r

)2
.

2) Пусть 0 < t < r/2. Рассмотрим слагаемое при i = t. Тогда

dj >
(

C
r/2−t
r−t

)2
Ct
n−2r+t >

(

Cr/2
r

)2
(

C
r/2−t
r−t

C
r/2
r

)2

Ct
n−2r =

=
(

Cr/2
r

)2
(

(r − t)!

( r2 − t)! r2 !
· (

r
2 !)

2

r!

)2

Ct
n−2r =

=
(

Cr/2
r

)2
(

(r − t)!

r!
·

r
2 !

( r2 − t)!

)2

Ct
n−2r >

(

Cr/2
r

)2
(

1

rt
· t!
)2

Ct
n−2r =

=
(

Cr/2
r

)2
(

t!

rt

)2 nt

t!
(1 + o(1)) >

(

Cr/2
r

)2
(√

n

r

)2t

(1 + o(1)) =
(

Cr/2
r

)2
ω(n) >

(

Cr/2
r

)2
.

3) Пусть r/2 6 t < r. Рассмотрим слагаемое при i = r/2. Получаем, что

dj > C
r/2
t (C0

r−t)
2C

r/2
n−2r+t > C

r/2
n−2r = (1 + o(1))

nr/2

(r/2)!
> (1 + o(1))

nr/2

(r/2)r/2
>

>
(n

r

)r/2
> 22r >

(

Cr/2
r

)2
ω(n).

Так как 0 6 t < r, мы рассмотрели все случаи. Из пунктов 2 и 3 следует, что

dj >
(

Cr/2
r

)2
ω(n)

при j1 ∩ j2 6= ∅. А с учетом пункта 1 мы получаем, что

dj >
(

Cr/2
r

)2

при достаточно больших n, и лемма доказана.

Теорема 2 доказана.
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3.3. Доказательство теоремы 3. Благодаря замечаниям 1 и 2, доказательство почти полно-

стью повторяет доказательство второй части теоремы 1, за тем лишь исключением, что нужно
при новом ограничении на rn доказать стремление к бесконечности величины Eξn — математиче-
ского ожидания количества пар вершин, между которыми нет ребра и цепи длины 2. Отметим,

что в замечании 1 говорится про стремление p к нулю. У нас его сейчас, вообще говоря, нет, но
оно нужно было исключительно для исследования величины Eξn (а также для случая s = 0):
здесь заведомо s 6= 0, а математическое ожидание мы теперь как раз и изучим.

Мы хотим показать, что

Eξn ∼ n2r

2(r!)2
(1− p2)

(

C
r/2
r

)2

→ +∞.

В силу неравенства p 6 c имеем

lnEξn > 2r lnn− 2r ln r +
(

Cr/2
r

)2
ln(1− p2) ∼ 2r lnn+

(

Cr/2
r

)2
ln(1− p2) >

> 2r lnn+
(

Cr/2
r

)2
ln(1− c2).

Рассмотрим теперь 3 случая.

1) Пусть

r 6 − ln(1− c2).

Тогда 2r lnn → +∞, в то время как величина
(

C
r/2
r

)2
ln(1 − c2) ограничена, а значит,

lnEξn → +∞.

2) Пусть

− ln(1− c2) 6 r 6
1

ln 4
ln lnn.

Тогда
(

Cr/2
r

)2
6 22r 6 lnn.

А потому

lnEξn > 2r lnn+ (ln n) ln(1− c2) > r lnn → +∞.

3) Пусть
1

ln 4
ln lnn 6 r 6

1

ln 4
ln lnn+

1

ln 2
ln ln lnn− fn.

Тогда r — растущая функция и
(

Cr/2
r

)2
∼ 22r

π r
2

.

В силу ограничений на r выполнено неравенство

22r = 4r 6 4(
1

ln 4
ln lnn+ 2

ln 4
ln ln lnn−fn) = (lnn)(ln lnn)24−fn .

Тогда, поскольку r > 1
ln 4 ln lnn, имеем,

2r lnn+

(

22r

π r
2

(1 + o(1))

)

ln(1− c2) > 2r lnn+

+

(

(lnn)(ln lnn)24−fn

r

2(1 + o(1))

π

)

ln(1− c2) >

> 2

(

1

ln 4
ln lnn

)

lnn+

(

(lnn)(ln lnn)2
(

1
ln 4 ln lnn

) 4−fn

)

ln(1− c2) =

= (ln lnn)(lnn)

(

1

ln 2
+ (ln 4)

(

ln(1− c2)
)

4−fn

)

.

Последнее в свою очередь стремится к +∞ в силу стремления к нулю выражения 4−fn .
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Получили, что в каждом из трех случаев lnEξn стремится к бесконечности, а значит и в общем

случае это верно.
Теорема 3 доказана.
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mathematics», Bolyai Series Budapest/ J. Bolyai Math. Soc. — Springer-Verlag, 2002. — 11. — С. 649–666.

Л. Исхаков

Московский физико-технический институт (государственный университет)
М. Миронов
Московский физико-технический институт (государственный университет)


