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Р. Габасов, Ф. М. Кириллова, 

ВВЕДЕНИЕ 

В 1976 г. исполняется двадцать лет с тех пор как появилась 
работа [25] Л. С. Понтрягина, В. Г. Болтянского и Р. В. Гам-
крелидзе, где в качестве гипотезы был высказан принцип мак­
симума. В том же году на сессии Академии наук СССР по науч­
ным проблемам автоматизации производства Л. С. Понтрягин 
выступил с докладом, посвященным математическим задачам 
теории оптимальных систем, в котором раскрыл суть нового не­
обходимого условия оптимальности в неклассических задачах 
вариационного типа, поставленных теорией и практикой автома­
тического регулирования. 

Принцип максимума Понтрягина привлек внимание 
многих ученых к проблемам теории оптимального управления и 
наряду с динамическим программированием Р. Беллмана рез­
ко увеличил интенсивность исследований в области экстре­
мальных задач. За истекшие двадцать лет в теории оптималь­
ного управления проделана огромная работа. Учеными разных 
стран были тщательно проанализированы особенности новых 
методов, их связь с методами классического вариационного 
исчисления и математического программирования. Эти иссле­
дования привели к открытию дополнительных методов, к су­
щественному развитию ряда разделов вариационного исчисле­
ния и математического программирования. 

В данном обзоре делается попытка описать известные к на­
стоящему времени методы исследования оптимальных управле­
ний. Наиболее законченный вид эти методы имеют для систем, 

•описываемых обыкновенными дифференциальными уравнения­
ми. Такие объекты рассматривались в классических исследова­
ниях школы Л. С. Понтрягина и именно они были в центре вни­
мания ученых, занимавшихся развитием и обобщением принци­
па максимума. Поэтому в обзоре мы ограничились системами с 
сосредоточенными параметрами. 
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Прежде чем переходить к содержательной части обзора, 
уместно в общих чертах описать состояние теории экстремаль­
ных задач к 1956 г. Интересно проследить, какие элементы 
классических методов решения задач на экстремум и методов 
вариационного исчисления были использованы в теории опти­
мального управления и как возникли новые элементы теории ' 
оптимального управления, которые определили лицо новой на­
уки и послужили источником создания современной теории 
экстремальных задач. 

Конечномерные экстремальные задачи. Создание дифферен­
циального исчисления позволило существенно обогатить методы 
исследования задач на максимум и минимум, Элементарные 
(геометрические) методы, основанные на глобальном изучении 
объектов и потому применимые лишь для узкого класса задач, 
были дополнены методами, основанными на локальном изуче­
нии объектов- 'Поведение функций в окрестности экстремума в 
общем случае мало зависит от сложности всей функции в целом 
и достаточно полно описывается легко проверяемыми характе­
ристиками. Первой характеристикой всякой экстремальной 
точки является ее стационарность. Более строго: если Xй есть 
n-вектор, доставляющий в открытой области X минимум (мак­
симум) функции f(x), определенной, непрерывной и непрерывно 
дифференцируемой в X, то 

^ — g r a d / ( x - ) = 0. (1) 

• Этот результат позволяет свести задачу на экстремум функ­
ции f(x) к исследованию ее стационарных точек, т. е. п-векто-
ров х, удовлетворяющих уравнению 

grad/ (*)=0. (2) 
Поскольку в координатной записи уравнение (2) представляет 
собой систему из п уравнений относительно п неизвестных, то, 
вообще говоря, оно имеет только изолированные решения, среди 
которых будет и экстремальная точка х° (если задача имеет 
решение). ' 

Сведение исходной экстремальной задачи к решению урав­
нений составило основное содержание всех последующих мето­
дов, которые основаны на необходимых условиях минимума 
(типа условия стационарности (1)). При этом уравнения со­
ставлялись так, чтобы в общем случае гарантировалось конеч­
ное число их решений (замкнутые системы уравнений: число 
неизвестных равно числу уравнении). С тех пор слова «решить 
задачу на экстремум» стали означать «найти необходимые ус­
ловия экстремума». 

Указанная редукция экстремальных задач нашла широкое 
признание, поскольку она во многих конкретных • задачах из 
приложений (механика, физика и др.) позволяла получить ре-
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шение исходной задачи. С современной общей точки зрения 
переход от задачи 

/(x)-*mm, xQX, (3) 
к задаче (2) с последующим исследованием стационарных точек 
не является бесспорным достижением (успехом), ибо для слож­
ных функций fix) решение уравнения (2) само представляет 
трудную задачу. Более того, на этом пути легко прийти к «цик­
лу», поскольку, решая уравнение (2) наиболее распространен­
ными градиентными методами, получим вновь экстремальную 
задачу 

||grad/(*)||-+min 
Однако, несмотря на эту критику, и на современном этапе тео­
рии экстремальных задач (в частности, в теории оптимального 
управления) широко используется указанная редукция. Не оста­
навливаясь более на дополнительных .моментах, которые сопут­
ствуют указанной редукции, отметим, что в конечном счете ее 
успех определяется конкретной практикой. 

Задача (3) является простейшей моделью экстремальной за­
дачи. Разнообразные приложения теории экстремальных задач 
давно уже привели к следующей модели: 

/(x){to}mm, 4 . 
g(.x) — 0, хеХ, к > 

Б которой новый элемент g(x)—/n-мерная вектор-функция. 
Ясно, что, исключив часть неизвестных из уравнения 

g(x)=0, (5) 
задачу (4) можно свести к задаче (3). Однако для сложных 
•функций gix) такой путь становится громоздким. Был найден 
новый метод решения задачи на условный минимум (4) — ме­
тод множителей Лагранжа. Пусть функции/.(x), gix) опреде­
лены и непрерывны в области X вместе с производными dfldx, 
dg/dx. Тогда для каждого решения х° задачи (4) найдутся та­
кие числа 

X0>0,X1/....,Xm,X = {X1,...,Xm}'1 Х0 + ||Х|| = 1, (6) 

что функция Лагранжа 

в точке Xй принимает стационарное зачение 
grad,F(x°,X0,X) = 0. (7) 

Таким образом, с помощью дополнительных переменных 
{множителей Лагранжа) Я0, fa, ...,fan экстремальная задача (4) 
опять сведена к решению т + п.+ 1 уравнений (5) — (7) относи-
тельно т + п+ 1 неизвестных x i , . . . , хп, fa, fa, • • •, fan-
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В тридцатых годах XX в. при исследовании практических 
задач экономического характера было обнаружено, что многие 
из них достаточно хорошо описываются моделью 

c'x-.-max, (8); 
Ах=Ъ, х>0, 

очень близкой к линейному варианту модели (4). Поскольку в 
описанной выше форме метод множителей Лагранжа к задаче 
(8) неприменим (в (4) существенно, что X— открытое множе­
ство, а в (8) множество {х: х>0} замкнуто), то, начиная с ис­
следования [81] Л. В, Канторовича, стали разрабатываться но­
вые методы решения задачи линейного программирования (8).. 
Эта работа особенно интенсивно велась Дж. Данцигом [72] в 
конце сороковых и начале пятидесятых годов XX в. Безусловно, 
важнейшим результатом этих работ, который привлек внима­
ние как теоретиков, так и прикладников, явился симплекс-метод 
для численного решения задачи (8). Усилия, потраченные МНО­
ГИМИ учеными для исследования задачи (8), привели к откры­
тию новых методов и фактов, оказавших существенное влияние 
на дальнейшее развитие теории экстремальных задач. Была 
построена теория двойственности. Стала широко применяться 
теорема об отделимости выпуклых множеств, стали обычными 
такие понятия как выпуклый конус, двойственный конус и т. п.,. 
которые ранее, в классической теории экстремальных задач, He 
встречались. 

Вслед за линейным программированием в начале пятидеся­
тых годов возникло выпуклое программирование. Использова­
ние новой техники выпуклого анализа позволило без обраще­
ния к дифференциальному исчислению решить задачу 

/(x){to}mm, ,qv 

g(x)<o, xex, w 

где f(x), gi(x),.. ., gm(x)—выпуклые функции, определенные 
на выпуклом множестве X -n-мерного пространства. Централь­
ный результат выпуклого программирования — теорема Куна— 
Таккера — утверждает: для каждого решения х° задачи най­
дутся такие числа %0>0, Я1>0,..., Х7Г1>0, не все равные нулю,. 
что функция Лагранжа 

F(х, Х0, X) = Х0/(х) + Vg(х), X = (Х-, . . . , Xm}', 
в точке х° достигает минимума: 

E(x°,X0,X)=minE(x,X0,X). (10) 

Хотя соотношение (10) отличается по виду от условия (7) 
оно, по существу, эквивалентно последнему. Таким образом 
опять экстремальная задача (9) редуцирована к исследованию. 
соотношении 
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т 
g(x)<0, E(x,X0,X) = F(x(X0)X), X0)X), 2x.-=-. 
X->0, i-=0,...,m, gt (x)li = 01 i==l, .... m, 

где x(X0, X) —вектор, такой, что 
F (x(X0, X), X0, X)-=minF (x, X0, X). 

Исследования по выпуклому программированию особенно от­
четливо показали мощь НОВОЙ техники выпуклого анализа.. 
Стала постепенно проявляться идея изучения множеств значе­
ний функций с помощью выпуклых аппроксимаций этих мно­
жеств. Как известно, до этого в задачах на экстремум основным. 
методом был метод аппроксимации (в основном, линейной) 
функций, отражающий суть дифференциального исчисления. 

Позднее теорема Куна—Таккера (в дифференциальной фор­
ме) была перенесена на задачу нелинейного программирования' 

/(A-){to}min, £(.*,)< 0, h(x)—0, 

где Л (х) = {/*! (x), . . . , Л 4 ('x)reC(1). 
Таковы основные факты теории конечномерных экстремаль­

ных задач, которые были известны к 1956 г., к моменту откры­
тия принципа максимума, и которые формально (внешне) со­
держали ряд элементов, участвующих в формулировке принци­
па максимума. 

Характерной чертой развития теории конечномерных экстре­
мальных задач последнего десятилетия перед открытием прин­
ципа максимума следует признать интенсификацию исследова­
ний в этой казалось бы устоявшейся области математики, выз­
ванную новым ПОДХОДОМ к экстремальным задачам, который 
привел к созданию нелинейного программирования с рядом де­
тально разработанных разделов (линейное, квадратичное, вы­
пуклое программирование и т. д.). 

Вариационные задачи. Первая модель задач классического 
вариационного исчисления имела вид 

х, 
1 (У (•))-= I f (х> У И» Ух (*)) dx{to}min, (1 Г; 

Xt 

У(Х1) = Уи y(.*2) = y2. (1 2) 
где у(х), xe.[x-i, x2]-n-мерные функции, определенные и не­
прерывные вместе с ух{х)^Щ^, / (х, у, г)-непрерывная 
скалярная функция, имеющая по всем аргументам непрерыв­
ные производные до третьего порядка включительно, .*-, х2 — 
заданные числа, г/1, у%—заданные /г-векторы. 
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Простейшая задача вариационного исчисления (11), (12) 
•является, очевидно, непосредственным обобщением задачи (3), 
если под множеством X понимать открытое множество 
л-мерных функций у(х), х£[хи х2], y{x)QC{1), с фиксирован­
ными концами (12J, а операцию минимизации функции f (х) по 
./..-векторам х заменить операцией минимизации функционала 
/(*/(•)) по /г-мерным функциям у (-) = {у (х), хв[хи х2]}. 

Основной метод исследования задачи (11), (12) — метод 
вариаций—-явился непосредственным развитием метода иссле­
дования дифференциалов в задаче (3). Если сравнить решение 
,у°(х), x6lxn х2], с другими элементами у(-) из X вида 

У{х) = у°(х) + еЪу(Х), 
где 

Ьу{х), х£[хьх2], 8^(л:1)=-0, Ьу(х2) = 0, 
— вариация кривой у°{х), то легко получить аналог условия 
•стационарности (l): 

-—V—-^--^ ——i£——-о. *«-,..-._.. аз» 
Каждое решение у0(х) задачи (11), (12) удовлетворяет уравне­
нию Эйлера (13), В общем случае решение уравнения Эйлера 
зависит от 2/г произвольных постоянных. Поскольку количество 
дополнительных условий (12) также равно 2/г, то краевая за­
дача (13), (12) имеет, вообще говоря, единственное решение. 

Таким образом, первые результаты вариационного исчисле­
ния носили характер той же редукции, к которой сводилось ре­
шение конечномерных экстремальных задач: бесконечномерная 
экстремальная задача (11), (12) сводится к поиску изолирован­
ных решений дифференциальных уравнений. 

К следующей модели задач вариационного исчисления мож­
но прийти двояким путем: 1) по аналогии с задачей на услов­
ный минимум (4) вводятся ограничения, образованные по типу 
минимизируемой функции, и получается задача 

§ / С*. у (х), ух (х)) dx -*• min, (14) 
• " . 

] g(x,y(x), yx{x))dx^0, y(Xi)~=yu .у(je2)•-=-#-. (15) 
•V. 

где новый элемент g(x, у, z)—m-векторная функция с компо­
нентами типа функции }{х, у, г); 2) через большой класс прак­
тических экстремальных задач, первым представителем которых 
•явилась задача об изопериметрах (кривых заданной длины, ог­
раничивающих максимальную площадь). 

Для изопериметрической задачи (14), (15) опять справедли­
во правило множителей Лагранжа, которое формулируется точ-
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«о так же, как в конечномерной задаче на'условный минимум, 
если использовать функцию Лагранжа 

F(x, У, Ух, %о, Я) - - W (лг, у, -у±)-+Х0(х, У, Ух) 
и заменить условие (7) на уравнение Эйлера (13) относитель­
но функции F. 

Задача (14), (15) содержит конечное число (т) дополни­
тельных ограничений, а между тем искомое решение (у°(х), х Q 

€ [xi, xa]) определяется бесконечным числом параметров. По­
этому для вариационных задач появляется возможность введе­
ния (уч-ета) бесконечного числа ограничений. Из многих воз­
можных путей обобщения задачи (14), (15) в вариационном 
исчислений был выбран путь, который, с одной стороны, доста­
точно полно отражал потребности разнообразных приложений, 
а с другой — позволял достаточно эффективно решить возни­
кающую математическую задачу. Вариационное исчисление 
стало в основном развиваться по пути, когда дополнительные 
ограничения задавались дифференциальными уравнениями от­
носительно искомых функций. Так появилась новая модель ва­
риационных задач, известная как задача Лагранжа: среди п-
.мерных функций 

у(х), xe tx i . xa]. 
удовлетворяющих дифференциальному уравнению 

Ф(л:, у, ух) — 0, xQ(xb х2), Ф —/«-вектор, т < / г , (16) 
и краевым условиям 

y(xl ) = yb y(x2) = i/2, (17) 
найти ту уй(х), на которой функционал 

j (У (•)) = $ f(x,y,yx)dx 
х, 

достигает минимума. 
В отличие от изопериметрической задачи с конечным числом 

дополнительных ограничений в задаче Лагранжа присутствует 
континуум ограничений (16). 

Относительно, аналитических свойств элементов задачи Лаг­
ранжа обычно предполагалось следующее: функции у(х), х£ 
& [Х[, х2]— кусочно-гладкие, функции Ф(*, у, z), f(x, у, г) в не-, 
которой области 2п+1-мерного пространства непрерывны 
вместе с производными третьего порядка. 

При этих предположениях доказывалось 
П р а в и л о м н о ж и т е л е й [18]. Для каждого решения 

г/° (х) — xQ[xb x2] задачи Лагранжа существуют такие постоянная 
Х0 и кусочно-непрерывная /n-мерная функция Хрс), x6(.-*-4, х2), 
имеющая, возможно, разрывы первого рода в угловых точках 
кривой у°(х), что функция Лагранжа 

F(х, У, Ух, -Ч» Ц = хо/ (х, у,ух) + Х'Ф (х, у, ух) 
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вдоль y°(x) удовлетворяет уравнению Эйлера 
dF d dF „ „ . . , 1 0 v 

Чу—^дуТ^0' *-<*-•-«а). (18) 
и в каждой точке х£(хь х2) выполняется соотношение 

M + ll4x)IM0. (-19> 
В приведенной форме правило множителей сводит исходную 

экстремальную задачу к подбору функций Х(х), х 6 (xi, x2), и 
числа Хо таким образом, чтобы удовлетворялись дифференциаль­
ные уравнения (16), (18) и конечные соотношения (17), (19)... 
Ясно, что новая задача не является простой. Однако, если 
вместо уравнения (16) взять дифференциальное уравнение в 
нормальной форме 

yV*=g{x,y,yW), (20> 
где yW —-т-мерная, у^ — (и—-т)-мерная компонента вектора 
ух, то из (18) посчедует, что функция Х(х) удовлетворяет 
системе из т линейных дифференциальных уравнений: 

Xt=^^X + U l t * 0 f \ (21), 

Таким образом, в случае дифференциальных связей вида. 
(20) правило множителей задачу Лагранжа сводит к поиску 
числа А- и 2(n—т) +т-\-т = 2п постоянных, которые задают,. 
вообще говоря, общее решение дифференциальных уравнений 
(18), (20), (21). Для нахождения этих постоянных имеется 
2я+;1 соотношение (17), (19). Теперь редукция оказалась столь. 
же законченной, как и в случае изопериметрической задачи. 

В вариационном исчислении наряду с уравнениями Эйлера 
зида (18) используются канонические уравнения Эйлера, кото-
)ые записываются относительно канонических переменных: 
x, у, 1|), связанных с переменными х, у, ух, >%0, % с помощью ра­
венств 

Ф - - - - % ^ - — А Ф(х,у,ух)=0. 
Не приводя пока канонических уравнений для общей задачи: 
Лагранжа, впоследствии покажем, что они совпадают с канони­
ческими уравнениями принципа максимума и что их можно за­
писать через гамильтониан задачи Лагранжа. Эти факты из­
вестны в классическом вариационном исчислении давно. 

Правило множителей — это первое необходимое условие для 
задачи Лагранжа. Дальнейшее развитие теории необходимых. 
(и достаточных) условий вариационного исчисления пошло при. 
одном дополнительном предположении. Рассматривались лишь 
такие решения задачи Лагранжа, для которых число >Я0 из пра­
вила множителей равняется единице (отлично от нуля). Подоб­
ные решения стали называться нормальными. 
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Исследование анормальных задач встретило серьезные труд­
ности. Теперь, после двадцати лет развития теории оптималь­
ного управления можно определенно сказать, что здесь впервые 
четко обозначилась ограниченность классической техники ва­
риационного исчисления. Эта техника, перешедшая из теории 
задач на условный минимум, состоит во включении решений 
задач в открытые параметрические семейства функций сравне­
ний с последующим применением элементарных правил безу­
словного 'экстремума. 

Разнообразные леммы о включениях удавалось доказать 
лишь для нормальных решений, попутно показывая, что экстре­
мальные задачи в этих случаях не могут быть тривиальными, 
не могут сводиться к перебору среди конечного множества эле­
ментов. С этой точки зрения нормальные задачи представляли 
наибольший.интерес, но, поскольку не было известно простых 
.априорных условий нормальности, предположение о нормаль­
ности существенно снижало ценность результатов. 

Следующим необходимым условием для задачи Лагранжа, 
которое привлекло внимание специалистов по вариационному 
исчислению в связи с открытием принципа максимума, явилось 

У с л о в и е В е й е р ш т р а с с а . Пусть у°(х), х£[хи х-] — ре­
шение задачи Лагранжа, удовлетворяющее правилу множителей 
•с -Ч)—-. Тогда функция Вейерштрасса 

Е(х, у,ух, l,Vx)=F(x,y,Vx, 1,\)—Р(х,у,ух, \,\) — 

*• •* у*> дух 

вдоль у°(х), xQ[xx, х2], удовлетворяет неравенству 
E(x,y°(x),y°x(x),\(x),Yx)>0 (22 

при всех Yx таких, что Ф (х, у°(х), Ух)=0. 
Интерес к-неравенству (22) объяснялся тем, что ОНО выпол­

няется по всем Yx, а не только для точек, близких к ух°. Други­
ми словами, условие Вейерштрасса носит глобальный характер, 
а не локальный, как другие -необходимые условия вариационно­
го исчисления. 

Таковы были к концу тридцатых годов результаты вариа­
ционного исчисления, которые впоследствии оказались в центре 
внимания специалистов, занятых анализом принципа макси­
мума. 

Так получилось, что конец тридцатых годов оказался этап­
ным не только для развития конечномерных экстремальных за­
дач (см. выше), но именно в то время появилась работа Мак-
шейна [164], в которой впервые были применены элементы ме­
тодов, оказавших решающее влияние на развитие современной 
теории оптимального управления! С помощью вариаций нового 
типа, известных теперь как игольчатые вариации (вариации 
Макщейна) и с помощью теоремы об отделимости выпуклых 
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множеств Макшейн доказал условие Вейерштрасса для любого* 
решения задачи Лагранжа (без предположения о нормаль­
ности). К сожалению, эта техника была признана сложной [18] 
и не получила дальнейшего развития вплоть до 1958 г. (см. 
ниже). 

B связи с принципом максимума были проанализированы ра­
боты, связанные с использованием односторонних вариаций.. 
Приведем, следуя [70], некоторые результаты в этой области. 

З а д а ч а . Среди n-мерных кривых 
У (-x)j •^61x1, x2]i 

удовлетворяющих условиям 
y(xl) = yu у(х?) = у2, /gay 
i/(x)<cp(x), хе(хг,х2), 

найти такую у°(х), на которой функционал 

I(y(-))=[f(x,y,yx)dx (24> 
XI 

достигает минимума. 
С помощью классической техники получается необходимое 

условие на первую вариацию функционала 

bI(yO(.))^[%-.^Jby(x)dx>0 • (25) 
Xi 

для всех Ъу(х), xQ(xu х2), удовлетворяющих соотношениям 
Sy(-xi) — Ьу(х2) = 0, 

у°(х)+Ьу(х)<<?(х), XQ(XUX2). (26> 
Отсюда следует, что на участках кривой у°(х), не совпадаю­
щих с <р(л:), выполняется уравнение Эйлера (13), а на участ­
ках с y°(x)szf(x) выполняется неравенство 

dl-±dL<Q 
ду dx дух"~- ' 

B качестве примера, где техника односторонних вариаций 
привела к практически важным результатам, укажем на 
работу [113], где исследуется задача о подъеме ракеты в 
воздухе на максимальную высоту. Уравнения движения 
ракеты: 

• f%=-.9(p,V)-fg-vr%. (27} 
Здесь v — скорость ракеты, f — величина, характеризующая из­
менение массы, у — высота, q>(v, у) —функция сопротивления,, 
g — ускорение силы тяжести, vr — относительная скорость исте­
чения газовой струи. Начальные условия: г/=0, v = v0 при t = 0,-
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Нужно среди функций f(t), монотонно убывающих от 1 до 
ц, найти такую, чтобы отвечающая ей высота подъема Н была 
максимальной. Здесь \х — относительная масса корпуса ракеты.. 
Путь решения следующий [113]. Поскольку и = | | , то, умно­
ж а я обе части уравнения (27) на dyldf, получаем 

щ ( ^+ * r j + M*-0) + fe]§-=O. (28> 
Если функцию v(f) задать, то, интегрируя (28) с начальным ус­
ловием z/(l)=0, получим функцию высоты y(f) в зависимости: 
ОТ массы f. Величина г/([х) равна высоте Н в момент окончания 
горения. 

Варьируя функцию v(f) и составляя уравнение вариаций: 
д л я 8y(f), придем к формуле для первой вариации 6# высоты 

1 • ' 

bH = ^(y,v,f)db(f)df, 

г д е 

Ф (у, a, / Н ^ + ^ у . [ —"оу —-a^-ggg +^cp + T) rg/]xexp^ Adf, 

- 1 дер йц 
<P + fgdu'df' 

Поскольку максимальная скорость vmax(f), достижимая ра­
кетой при сгорании массы в f единиц известна, то на выбор ва­
риации dv(f) накладывается ограничение 

v(f)+dv(f)<vmBX(f). 

Получилась задача типа (23), (24). В [ИЗ] рассматриваются 
случаи, когда задача (23), (24) особая (вырожденная) в том 
смысле, что уравнение Эйлера для нее конечное (а не диффе­
ренциальное). Анализ таких задач в учебниках [70] приводится 
в качестве примеров. 

В связи с задачами на одностороннюю вариацию были под­
няты старые работы Н. Гернет [64] и Ф. Валентайна [173], в-
которых использован простой прием сведения ограничений типа 
неравенства 

у(х)<ц>{х) 
к ограничениям типа равенства 

1/(*)+и2(л:)--=ф(х). 
Здесь v(х) —дополнительная (свободная) функция. Другие 
варианты этого приема, позволяющего ко многим задачам при-

• влечь классические методы и результаты, использовались и пос­
ле открытия принципа максимума в работахГЮО—-104,106,166]. 
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Подводя итог обзору состояния методов вариационного и с ­
числения, отметим, что в вариационном исчислении к 1956 г. з а ­
кончился классический этап развития, и в нем уже появились 
первые исследования, которые содержали элементы, разрабо­
танные впоследствии в теории оптимального управления и с о з ­
давшие современную теорию бесконечномерных экстремальных 
задач. Можно сказать, что вариационное исчисление к 195b j r . 
стояло перед этапом внедрения методов выпуклого анализа 
этапом, который к тому времени в значительной степени б ы л 
пройден в теории конечномерных экстремальных задач. 1еперь, 
после двадцати лет развития теории оптимального управления, 
можно утверждать, что самый трудный и самый существенныи 
.шаг в указанном направлении был сделан принципом макси­
мума. 

Задачи оптимального регулирования. Теория регулирования, 
'по сравнению с классическими приложениями математики, т а ­
кими, как механика и физика, является молодой наукой. О н а 
зародилась сравнительно поздно — только в конце А1А в. и 
стала новой областью человеческой деятельности, которая н а 
чала постепенно снабжать математику новыми задачами. В о о -
щем случае предмет исследования в теории регулирования ф о р ­
мулируется следующим образом. Пг,Пт>*ТИ* 

Имеется (Рис. 1) объект регулирования (блок О). О поведе 
иии объекта судят по значениям переменных хи .. .,хп, которые 

и. 
К, 

Ur 
•о 

. • • « 

._. ,.«f 

,x„ 

Рис.1 

определенным способом замеряются. Предполагается, что на п о ­
ведение объекта можно воздействовать некоторым образом с 
ПОМОЩЬЮ переменных щ, и2,...,иг. Простейшей задачей р е г у л и ­
рования является организация таких воздействии «1, и2,..., иг, 
при которых переменные хи xa, ..,хп меняют свои значения о т 
начальных *„,,...,*„„ ДО заданных хп, • • , Хпь Понятно что д л я 
математического решения задачи нужно описать зависимость 
между ВХОДНЫМИ переменными (управлениями) ии...,иг и в ы ­
ходными переменными хи • • ., хп. В линейной теории р е г у л и р о ­
вания эта зависимость принимается часто следующей: 

Лп) + a1x("-1, + .- +a„_i.x + an.*-—M 
. . . + 6r_i#+<->я, 

О) +м ( г _ 1 ) + 

где х 
.a,, br 

и — скалярные переменные, х 
-параметры- Положив Xi = x 

С) „U) 
(*--) и, 

( 2 9 ) 
— их производные, 
--и (У-1) придем о т 
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'(29) к интерпретации, данной на Рис. \. Выбор функции ti(t), 
t>0, порождает некоторое решение x(t) уравнения (29), опи­
сывающее переходный процесс в объекте из Рис. 1. Качество 
переходного процесса зависит, очевидно, от вида управления 
«(/). Термин «качество переходного процесса» можно понимать 
по-разному. В теории регулирования исследуется несколько по­
казателей качества. Среди них к началу пятидесятых годов 
XX в- стал выделяться показатель быстродействия. Другими 
словами, системы регулирования стали часто оценивать по дли­
тельности протекания переходного процесса. Так возникло по­
нятие оптимальных по быстродействию систем регулирования, в 
которых переходные процессы осуществляются за кратчайшее 
время. 

Первые работы по оптимальным системам регулирования вы­
полнены специалистами по автоматическому регулированию 
Хопкииым [158], Мак-Дональдом [163], A. A. Фельдбаумом 
[129, 130] и др. С помощью специфических рассуждений инже­
неры угадали (а в некоторых случаях и обосновали) характер 
•оптимальных управлений для линейных систем регулирования 
сравнительно простого вида. Значение указанных работ для 
развития теории оптимального управления заключается, на наш 
взгляд, в следующем: 1. обнаружены новые модели задач ва­
риационного типа; 2. обращено внимание на то, что вариацион­
ное исчисление не располагает методами решения новых задач. 

Из первых результатов по оптимальным системам отметим 
теорему А. А. Фельдбаума об n-интервалах [130] и результат 
Бушау [135, 144] по синтезу оптимальной системы второ­
го порядка. А. А. Фельдбаум рассмотрел следующую задачу: 
среди кусочно-непрерывных скалярных функций a(t), t>0, удов­
летворяющих ограничению 

HOKM. 
иайти такую и0(<-•), которая за кратчайшее время t\ переводит 
траекторию х (t) системы 

х{п)+aix("_1) + . . . + ап_хх+a„x=M 
из состояния 

x(0)=^io, i(0)----x..o, . •., х{п-1)(0) = хп0 
в состояние 

x ( t l j = -—11- X\t\) =Хо\, . . . , X \t\)=Xnx. 
Было показано, что для случая, когда характеристическое 
уравнение системы 

X» + a1X"-1+...+a„_1X + a„_0 (30) 
имеет лишь вещественные корни, оптимальное управление 
u°(t) принимает лишь граничные значения ±М и имеет не бо-
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лее п интервалов постоянства. Бушау [144] на фазовой 
плоскости (x, х} подробно исследовал систему управления 
второго порядка 

.x + a1x-T-a2x==u, | и | < 1 , 
и построил линии переключения оптимального управления. Ока­
залось, что в общем случае (когда уравнение (30) имеет комп­
лексные корни) число переключений может быть сколь угодно. 
большим и не зависит от порядка системы. 

Характерно, что в обеих работах техника исследования су­
щественно отличилась от классической техники вариационного; 
исчисления. Построения велись на фазовой плоскости, а не на 
множестве управлений и траекторий, как это было принято в 
вариационном исчислении. Методы исследования систем регу­
лирования с помощью фазовых портретов усиленно развива­
лись до этого A. А. Андроновым [4], и эта техника уже широко 
использовалась в теории устойчивости систем регулирования,. 
которая к 1956 г. получила существенное развитие. Если учесть 
все эти обстоятельства, то не удивительно, что первая обща» 
модель задачи оптимального управления была обобщением мо­
дели (29), и принципиально отличалась от моделей задач ва­
риационного исчисления. 

Таким образом, первые задачи, явившиеся прототипом задач 
теории оптимального управления, возникли в теории регулиро­
вания, ставшей новым современным источником математических. 
задач.* 

Принцип максимума в линейных системах управления., 
Вслед за первыми работами по оптимальным системам регули-
юваиия были проведены математические исследования опти­
мальных процессов, описываемых линейными обыкновенными 
дифференциальным уравнениями. В статье [142] Беллма-
на, Гликсберга, Гросса рассматривалась следующая 

З а д а ч а . Дано уравнение 

g - = Az + / , z(0) = c, (31) 
где z, f суть /г-векторы. Нужно найти функцию f(t), компонен­
ты fi(z!) которой принимают только значения ±6i, переводящую 
вектор z в начало координат в минимальное время. 

Как и Бушау, авторы работы [142] понимали, что по­
ставленная задача является задачей вариационного типа, но не 
стремились ее сформулировать в форме задачи вариационного 
исчисления и считали, что новая модель сама имеет право на 
самостоятельное существование. 

Второй особенностью рассматриваемой работы является то.. 
что в ней впервые для получения решения применена теорема 

* По случайному стечению обстоятельств первая задача теории оптималь­
ного управления (задача быстродействия) оказалась весьма созвучной первой. 
задаче вариационного исчисления (задаче о брахистохроне). 
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об отделимости выпуклых множеств в фазовом пространстве 
системы (31). С одной стороны рассматривалось выпуклое, мно­
жество достижимости, а с другой — точка г(0)=с, 

Основной результат работы был аналогичен теореме об п-ин-
тервалах. Однако метод исследования легко распространялся на 
более общий случай, что было проделано уже значительно позд­
нее другими учеными (см. ниже). 

Теорема об отделимости выпуклых множеств в фазовом про­
странстве была использована и Р. В. Гамкрелидзе [53, 54], ко­
торый впервые доказал принцип максимума. Пусть дано урав­
нение 

-^•.---Ал + бв, (32) 
где х, Ь суть n-векторы, и — скаляр, A — постоянная матрица, 
тапк{Ь,АЬ,. ..,Ап-1Ь}=п. 

Для заданных точек х1, х2 фазового пространства системы 
(32) найти кусочно-непрерывную функцию u(t), t>0, удовлет­
воряющую ограничению 

И0К1, 
такую, что соответствующая ей траектория x(t) системы (32) 
за кратчайшее время 1̂° переходит из точки х(0)=х1 в точку 
x(^0)-=x2. 

Метод исследования был следующим: наряду с оптимальным 
управлением u°(t), />0, и оптимальной траекторией x°(t), t>0, 
рассматривались управления вида 

где в качестве вариации 8u(t) выбирались любые кусочно-не­
прерывные функции, такие, что 

lu-(t)+eu(oi<;1, t>o. (зз; 
По множеству таких вариаций строилось выпуклое множеств! 
Р векторов x°(£i)+6x(t1°), составленное из решений в момен. 
t[° уравнения в вариациях 

^ = АЬх + ЬЬц, 8х(0) = 0. 

Если й°(0, i>0, —оптимальное управление, то множество 
Р и точку -x°(2.i) можно разделить гиперплоскостью, т. е. 
справедливо неравенство 

<? : 
\Y(x)bbu(x)dz<0 (34) 
о 

для всех вариаций bu(t), удовлетворяющих неравенствам (33). 
В условии (34) функция •}>(£), t > 0 , —-решение сопряженщгр 
уравнения 
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ф=— А'ф. (35) 
Отсюда уже легко следовал 

Принцип максимума . Для оптимальных управления 
м0(0' ^>0> и траектории x°(t), i>0, существует такое нену­
левое решение ty(t), £>0, сопряженного уравнения (35), что 
выполняются соотношения 

«-(/)-= sign«!>'(*) 6, t>0. (36) 
Приведенный результат стал называться принципом максиму­
ма, ибо равенство (36) эквивалентно следующему соотноше­
нию 

H(j<P(i), №(t), a-(0)-=max#(je-(t), Ф°(0,«), (37) 

где 
Н{х, i|), и)=т\/(Ах+Ьи) (38) 

гамильтониан* системы (32). 
В работах [142, 53, 54] использовалась теорема об отдели­

мости выпуклых множеств, но схема применения их была раз­
ной: в [142] используются специфические свойства исходной ли­
нейной системы управления (32), в работе же [54] использует­
ся свойство линейности уравнения в вариациях. Поэтому схема 
доказательства работы [54] была скорее нацелена на общие 
нелинейные системы, чем на линейные системы (32). Линей­
ность системы (32) упрощала вывод основного неравенства (34). 
Однако для нелинейных систем в этом месте встретились серьез­
ные трудности, которые, как выяснилось впоследствии, связаны 
с недостатками вариации 6«(t), введенной по образцу класси­
ческих вариаций вариационного исчисления. 

Принцип максимума и для линейных систем был серьезным 
достижением, он не следовал ни из одного результата вариаци­
онного исчисления и содержал все известные результаты по те­
ории оптимальных систем регулирования. Результат P. B. Гам-
крелидзе представлял интерес по крайней мере со следующих 
точек зрения: 1. в задаче вариационного типа получены изящ­
ные необходимые условия оптимальности для случая замкнуто­
го множества допустимых элементов; 2. результат доказан без 
предположения о нормальности решения; 3. условие оптималь­
ности носит глобальный характер (сравниваются с u°(t) не 
только близкие точки); 4. результат не требовал дополнительной 
проверки в точках разрыва функции м°(t); 5. найдена новая 
форма выражения условий оптимальности через гамильтониан 
системы (32). 

* Выражения типа (38), следуя Л. С. Понтрягину, стали в теории опти­
мального управления называть гамильтонианами, хотя гамильтониану в клас­
сическом смысле соответствует функция max Я (х, чг, и). 

|и |<1 
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Первые формулировки принципа максимума в нелинейных 
системах управления [25, 117]. Пусть в n-мерном фазовом про­
странстве уравнения движения изображающей точки x(t) запи­
саны в нормальной форме 

.*=-/(.«, и, i), (39) 
где и — {аи . . . ,« ,} ' -вектор управляющих параметров. 

Управляющий вектор a (t) называется допустимым, если он 
кусочно-непрерывен, кусочно-гладок и принадлежит фиксиро­
ванной замкнутой области Q. 

Заданы две точки: £0, | i ; требуется выбрать допустимый уп­
равляющий вектор «(/•) так, чтобы точка x(t) прошла из поло­
жения .to в положение .11 за минимальное время. 

Новая модель задач вариационного типа отличалась от мо­
делей классического вариационного исчисления следующими 
моментами: 1) если уравнение (39) считать дифференциальны­
ми ограничениями (связями), то в новой теории они сразу при­
нимались разрешенными относительно части производных; 
2) если уравнение (39) трактовать как частный случай уравне­
ния (20) из вариационного исчисления, то в новой теории на 
часть производных ух

в) искомой функции у{х) накладывались 
ограничения вида 

j42)(*)ea: (40) 
Выбор уравнения (39) вместо на первый взгляд более общего 
уравнения 

f(x, х, ti, t) — Q 
можно объяснить следующими причинами: 1) в вариационном 
исчислении уравнение (16) было введено по аналогии с иеяв. 
ным конечным ограничением 

g(x)_0 
из теории конечномерных экстремальных задач. Если в послед­
нем случае действительно многие практические задачи приводи­
ли к уравнению (5), то в случае новых задач вариационного ти­
па, напротив, многие интересные прикладные задачи приводили 
непосредственно к дифференциальным уравнениям, разрешен­
ным относительно части производных, 2) уже в вариационном 
исчислении было замечено, что использование дифференциаль­
ных уравнений, разрешенных относительно части производных, 
делает существенно более регулярным поведение множителей 
Лаграижа. 

Разделение функций у(х) из вариационного исчисления на 
две компоненты: x(t) и u(t), и новая их интерпретация (траек­
тория и управление) произошло несомненно под влиянием пер­
вых задач теории оптимального регулирования (см. выше). 
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Ограничения вида (40) в вариационном исчислении подроб­
но не исследовались; в этом плане известны лишь отдельные 
частные результаты по задачам на одностороннюю вариацию, 
полученные с помощью простых рассуждений. Введение таких 
ограничений в начальную постановку задачи оптимального уп­
равления как одного из основных элементов задачи отражало 
тот факт, что в бурно развивающейся теории регулирования 
большинство задач без учета подобных ограничений не имело 
решения. На выбор класса допустимых управлений u(t) в виде 
кусочно-непрерывных функций существенное влияние оказали 
первые результаты по теории оптимальных систем регулирова­
ния. Из приведенного обсуждения постановки первой общей за­
дачи теории оптимального управления видно, что она отлича­
лась от классических задач вариационного исчисления весьма 
нетривиальными элементами. Дальнейшее развитие теории опти­
мального управления подтвердило удачность первой постановки. 
Оказалось, что новая модель не только охватывает многие кон­
кретные задачи из разнообразных областей науки и техники, но 
и допускает эффективное математическое решение. Сочетание 
двух указанных свойств и отличает хорошую модель от плохой. 
Примеры постановок и многих других задач показывают как 
много в конечном успехе (теоретическом и практическом) зави­
сит от выбранной модели. История двадцатилетнего развития 
теории оптимального управления убеждает, что основная ее 
модель, возникшая в 1956 г., оказалась на редкость удачной. 

Первое необходимое условие оптимальности для новой мо­
дели задач вариационного типа получено в [25] для случая, 
когда оптимальное управление tt°(t), t > 0, принимает значения 
из ядра множества 2: 

и0 (i)eintS. 
Повторяя рассуждения Р. В. Гамкрелидзе (см. выше), нетрудно 
доказать, что вдоль u°(i), t>0, выполняется равенство 

•? 

6 
Отсюда следует, что для оптимальных tt°(t), x°{t), t>0, най­
дется ненулевая «.-мерная функция ty°{t), t > 0 , такая, что 
выполняются соотношения 
. „ _ <Ж О", у, и") :п_ дН(х\Г,и°) дН{х\ Г, " ° ) _ 0 /4U 

х dty ' т дх ' ди • \ ' 

Этот результат представляет интерес лишь постольку, посколь­
ку он получен без предположения о нормальности функций 
u°(t), x°(t). С точки зрения вариационного исчисления новой яв­
ляется форма представления результата. 
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З а м е ч а н и е . Интересно, что метод доказательства условия 
.(41) содержит большие потенциальные возможности- С по­
мощью буквально тех же рассуждений, которые привели к (41) 
я к принципу максимума в линейных системах, показывается, 
•что вдоль оптимального управления выполняется условие 

a//4x»(Q.y»(o,«.(Q) tto(0gmaxM4*-(fl.y (0. «'(0) и , (42) 

'если функция / (х, и) дифференцируема по и, множество U 
выпукло. Условие (42) превращается в принцип максимума, 
-если уравнение (39) линейно по управлению 

г 

*--/W+2^(4 (43) 
1=1 

Как показали впоследствии А. Я. Дубовицкий, А. А. Милю­
тин [78], каждую задачу оптимального управления в системе 
(39) можно свести к эквивалентной задаче в системе (43). Если 
класс допустимых управлений задать в виде выпуклого се" 
мейства U (•) суммируемых функций U (-)={ii(t), t&[0, t1]}, то 
изложенная схема доказательства непосредственно ведет к 
интегральному принципу максимума 

о 
и __ _ 

= max -—*• " % > "—----• и (т) di. 
. «(.)g£/(.)J 0 M 

По сравнению с линейным случаем (37) условие (41) слабее, 
ибо оно локальное (оптимальное управление u°(t) сравнивает­
ся лишь с близкими точками иб-.-). На основе результата 
Р. В. Гамкрелидзе по линейным системам и его анализа вторы: 
вариаций в работе [25] высказывается следующее утверж 
дение. 

П р и н ц и п максимума . Пусть функция H(x,ty, и) = ty'f(x, 
и) при любых фиксированных x, л|з имеет максимум now, когда 
вектор и меняется в замкнутой области й; обозначим этот 
максимум через М(х, ty). Если 2п-мерныйвектор {х\ •$'}' являет­
ся решением гамильтоновой системы 

• __дН_ • _ дН 
Х~ di[i ' ' дх ' 

где кусочно-непрерывный вектор u(t) в каждый момент време­
ни удовлетворяет условию H(x(t), ty(t), u(t))=M(x(t), г|з(£))> 
>0, то w(t) является оптимальным управлением, а x(t) —соот­
ветствующей оптимальной (в малом) траекторией системы (1). 
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В приведенной форме принцип максимума не получил рас­
пространения. В последующем рассматривалась ТОЛЬКО форма,, 
которая была доложена Л- С. Понтрягиньш на сессии Академии, 
наук CCCP по научным проблемам автоматизации производст­
ва (15—20 октября 1956 г.), и стала известной как 

• Принцип максимума Понтрягина [118]. Для опти­
мальных управлении u°(t), t>0, траектории x°(t), t>0, сущест­
вует непрерывная функция я|>°(£), t>0, такая, что выполняются 
соотношения 

^ п _ дН{х\ у , и») •„_ дН{х?,ф, и"). х _ ^ , у _ — , 

Н (xo (t), <f (j!), гго до) = c o n s t > о, (44> 
H(x°(t), ф-(0, и-(0)—тахЯ(^(0, <|>° (t), и). 

ибо 
Утверждение (44) существенно сильнее результата (41), ибо-

теперь с оптимальным управлением u°(t), t>0, сравниваются все-
точки и из множества Q. Как отмечено выше, в вариационном ис­
числении единственным глобальным условием минимума являет­
ся условие Вейерштрасса (22). Однако между (44) и (22) име­
ются существенные различия: 1) они выражены через разные-
функции Е и Я. 2) при формулировке условия Вейерштрасса 
предполагается, что решение у°(х) проходит no открытой облас­
ти допустимых элементов; в принципе максимума Понтрягина 
оптимальное управление'^/) , t>0, может проходить по грани­
це замкнутого множества Q допустимых элементов. Второе раз-
тичие носит принципиальный характер: условие Вейерштрасса 
может не выполняться, если кривая у°(х) проходит по границе 
множества допустимых элементов [118]. 

Если принцип максимума Понтрягина (44) «разложить» по 
элементам, то нетрудно заметить, что каждому из этих элемен­
тов можно найти аналог в математическом программировании 
или в вариационном исчислении. Канонические переменные, 
уравнения, гамильтониан были известны в вариационном исчис­
лении, условие максимума сродни условию Куна — Таккера в, 
выпуклом программировании. Эти обстоятельства и условие 
Вейерштрасса в первые годы после 1956 г. создавали впечатле­
ние, что принцип максимума есть следствие какого-то результа­
та, доказанного в вариационном исчислении или в математичес­
ком программировании. Многим казалось, что общеизвестным. 
классическим результатам «не хватает чуть-чуть» до принципа 
максимума и обязательно найдется простой прием, ликвидиру­
ющий эту щель. Невозможно перечислить все попытки «добыть»-
принцип максимума элементарными средствами. На этом пути 
в лучшем случае получались лишь следствия принципа макси­
мума. Прошло много лет, прежде чем стало ясно, что в основе 
принципа максимума лежат новые фундаментальные свойства 
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оптимальных систем. Теперь общепризнано, что появление прин* 
ципа максимума ознаменовало коренной поворот в развитии те­
ории экстремальных задач. В содержательной части работы мы 
постараемся показать влияние принципа максимума на BCe 
последующие исследования по экстремальным задачам. 

Принцип максимума и современная теория экстремальных 
задач. Для доказательства принципа максимума в нелинейных 
системах одной теоремы об отделимости выпуклых множеств; 
оказалось недостаточно. Вторым решающим элементом в пер­
вом доказательстве в 1958 г. принципа максимума В. Г. Болтян­
ским [20] стал новый тип вариации управления. Поистине уди­
вительным (и сенсационным) представляется тот факт, что оба 
элемента содержались в одной работе Макшейна [164]„ 
значение которой, как следует из [18], не было полностью осоз­
нано в вариационном нечислении. Новые вариации (игольчатые-
вариации, вариации Макшейна) позволили построить по-новому 
аппроксимацию множества достижимости нелинейных систем,. 
что в совокупности с теоремой об отделимости выпуклых мно­
жеств привело к принципу максимума. 

Второе, независимое доказательство, принципа максимума 
было дано в 1959 г. Л. И. Розоиоэром [122—124]. Метод Розо-
иоэра, основанный на формулах приращения критерия качества,. 
привлек внимание прикладников своей исключительной просто­
той, он и его развитие будут рассмотрены в § 2. 

Несколько работ посвященных исследованию оптимальных 
процессов методами классического вариационного исчисления,. 
было выполнено А. И. Лурье, В. A. Троицким [106], Калманом 
[160], Берковицем [143], Дезоэром [148] и др. Современные 
методы вариационного исчисления в теории оптимального» 
управления будут изложены в § 4. 

В 1963 г. советскими учеными A. Я. Дубовицким и А. А. Ми­
лютиным был предложен . общий метод исследования экстре­
мальных задач [76], который позволил получить новые резуль­
таты в теории оптимального управления с фазовыми ограниче­
ниями. С помощью построения выпуклых конусов, аппроксими­
рующих множеств, задающие экстремальную задачу, и 
построения сопряженных конусов А. Я. Дубовицким и А. А. Ми­
лютиным, выведены общие условия минимума, названные урав­
нениями Эйлера. Следует подчеркнуть, что построения велись в. 
области определения минимизируемых функционалов (в области 
параметров [111]) и применялась теорема об отделимости вы­
пуклых множеств в функциональном пространстве. Это обстоя­
тельство было главным, в силу чего непосредственно из уравне­
ния Эйлера принцип максимума не получался. Авторам приш­
лось развить дополнительную так называемую w-технику [78], 
чтобы из уравнения Эйлера вывести принцип максимума. Имен­
но этим приемом был скомпенсирован недостаток метода, в ко­
тором использовались только классические вариации. 
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Другая общая схема исследования экстремальных задач 
предложена Р. В. Гамкрелидзе [58, 150]. Идеи Р. В. Гамкре-
-лидзе развивались Нойштадтом [168, 169]. Можно счи­
тать, что они руководили потом исследованиями и других уче­
ных, занятых абстрактными экстремальными задачами [59, 79, 
155, 156]. В основе конструкции Р. В. Гамкрелидзе лежит его 
•аппроксимационная лемма из теории скользящих режимов 
[57]. По-видимому эта лемма выражает такие же свойства спе­
циальных систем, как известная теорема A. A. Ляпунова [108] 
••об области значений векторных мер, играющая большую роль 
в теории оптимального управления. 

Содержание обзора. Работа состоит из основного раздела и 
приложения. В основном разделе рассматриваются необходимые 
условия оптимальности, в приложении — теория существования 
•оптимальных управлений. Наш выбор вопросов мы объясняем 
тем, что эти проблемы, с одной стороны, тесно связаны между 
собой, с другой — они оказались в центре внимания большинст­
ва ученых, занятых методами оптимального управления и поэ­
тому они наиболее богаты по содержанию. Из-за ограниченно­
сти объема в данную работу не включен обзор методов по 
достаточным условиям оптимальности и в следующем пункте 
приводится только краткое изложение результатов в этой обла­
сти. Другие разделы методов оптимального управления или 
уже освещалось в специальных обзорах {88, 42], или к настоя­
щему времени еще не получили глубокого развития. 

Стержневым вопросом обзора является принцип максимума. 
В обзоре описаны все известные методы его доказательства, содер­
жащие принципиально новые элементы (§§ 1—4). Основными 
объектами исследования являются обыкновенные дифференци-
[льные уравнения, в §§ 6, 7 кратко излагаются методы по систе-
гам, непосредственно связанным с ними (дискретные системы, 
:истемы с последействием). Относительно методов оптимального 
управления в системах с распределенными параметрами 
см. [145]. В § 5 излагаются методы функционального анализа 
в теории оптимальных процессов. В заключительном § 8 основ­
ного раздела кратко рассматриваются вопросы развития необ­
ходимых условий оптимальности первого порядка. Это новый 
раздел методов оптимального управления, имеющий небольшую 
историю [43,49—51]. 

Приложение написано Б. Ш. Мордуховичем и содержит ос­
новные известные методы исследования проблемы существова­
ния оптимальных управлений. Из результатов приложения вид­
но, что методы теории необходимых условий оптимальности и 
теории существования взаимно обогащают друг друга {47, 112, 
138, 165], делают разумным совместное рассмотрение этих двух 
проблем. 

Библиография содержит лишь основные работы, на которые 
ш обзоре делаются ссылки. Полная библиография по методам 
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оптимального управления значительно превышает объем всего 
обзора и ее составление в настоящее время представляет труд­
ную задачу. 

Краткий очерк по достаточным условиям оптимальности. 
В конечномерных экстремальных задачах достаточные условия 
локального экстремума формулируются в виде усиленных необ­
ходимых условий второго порядка [18]. Усиление состоит в 
исключении из условий знака равенства. Достаточные условия, 
как правила, формулируются для нормальных стационарных то­
чек (множитель Лагранжа при критерии качества отличен от 
нуля). 

Условия Куна—Таккера, сформулированные в терминах сед-
ловой точки нормальной функции Лагранжа, оказались доста­
точными условиями оптимальности в задачах нелинейного про­
граммирования [137]. Таким образом, проблема упиралась в 
вопрос существования соответствующих множителей Лагранжа. 
Для задач выпуклого программирования с условием Слейтера 
положительный ответ дается теоремой Куна—Таккера [137]; в 
общем случае он отрицателен. 

В вариационном исчислении проблема достаточных условий 
оптимальности занимает видное место. Эти условия, как прави­
ло, получаются через вторую вариацию и являются, таким об­
разом, условиями второго порядка. С разнообразными доста­
точными условиями локального экстремума, основанными на 
условиях Лежандра—Клебша, Вейерштрасса, Якоби, можно оз­
накомиться по [18]. Существует довольно тщательно разрабо­
танная теория полей, приводящая к разнообразным достаточ­
ным условиям экстремума. Важную роль в этой области игра­
ет инвариантный интеграл Гильберта [18. 138]. Как и в конеч­
номерном случае, большинство результатов относится к нор­
мальным случаям [18]. 

Интересная теория достаточных условий экстремума в вариа­
ционном исчислении построена Каратеодори [147]. С этими 
результатами вариационного исчисления можно ознакомиться по 
книгам [18, 138, 157]. 

В теории оптимального управления первые достаточные ус­
ловия оптимальности в нелинейных задачах получены методом 
приращений Л. И. Розоноэром [121]. 

С позиций динамического программирования Беллмана наи­
более полное исследование достаточных условий оптимальности 
провел В. Г. Болтянский [19, 20]. Он, в частности, доказал до­
статочность принципа максимума Понтрягина для случая регу­
лярного синтеза. Дальнейшие результаты в этом направлении 
получены в [11, 12, 21]. В работе [17] доказана достаточность 
опорного принципа [22, 24]. 

В теории достаточных условий оптимальности видное место 
занимают результаты А. М. Летова по задаче об аналитичес­
ком конструировании регуляторов [100—104]. В задаче Летова 

155 



впервые была четко выявлена связь между функциями Ляпуно­
ва и Беллмана. Эта задача представляет один из немногих при­
меров, в которых удается решить явно уравнение Беллмана из 
динамического программирования. 

Подход к достаточным условиям оптимальности, созвучный 
методу Каратеодори из вариационного исчисления, развивает­
ся В. Ф. Кротовым [89—94]. Последние результаты в этом нап­
равлении, связанные с обращением принципа оптимальности 
Кротова, принадлежат М, М. Хрусталеву [132, 133]. 

Метод полей экстремалей в задачах оптимального управле­
ния развивается В. В. Величенко [30]. 

Метод приращений позволяет получить разнообразные ло­
кальные условия оптимальности, которые переходят в глобаль­
ные для задач частного вида [40]. В отличие от других мето­
дов, достаточные условия метода приращений формулируются 
для отдельных траекторий, и не требуют построения специаль­
ных полей и функций. Задача обратимости принципа максиму­
ма для нелинейных систем рассмотрена в [46]. 

Для линейных систем проблемы достаточных условий опти­
мальности исследовались в работах [20, 40, 77, 87, 118]. 

НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ 

Ниже описываются основные современные методы получения 
необходимых условий оптимальности в задачах оптимального 
управления. При изложении методов исследования, опирающих­
ся на абстрактные формулировки задачи оптимального управ­
ления, идея методов объясняется сначала на конечномерных 
экстремальных задачах, а затем изучается функциональный слу­
чай и приводятся случаи применения результатов к типичным 
задачам оптимального управления. Всюду основное внимание 
уделяется раскрытию существа методов и описываются только-
ключевые моменты их применения и развития. Для понимания 
дополнительных деталей рекомендуются оригинальные работы.. 

§ 1. ПРИНЦИП МАКСИМУМА Л. С. ПОНТРЯГИНА 

История возникновения принципа максимума — основного 
метода теории оптимального управления — изложена во введе­
нии. С ТОЧКИ зрения конкретных приложений ценность принципа. 
максимума, как и любого другого метода, определяется богатст­
вом класса основных задач, для решения которых он пригоден, 
и степенью сложности операции, к которым он сводит решение 
исходной задачи. Однако знание только этой внешней сторо­
ны метода не достаточно для понимания существа, места и вли­
яния его на развитие теории и практики экстремальных задач. 
В данном параграфе в соответствии с общим замыслом обзора 
156 



приводятся основные моменты принципа максимума как мате­
матического метода исследования большого класса задач, охва­
тываемых моделями теории оптимального управления. 

1. Постановка основной задачи. Задан закон движения объ­
екта 

x •-=/(*, и), (1); 
где х — n-вектор фазового пространства X, и — r-вектор управ­
лений; 1{х, и)—вектор-функция, определенная и непрерывная 
вместе с dfldx по совокупности аргументов. 

Задай класс допустимых управлений: множество кусочно-
непрерывных г-мерных функций u(t), t>0, со значениями из за­
данного множества U r-мерного пространства 

и (06U-
Замечание . Приводимые в дальнейшем результаты оста­

нутся справедливыми, если вместо кусочно-непрерывных функ­
ции u(t), t>0, рассматривать измеримые почти всюду ограни-
•ченные функции и внести соответствующие изменения, связан­
ные с измеримостью, мерой нуль и т. п. Подобное расширение, 
класса допустимых управлений полезно для теории существова­
ния оптимальных управлений (см. Приложение). 

На траекториях д:(/'), t>0, системы (1), соответствующих до­
пустимым управлениям и(^), t>0, задан функционал 

h 
I = \fo(x(t),u(t))dt, (2) 

5 
где /i — некоторое число, f0(x, «) —скалярная функция типа' 
f(x,u). 

З а д а ч а , В фазовом пространстве даны две точки хн, хк. 
Среди всех допустимых управлений w(̂ ), t>0, переводящих фа­
зовую точку из положения х(0) =xH в положение x(t\) =%, най­
ти такое, для которого функционал (2) принимает наименьшее 
возможное значение. 

Решение задачи — функции u°(t), t>0 и x°(t), t>0 — назы­
вается оптимальными управлением и траекторией соответственно. 

Для доказательства принципа максимума удобно от постав­
ленной задачи в форме задачи Лагранжа перейти к эквивалент­
ной задаче в форме задачи Майера. Введем новую переменную 

• t 

xQ{t)=-[fo(x,u)dx 

м соответствующее ей уравнение 
x0=/o(-*. и) 
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добавим к системе (1), что приведет к уравнению 

jc—/ (x , и), (3) 

в котором х={х0,х'У, / = {/о, / ' } — (я + 1)-векторы. 
Новая формулировка основной задачи. Даны два /г-векто-

ра Хн, xk\ среди допустимых управлений u{t), t>0, найти 
такое, которое переводит траекторию x(t), t>0, системы (3) 
из положения лГ(0)=={0, х'нУ в положение x(tx) — {xQ, x'ky 
с минимально возможной координатой x0. 
_ 2. Метод доказательства принципа максимума. Пусть 
•x0(-)> *€[0, ti], —оптимальная траектория. Рассмотрим мно­
жество векторов 

Q{t0
1) = {Lx:Lx = x{t°)~x^[t°1)}, (4) 

которое образовано траекториями x(t), ^[0, t\], x(0)--={0,x^}', 
соответствующими всевозможным допустимым управлениям 
tt(t),tQ[0, t\\. Ясно, что точка {0,О'}' лежит на границе мно­
жества Q (t?). Однако записать этот факт аналитически 
невозможно, ибо множество Q (t?) невыпукло и необозри­
мо [118]. 

Естественно возникает мысль аппроксимировать множество 
(4) в окрестности точки х° (.•.?) более простым множеством. 
Имея в виду применение в будущем теоремы об отделимости, 
аппроксимацию построим так, чтобы: 1) она была выпуклым 
множеством и 2) не содержала точки {0,0'}' в качестве 
внутренней. Точки x{t°i), близкие к х° (t?), можно получить с 
помощью малых вариаций управления u°(i), t&[0, t°]. Класси­
ческий способ построения варьированных управлений: 

u(t) = u°(t) + ebu(t)t Е > 0 . (5) 

Здесь вариация 8г£(г.), t>0, подбирается так, чтобы функция 
tt(t),t>0, при всех достаточно малых е оставалась допус­
тимым управлением. В силу непрерывной зависимости решений 
дифференциальных уравнений от параметров точки х (t?) 
траекторий .x(i), t>0, соответствующих управлениям (5), 
будут близки к точке x0(t?), если число е мало. Однако в 
случае произвольно заданного множества U невозможно 
построить функцию bu(t), Ьи^)фО, такую, что 

U(t)eU, t e [0 . t i ] . При Bcex е, 0 < е < е 0 , е 0 > 0 . 
Чтобы убедиться в этом, достаточно взять множество 
£/ = {«:&=• ±1}. 
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Эти трудности исчезают, если воспользоваться вариациями 
Макшейна [164]. Элементарная вариация Макшейна (игольча­
т а я вариация) строится следующим образом: 

Здесь т.—точка из множества [0,t?); / — неотрицательное 
число; &>0, -.-|-ie<t?; ю — произвольный элемент множества U-
Нетрудно видеть, что управление 

я(0-»-(••)+-«(О. telo.t?]. (6) 
является допустимым при всех достаточно малых е>0 . С 
другой стороны, точки х (t?) ' на траекториях x(t), t > 0 , 
соответствующих управлениям (5), в силу непрерывной зависи­
мости решений от параметров будут сколь угодно близки к 
хй (t-J, если число s мало. Более того, легко подсчитать, что' 

^(t;)=xo(t?) + eF(t?, т) Д„7(х°(-), ao(T))i + o(e), (7) 
г д е F (t, т) — фундаментальная матрица решений уравнения 

t= df&{t), u'(0) -

символ kvf(x°, и0) означает разность f (x°, v) — f(x°, u°). 
Рассмотрим вектор 

5x-E( /? , t)&J$fi, B-({cdot}-))i. • (8> 
Выбирая всевозможные неотрицательные числа Z, из векторов 
(8) построим множество 

K(t§ = {bx:tx = F[tl 4Lvf(x°{*), и,о{*))1, 1>0}. (9> 
Множество K'{t\) выпукло. Оно аппроксимирует множество 
Q'(ti), т. е. точка {О, О'}' не может быть его внутренней точ­
кой. Если предположить противное, то, используя (7), легко 
доказать, что в этом случае точка {О, (У}' внутренняя и для 
множества Q(t?), чего не может быть (см. выше). 

Запишем условие отделимости точки {О, О'}' и множест­
в а (9): 

F'F{tl *)AJ(xO(x)), и° (-.))< О, 1^0 (cQ<0). (10) 
Если положить 

$»'(t)=??(tS, t), H(x, Ф, «) = ф7(-«, "). 
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;и вспомнить, что .и—-произвольный ' элемент множества U, то 
неравенство (10) можно, записать в форме принципа макси-
-мума 

H(xo(-). f (т), м°(-.))=-тахЯ(Зс°(~.), ф-ф. и), • (11) 

фо = (12) 

Приведенные рассуждения не являются еще доказательством 
принципа максимума Понтрягина, поскольку вектор с в нера­
венстве (10) зависит, вообще говоря, от выбора как вектора 
•1), так и момента т. 

Чтобы показать, что существует разделяющая гиперплос­
кость, не зависящая от вариации bBXOtt(t), используются сле­
дующие рассуждения. Сначала покажем, что вектор с в не­
равенстве (10) МОЖНО выбрать не зависящим от <а. Пусть vt, 
i-— 1, ..., s, —произвольные точки множества U. По неотрица­
тельным числам lt, 1 = 1,..., s, построим в момент 2. = -, 
•~б[0. ti), вариацию управления 

х + е2/ь х + * 2'* ' '==1' 
8и(0 = 

о, *ё 

•5, 
ft-=l 

-, -+e2-M' 
(13) 

ft—1 

где s — положительное число, " + s_2 j4<^ i . 

Управление (5) с вариацией (13) является, очевидно, допус­
тимым при всех достаточно малых числах е>0. Пользуясь ли-
иейностыо уравнения в вариациях 

d6x__ ДН*» (-Ь «'(0) а у 
dt дх 

легко подсчитать, что точки x(tf), лежащие на траектории 
x(t), t>0, соответствующей управлению (5), (13), допускают 
представление 

S 

^(t°)-=-^o(^) + B{sum}F(to,-:)Д 7(Х°(^), й° (•"))/, + <, (е). (14) 

Построенное по этому представлению множество 

K{tb~\bx:bx^F(U, -)A.,,7(x°(0. «-(-.))/], (15) 
lt>0, i=l,...,s 
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является, очевидно, выпуклым конусом. С помощью более тон­
кой, чем в случае s = l , топологической техники показывается, 
что точка {О, О'}' не является внутренней для конуса K(ti°). 
Это значит,что выпуклый конус K(ti°) аппроксимирует множе­
ство Q( î°) и его можно отделить от точки {О, О'}' некоторой ги­
перплоскостью с нормальным вектором с. Поскольку по постро­
ению векторы Vi, i = l , . . . , s, произвольны, то можно считать, 
что вектор с не зависит от выбора v{ vs. Записав условие 
отделимости и ПОЛОЖИВ s — 1, ОПЯТЬ придем к неравенству (10), 
которое можно записать в форме условия максимума (11). 

Чтобы построить разделяющую гиперплоскость, не завися­
щую и от момента т, на отрезке [0, t\°\ выбираем произвольные 
точки TJ, / = 1 , . . . , q, 0<Ti<T2< . . . <T.-<*i°, и c помощью неот­
рицательных чисел 1ц, i= 1,. . . , s, /= 1, . . . , q, для каждой точки 
tj строим вариацию 8w(t) типа (13). Для всех достаточно ма­
лых е>0 определена вариация 

§и(*)=25к/(0, *е[о, *?], 
• / • = -

с помощью которой по формуле (5) строится управление u{t), 
t > 0 , допустимое при всех достаточно малых s > 0 . Остальное 
•очевидно. 

Варьируя оптимальный момент времени t\, легко получить 
дополнительное условие 

HC^(4f ($,»-(*!))== о. 
Этим заканчивается вывод основных соотношений принцип* 

максимума. 
Оказывается, что вдоль каждого управления u(t), t>0, 

удовлетворяющего условию максимума (11), и соответствую­
щих ему траекторий^ (t), t> 0, u>(t), t>0, систем (1), (12) 
функции Н(t) = H(x{t), ty(t), u(t)), %(t) постоянны. 

Подводя итог описанию схемы доказательства принципа 
максимума отметим следующее: 

1) Основные построения при доказательстве ведутся в ко­
нечномерном расширенном фазовом пространстве (для этого 
предварительно производится переформулировка основной 
задачи). В классических схемах исследования вариационных 
задач все построения ведутся в бесконечномерных простран­
ствах аргументов минимизируемых функционалов. 

2) В основе доказательства лежит аппроксимация в окре­
стности точки x°(ti) множества достижимости x°(*i) + Q(ti) 
выпуклым множеством .x°(t?)+Ar(ti). В вариационном исчисле­
нии аппроксимируются функционалы. 

3) Аппроксимация множества достижимости производится с 
помощью вариаций Макшейна, которые соответствуют характе-
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py принципа максимума [118]. В классическом вариационном 
исчислении аппроксимации функционалов осуществляются с по­
мощью вариаций, равномерно малых на отрезке их определения. 

4) Вывод необходимого условия оптимальности (принципа 
максимума) осуществляется с помощью теоремы об отделимости 
множеств в конечномерных пространствах. В вариационном ис­
числении вывод необходимых условий оптимальности основан 
на вычислении производных, что предъявляет дополнительные-
требования к классу функций, участвующих в задаче, и к типу 
используемых вариаций. 

3. Принцип максимума (формулировка, схема применения). 
В предыдущем пункте приведены основные соотношения для оп­
тимального управления в задаче типа Лаграюка для стационар­
ных систем (1). Если исследуемый объект нестационарен, т. е.. 
правая часть уравнения зависит явно от времени t, 

x=J(x,u,t), (16> 
то систему дополняют еще одной фазовой координатой хп+х с 
ур авнением 

xn+i=>\, xn + i(0)---0. 
Если в фазовом пространстве системы (16) вместо фиксиро­

ванных векторов %н,- Хк заданы два гладких многообразия SQ,. 
51 и требуется, чтобы концы х(0), x(t\) траекторий лежали на 
этих многообразиях, то новая задача (при сохранении осталь­
ных условий основной задачи п. 1) называется задачей с под­
вижными концами. Необходимые условия оптимальности для 
концов л;°(0), x°(ti°) называются условиями трансверсальности и 
техника их получения не отличается от аналогичной техники 
вариационного исчисления. 

Основная задача п. 1 содержит, очевидно, задачу быстродей­
ствия (достаточно положить f0(x, ц)---1). К ней сводятся многие-
другие задачи оптимального управления. Например, вместо кри­
терия качества (2) можно рассмотреть функционалы 

/(и) =-•?(* ft)), 
it 

I (и) = ср {х (г.-)) + J / 0 (х, и) dx. 
о 

Таким образом, основная задача п. 1 содержит принципиаль­
ные моменты других задач и поэтому результаты п. 2 являются 
основными в теории оптимального управления. 

Для удобства пользования формулировку принципа максиму­
ма приведем для нестационарной модели (16). 

Принцип максимума. Пусть t1°, u°(t), x°(t) — оптимальные. 
конечный момент, управление, траектория в задаче 

и 
\ /о (-* (-)> и ("-)> "О dx {to}min, 
о 
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x=f(x,u,t), x(0)6So. x(ti)eSu. 
u(t)QU, t>0, U—компакт. 

Тогда найдутся постоянная ф0<0 и непрерывная ге-мериая 
функция f (t), t>0, (Ы + Ц-К^Н-̂ О) такие, что: 

1) Функции u°(t), x°(t), (J)O(t), tg[0, t°i\ удовлетворяют урав­
нениям 

V~~~ ~chjT' т дх 
где . 

Н (х, Ф, it, i) = фо/о С*. u,t) + Yf(x,u,t). 
2) Выполняются условия трансверсальности 

фо (0)J_r0, Ф-(<?)±Г-, 
где Г0, Т-— касательные плоскости многообразий 50, S1 
в точках х°{0), x°(ti). 

3) Справедливо условие максимума 
Я (л,о(.f), f (t), u° (0, 0 - m a x H (jc°(0, <|>° (0- «. 0. '-[О, 4 (18) 

4) Выполняется условие в оптимальный конечный момент 
ti (если в задаче момент tx не фиксирован): 

/ / (*-(<?), И * ! ) , «-(<?)-,*?) = 0. 
Из перечисленных свойств следует, что функция H(t) = 

= H(x°(t), ty°{t), u°(t), t) непрерывна на [0, t°] и во всех точках 
непрерывности функции a°(t), tQ[0, tf), имеет производную 
dHjdt, причем 

dH (0 _ дН(х° (г.), -ф" (t), и° Q.). t) 
dt dt " 

Таким образом, принцип максимума сводит исходную 
задачу оптимального управления (задачу поиска числа t-° 
и функции a°(t), t>0 ) к следующим операциям: 

1) Из соотношения (18) находится функция (вообще говоря, 
многозначная) 

и —и(х, Ф, t), (19) 
доставляющая максимум гамильтониану Н (х, •]», a, t), tiQU. 

2) После подстановки функции (19) в уравнения (17) полу­
чается краевая задача 

• дН (х, а|), и (х, i|), t), t) : дН (х, \]>, а (х, ty, t), t) 
Х~~ дф ' У~~ дх 

•*(0)eSo. xiWSi, Ф(0)±Т0, Wi)±.Tlt (20) 
Фо<0, Ы + ||Ф(<1)!1--=1. , (21) 
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3) На решении .£(..), ф0, ty(t), tg[0, t-], краевой задачи про­
веряется условие 

H(jc(ii),*(t1),a(A:(t1),«l>(t1),t1),t1)=0. (22) 
Поскольку в операциях 2), З) число неизвестных х{0), -j>0, 

1(0) . h, x(t\), 'ty(ti) конечно и равно числу условий (20) — (22), 
то перечисленные операции сводятся к задаче, имеющей, вообще 
говоря, единственное решение. Это значит, принцип максимума 
осуществляет редукцию того же. типа, о которой говорилось во 
введении при обсуждении методов вариационного исчисления. 

Краевая задача из 2) —краевая задача принципа максиму­
ма. , ,-•.•• ^ ! 

Л. С. Понтрягин [118] по, поводу принципа максимума ска­
зал: «... его отличие от классических теорем вариационного ис­
числения, сила и некоторая трудность доказательства» заключа­
ются в условии максимума (18), в котором приходится сравни­
вать с u?(ty не только близкие к нему управления и из U. 

За двадцать лет существования принцип максимума нашел 
многочисленные практические и теоретические приложения (см. 
библиографию работ [42, 88]). Общепризнано, что принцип 
максимума — наиболее сильное необходимое условие оптималь­
ности первого порядка среди всех известных условий подобного 
типа. 

Принцип максимума (продолжение). После первого доказа­
тельства принципа максимума он был перенесен на новые зада­
чи оптимального управления. Ниже рассматривается одна из 
таких задач — задача оптимального управления с фазовыми ог­
раничениями. 

Задача оптимального управления с ограничениями на фазо­
вые координаты с позиций принципа максимума была впервые 
рассмотрена Р. В. Гамкрелидзе [55, 56]. В связи с трудностью 
доказательств он изменил прежде всего класс допустимых уп­
равлений. Рассматривались только такие множества 17, кото­
рые в окрестности каждой граничной точки и описывались не­
равенствами 

<7i(«)<0,.. . , qs(u)<0 
с непрерывно дифференцируемыми функциями qi(u), i = l , . . . , s , 
а в граничной точке и выполнялись условия 

^г(а)==0, i = l , . . . , s, 

гяпк-f—i-—- : ; Ml-/ 
Допустимым управлением называлась каждая кусочно-непрерыв 
ная функция a(t), t>0, с кусочно-гладкой производной, такая, 
что -

u(t)qU, t> .0 . 
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Ограничения на фазовые координаты накладывались с по­
мощью скалярной функции g(x) класса С(2). Рассматривались 
замкнутые области G вида 

Q-={*:..?(...»<0}, 
в граничных точках x(g(.x) —0) которых выполнялось условие 

Пусть / 0 (л:, и), f (х, и) - {/, (х, а), . .., / „ (x, и)}' — функции 
класса С(1) no (x , а '} ' ; хн, х1г — точки множестваС. 

З а д а ч а . Среди всех допустимых управлений, переводя­
щих фазовую точку x(t) системы (1) из положения хн в по­
ложение х!п так что x(t)QG, 0 < г. <;£,., требуется выбрать 
управление и (t), 0 < t < t j , минимизирующее функционал (2). 

Необходимые условия оптимальности в [56] доказаны для 
траекторий, которые имеют конечное число точек стыка (в них 
сопрягаются участки траекторий, проходящие внутри и по гра­
нице множества G), каждый участок которых, лежащий на гра­
нице множества G, регулярен [56]. При этих предположениях 
в [56] доказан локальный принцип максимума (максимум га­
мильтониана ищется по подмножеству (a(u°(t)) множества £/). 
В конечном результате [56, 118] исходная задача поиска опти­
мального управления сводилась не только к поиску конечномер­
ных векторов, но и к нахождению дополнительной скалярной 
функции. К неопределенным векторам относились, кроме обыч­
ных (см. п. 2), и новые векторы из специального условия скачка 
в точке стыка. Здесь не приведены ни полная формулировка 
результата, пи основные идеи его доказательства, поскольку в 
дальнейшем (§ 3) будут изложены их улучшенные варианты... 

§ 2. МЕТОД ПРИРАЩЕНИЙ 

Исторически вторым методом исследования оптимальных уп­
равлений оказался метод приращений, предложенный в 1959 г. 
Л. И. Розоиоэром [122—124]. Метод сразу привлек внимание 
специалистов из различных приложений исключительной про­
стотой и ясностью своей основной идеи. Рассматривая прира­
щения минимизируемых функционалов без предварительных 
вспомогательных построений, которые, как правило, производят 
впечатление искусственности, Л. И. Розоноэр прямо приходил к 
принципу максимума. Построение формул приращения велось. 
так, что уже на первых этапах была видна роль гамильтониана 
в получении принципа максимума (в доказательстве, из § 1 не 
было такой «естественности»). В методе Л. И. Розоноэра при­
влекало и то, что в нем с самого начала были заложены воз­
можности получения как необходимых, так и достаточных усло­
вий оптимальности. В ходе последующего развития [57, 45, 62, 
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109, 114—116] метод приращения оформился в универсальный 
метод исследования оптимальных управлений, непосредственно 
связанный с конкретными объектами и потому наиболее простой 
из всех существующих методов оптимального управления. 

1. Простейшая задача терминального управления. Из § 1 
видно, что основная задача из теории принципа максимума фор­
мулируется как задача типа Лагранжа, а затем, в силу специ­
фики метода исследования, производится переход к другой фор­
ме— к задаче типа Майера. В теории оптимального управления 
задачи типа Майера, в которых минимизируемый функционал ' 
выражается через функции конечных состояний объекта, стали 
называться задачами терминального управления. Управление 
по конечному состоянию (терминальное управление) стало в 
последнее время одним из основных принципов построения ка­
чественных систем управления [3]. С теоретической точки зре­
ния задача терминального управления, как покажет последую­
щее изложение, имеет ряд преимуществ перед другими форма-
ми задач (в частности, перед задачей быстродействия). 

Простейшая задача терминального управления записывает­
ся следующим образом: 

jo(-0 = (P(^(!!i))->min> 
x = f{x,u,i),x(t0lr=x0,u(t)bUtteT = lt0,t1], (I) 

где tp(jc) —скалярная функция класса С{1), Г —фиксированный 
отрезок. Относительно остальных элементов задачи делаются 
такие же предположения, что и в § 1 . 

Существует [5,45,116] несколько способов построения 
формулы приращения минимизируемого функционала: 

Д/о (а) - /0 (и + д") ~ jo («) = Дер (x (t0) = «Р (x ft) + Ax (t,)) -
и 

7j.-='4l + '.--+--a, Yh-=o(|lAx(tOII), 

о ox 
и • • 

ч\г = \о<\\Ьх{Щ<и. 
i. 

Здесь Н(х, Ц-, tt, t) = ¥f{x, и, z.) —гамильтониан задачи (1), 
x(t), teT*,—траектория системы из (1), соответствующая 
управлению u{t), t£T, ty(t), tgT, —решение сопряженного 
уравнения 

; _ dH{x(t),^,a(t),t) (2) 
т дх W 
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с граничным условием 
Ф ( * 0 = - - * ^ _ ! . (3) 

Нетрудно подсчитать, что на элементарной вариации Макшейна 
Д8/0(Ц)=_едфЯ(л(.),ф(-),и(-),т) + о(з). (4) 

Следовательно, из неравенства Ае/0 (иР) > 0, справедливого 
на оптимальном управлении u°(t) при всех е, е>0 , получаем 

А„//(л:-(-с),фо(х), ао(х),х)<0. (5) 
Здесь - — произвольный момент из [t0, ^ ] , г.— произвольный 
вектор из U. Поэтому неравенство (5) можно записать в виде 

Л(х»Щ, f( i) , u°(t), t) = maxH(jco(t), f (t), a, t), te[t0, tx). (6) 

Принцип максимума для простейшей задачи терминаль -
ИОГО управления. Для каждого оптимального управления 
u°(t), t£T, и соответствующей ему оптимальной траектории 
•x°{t), t&T, в задаче (1) выполняется условие максимума (6), 
где ф°(0, t£T, —решение сопряженной системы (2), (3) вдоль 
«-(*), xQ{t),t£T. 

Из приведенного утверждения видно, что исходная задача 
вариационного типа (1) сведена к поиску такого /г-вектора 
ty(t), при котором выполняется равенство (3) для решений 
.# 00, Ф(0 исходной и сопряженной систем (1), (2) вдоль 
управления й = и(л:, ф, t), найденного из условия максиму­
ма (6). 

2. Задача терминального управления с ограничениями. 
Метод приращений для задач с ограничениями на правый 
конец траектории 

x(tx)eQ 
был применен еще в первой работе Л. И. Розоноэра. Однако 
он наиболее естественен в случае, когда ограничения имеют 
вид 

Ji(u) = gi(x(tl))<0, i = \,...,m, 
/Ди) — £Дх(г-)) = 0, / = — l , . . . , - k , (7) 

т. е. когда они заданы с помощью функционалов того же 
типа, что и критерий качества задачи (1). 

Для каждого из функционалов (7) справедлива формула 
приращения (см. п. 1). Оптимальность управления u°(t), t£T, 
•означает, что для допустимого управления и ()•)-= и0(t) + Д.и(0-
для которого выполняются соотношения 

/ , (« )< О, j==l,...,m; /Ди)-=-0. j = - l , . . . , — k , 
справедливо и неравенство 

Д/о (йО) = /„ (и) - J0 (и°) > 0. 
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Эти условия можно записать [45, 116] в виде условий непересе­
чения двух множеств в конечномерном пространстве значений 
t/i = Ah(u0), £•=--—£,..., т, причем одно из множеств выпукло... 
Далее, с помощью игольчатой вариации строится выпуклая ап­
проксимация невыпуклого множества. Применив теорему об от-
делимости к'полученным выпуклым множествам, приходим к 
принципу максимума. Чтобы показать, что разделяющая плос­
кость не зависит от параметров игольчатой вариации, достаточ­
но использовать серию вариаций, как и в аналогичной ситуации 
из § Г Окончательный результат [45]: 

Принцип максимума. Для каждого оптимального управ­
ления a-(t), t£T, задачи (1), (7) найдутся такие числа 
^i,' i= — к,.. ,,т, не все'равные нулю, и решение ф°(£) урав­
нения (2), что 

1) Х.>0, i - 0 , . . . , m , ..&(.*-(*i))-=0, i=-k,...,-\, 
2) .tf (jc°(*), f ( t ) , «o(0, 0 = max #(.*-(*), f ( t ) , u, t), tQ[t0, *.-), 

'It-

. , dx 
i=—k 

Приведенная схема доказательства принципа максимума по­
казывает, что его можно доказать каждый раз, как только 
удастся для функционалов, описывающих критерий качества и. 
дополнительные ограничения, найти формулы приращения вида 
(4). Для функционалов, определенных гладкими функциями, 

. это, как показано выше, элементарная задача. В связи с зада­
чами оптимального управления при ограничениях на фазовые' 
координаты появились «неклассические» функционалы типа 

У(й)=тах£(х(г.)). 
ЩТ 

червые в работе [78] для таких функционалов была развита 
хника, позволяющая получить формулы типа (4). Впоследст-

ии проблема дифференцирования по направлению негладких 
функций была детально исследована в работах [63, 72, 74, 75]. 

В следующих пунктах метод, приращений распространяет­
ся на ряд новых задач оптимального управления-

3. Задача на минимакс* Рассмотрим задачу минимизации 
функционала 

/ 0 (а)=т ах у (х (t)) (8) 
•6Г 

на траекториях системы (1). Нетрудно подсчитать, что прира­
щение Д/0(и) функционала (8), вызванное вариацией 8u(t),. 
t&T, таково: 

* Доказательства приведенных в п.п. 3, 4 результатов принадлежат-
В. В. Альсевичу [1, 2]. 
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А /0 (и) = max tp [x (0 + -л (t)] — max cp (x (if)) -----
igr /gr 

-=raax-^gB-Sx( / ) + o(||8x(.)||), (9> 

где M=M(x(-))—-множество точек максимума: 
cf(x(^)) — raaxcp(x(-)), t^M. 

xQT 

Пусть tt°(t), t&T, — оптимальное управление, 8eto«(i)i tQT, 
элементарная вариация Макшейца (игольчатая вариация),, 
bxvx(t), tQT,--соответствующая вариация траектории. Тогда 
найдется такое число е0>0, что для всех е, 0<е<е 0 , из не­
равенства Д/0(ц°)>0 и (9) следует неравенство 

Ы0 (и°) = max dtp/ (*°(t)) Ъ„х (t) > О, (Ю), 
tQM 0K N ' 

(bXvx (t) = F (t, ~) Aw/ (jco (,), я- (-c), <-), t > г, BTtA- (t) - 0, tg [*0, r}).. 
Если ввести множество М(х°) неубывающих на Т функций: 

X(t), постоянных на Т\М и таких, что ^dA (а,) = 1, то неравен-
т 

ство (10) можно записать в виде 
8/0(и°) — max \W № (0) ъхьх (t) dk (i) = 

Ht)QM(x') £ 0x 

м 
Положим 

yXlgMbxvx(t)dW(t)>0. ' (11) 

f ( * ) = - ^ d*'£(t)) F(t,x)dl»(t). ' (12> 
•t 

Поскольку функция F(t,t) удовлетворяет уравнению 

F(t, -) — E + ^ F ( / , s)
dfW')£W' s> ds, 

то для функции (12) получается интегральное уравнение 

Y(t)J\i?' (s) -̂ '(-М'С').') ds__^ ̂ М dlo (s). (i з> 
* t 

В точках, где функция X°(z.), tGF, имеет производную, это 
уравнение сводится к уравнению 

у аП*-(О. ""(О.').., | дФ(*в(0) хп 
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В точках -с разрыва функции Х°(г!) из (13) следует формула 
•скачков: 

ф(- + 0)-ф(<--0)= dHfx
{x)) [Х-(- + 0)--Х°(--0)]. 

Неравенство (И) теперь можно записать в виде условия 
максимума 

H(x°{t), f (t), ц-(0> t)=--max#(jc°(t), <|>°(0. ». О-
«е<-/ 

Функция X0(t), tQT, зависит от параметров -, v игольчатой 
вариации. Однако, как в § 1, с помощью серии вариаций Мак-
шейна можно показать, ЧТО существует функция X°(t), опре­
деленная вдоль оптимальной траектории x°(t) и не зависящая 
•от v, ~. 

Выше для простоты рассматривалась задача терминально­
го управления со свободным правым КОНЦОМ. ЕСЛИ ввести 
.дополнительные ограничения на правый конец х(г.-), то в пол­
ной аналогии с п. 2 получим следующее утверждение. 

Теорема . Пусть tt°(z.), x°(^), t&T, -—оптимальные управ­
ление и траектория в задаче 

x = f(x, и, г),1 х (г-.)—x0, 
g4(*(..)<О, г=1 т, u(t)QU, (14) 

/ (й)= max<p(x(t))->min. 

Тогда найдутся неотрицательные числа Х;, 1 = 0,..., m 

!l{sum}Xi>0 , неубывающая функция l°(i), \id\°(t) = \, и решение 

$°(t)> Щ[*о, t\], уравнения (13), такие, что 
1) ^.(*°(*i)) = О, i= l , . . . , m\ 
2) Х- (t) = const при <р (xo (^)) < I (и0); 

пг 

(-0 0Ж 

4) Я (.*-(*), f (t), u°(t), t)=maxH(xv(t), f (t), u, t). 
UQJ 

Изложенная схема непосредственно применима к задаче с 
•ограничениями на фазовые координаты 

x=f(x, и, t), x{t0)=x0) u(t)£U, 
gi(x{t))<Q, i = \ m; gt(x(t)) = 0, i=—k - 1 , 

/ (it) = cp (x (ti)) {to} min. 
•Общим недостатком всех известных необходимых условий оп­
тимальности в задачах на минимакс (и в задачах с ограничени-
•-ями на фазовые координаты) является недостаточная для реаль-
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ных вычислений определенность функции X°(t), tqM. В силу это­
го исходная задача поиска функции и0 (г!) сводится к новой зада­
че, в которой ищется опять функция l°(t), а не вектор, как это 
было]ДО сих пор в других задачах. Включение функции l°(t) в 
семейство функций с конечным числом неизвестных парамет­
ров явилось бы серьезным достижением в этой области. 

4. Задача на минимакс (второе решение). Для задачи (1), в 
которой критерий качества заменен на (8), можно получить 
необходимые условия оптимальности в другой форме. 

Вдоль a°(t), x°(i.) определим n-мерную функцию г|з°(£, 6) 
согласно уравнениям 

• У - У у ч у м , . ««• 
у(., ,-он - - у , f (<, »).-о, 8>,. а5) 

Тогда из формулы (9) на игольчатой вариации получаем 
Д8 / («°) =- — е mln Д в # (Х° (х), f (t, x), и* (х), х) + О (е), 

tQM 

что в совокупности с неравенством АЕ/(и°)>0 приводит к сле­
дующему утверждению. 

Теорема . Для каждого оптимального управления и0(а.), 
t&T, задачи (1), (8) и соответствующих ему решений x°(t), 
(j.°(/,-.) уравнений (l), (15) выполняются условия 

max min LVH- (x° fo), f (t, -), uQ (x), x) = 0, xg [t0,7), 

H(x°(x),f (*,х),и-(х),х)==0, хб[М1), t~== max /. 
tQM 

5. Задача управления с векторным критерием качества. За­
дачи терминального управления с дополнительными ограни­
чениями можно трактовать как задачи терминального управле­
ния с векторными критериями качества, если под решением пос­
ледних понимать поиск неулучшаемых управлений. Такой под­
ход описай в [177]. На этом пути появляется возможность по­
лучения эффективных условий оптимальности особых управле­
ний (см. § 8) в задачах с ограничениями на траекторию. Соот­
ветствующие результаты получены В. В. Гороховиком и 
С. Я. Гороховик [66]. Трактовка задачи на минимакс (п. 3) как 
задачи с бесконечномерным критерием качества используется в 
[134]. Все эти результаты можно рассматривать лишь как 
предварительные на, видимо, перспективном направлении. 

6. Негладкие задачи оптимального управления. Задачу на 
минимакс можно рассматривать как пример задачи с неглад­
ким критерием качества. Подобные задачи в последние годы 
привлекли внимание многих исследователей. В работе [170] 
рассмотрена задача 
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t, 

) fa(x(t), t) dt {to} min, 
Л 
x=/(x,tt,t), a(t)e.u, (16) 

gi (Jc(to), .«(t!)) —О, i = l m, 
где в отличие от традиционных предположений считается, 
что непрерывная функция /0(-x, t) no x не обязательно класса 
С ( 1 \ а только выпукла по х при каждом t. 

Негладкость задачи (16) прежде всего сказывается на виде 
сопряженной системы 

.'К0<£(-к°(*Ж> *)-g(*°(0. 0 для всех &e#„- *e[t0. hi 
где (i(if)—производная абсолютно непрерывной функции. 

Некоторые задачи с ослабленными условиями гладкости на 
правые части уравнений системы ИЛИ функционалы исследуются 
методом приращений в [1, 2, 45]. Другие результаты см. в [31, 
69, 78, 95, 126, 162, 172, 175]. Представляется, что работа по 
исследованию негладких задач оптимального управления нахо­
дится на начальной стадии. 

§ 3. МЕТОДЫ ТЕОРИИ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ 

В XX в. в связи с бурным развитием функционального ана­
лиза многие задачи вариационного исчисления получили абст­
рактную формулировку. Общий подход к разнообразным част­
ным задачам позволил более глубоко понять существо многих 
известных фактов и дать им единую трактовку [63, 107]. С по­
явлением принципа максимума Понтрягнна вновь возник вопрос 
•об общей теории экстремальных задач, ибо задачи оптимально­
го управления не поддавались исследованию с помощью извест­
ных к тому времени общих методов. 

Первыми современную теорию экстремальных задач в функ­
циональных пространствах построили в 1963 г. A. Я. Дубовиц-
кий и А. A. МИЛЮТИН [77]. Как и в случае современной теории 
нелинейного программирования и теории оптимального управле­
ния (современного варианта вариационного исчисления), основ­
ным элементом нового подхода явилось систематическое ис­
пользование выпуклых множеств и связанных с ними понятий и 
фактов выпуклого анализа. Традиционные операции с произ­
водными Фреше были заменены операциями в терминах произ­
водных по направлению. 

Метод Дубовицкого—Милютина послужил толчком к пост­
роению других абстрактных схем исследования экстремальных: 
задач. Ниже будут описаны основные из них. 
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В соответствии с темой обзора в теории экстремальных за­
дач мы, кроме общего описания методов, отметим лишь те 
факты, которые имеют непосредственное отношение к теории 
оптимального управления. ПОНЯТНО, ЧТО значение современной 
теории экстремальных задач этим не исчерпывается. С други­
ми ее аспектами можно ознакомиться по [74, 75, 78, 79, 120]. 

1. Метод Дубовицкого—Милютина. Конечномерный вариант. 
Основные особенности метода проиллюстрируем сначала с по­
мощью классической задачи на условный экстремум: 

/(x){to}min, g(.x.) = 0, 
где я —я-вектор, f (x), g(х) — скалярные функции класса C*1), 
gradf(x)^0, gradg(x)-7-=0. 

Пусть л;0-—решение задачи. Вектор I, lSRn, называется за­
прещенной вариацией, если производная от функции f (х) по 
направлению I в точке х° отрицательна: 

Вектор / называется вариацией, допустимой по ограничению 
g {х) = 0, если 

• ' - $ - _ lim <gw + ^ * Q « l t - 0 . (2) 

Рассуждением от противного легко показать, что множество 
запрещенных вариаций и множество вариаций, допустимых по 
ограничению, построенные в точке х°, не пересекаются. Посколь­
ку оба упомянутые множества выпуклы, то условие их непере­
сечения можно записать с помощью теоремы об отделимости, 
т. е. в терминах коэффициентов линейной формы, задающей раз­
деляющую плоскость. Ясно, что множества вариаций, удовлет­
воряющие соотношения (1) и (2), разделимы тогда и только 
тогда, когда 

дх Ох 
Это равенство, записанное в терминах функции Лагранжа 

F(x,\)*=ftx)-\g(x), 
выражает классическое правило множителей [18]. 

В описанной схеме исследования задачи на условный мини­
мум следует выделить моменты, которые не встречались в клас­
сических методах: 1) введение множеств вариаций, запрещен­
ных и допустимых по ограничениям, 2) сведение условий мини­
мума к условиям непересечения выпуклых множеств, 3) запись 
условий непересечения через коэффициенты разделяющих плос­
костей. 

.2. Общая схема метода Дубовицкого—Милютина. В банахо­
вом пространстве №. заданы функционал F(w), конечное число 
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ограничений типа неравенства и ограничение типа равенства. 
Каждое ограничение типа неравенства задается множеством, я в ­
ляющимся замыканием некоторого открытого в W множества. 
Ограничение типа равенства — это замкнутое множество в W, 
открытая часть которого пуста. Требуется найти минимум функ­
ционала F(w) по элементам w, удовлетворяющим всем з а д а н ­
ным ограничениям типа неравенства и равенства. 

Пусть w° — точка минимума. Будем исследовать функцио­
нал и ограничения в окрестности точки w°. 

Элемент w£W называется запрещенной вариацией, -если 
существует такая окрестность U (w) и такое число е 0 > О . 
что F(w°-\~&wx)<iF(w°) при всех е, .до-; 0 < e < e 0 , te-jgL/"(та-). 
Элемент w£W называется вариацией, допустимой по ограни­
чению типа неравенства, если найдутся такая окрестность 
V (чю) и число_е0>0, что при всех г,щ\ 0 < s < e 0 , щ$р (.да), 
точка tm0-\~BWi удовлетворяет рассматриваемому ограничению. 

Элемент wQW называется вариацией, допустимой п о . 
ограничению типа равенства, если, какова бы ни была о к ­
рестность U(<w) и каково бы ни было число е 0 >0, найдутся 
такие е, да.; 0 < s < e 0 , w^U(w), что точка w°-\-&Wi у д о в л е т ­
воряет рассматриваемому ограничению. 

Множество запрещенных вариаций обозначим через Й-, м н о ­
жество вариаций, допустимых по i-му ограничению типа н е р а ­
венства—через й,, множество вариаций, допустимых по о г р а ­
ничению типа равенства — через й. Предположим, что все м н о ­
жества Q0, Qi, й непусты. В этом случае Й0, Qi — открытые 
конусы, Й— замкнутый конус; все конусы — с вершиной в н а ­
чале координат. 

Из определения конусов Йо, Qi, Й видно, что конус йо е с т ь 
.аппроксимация в окрестности точки ш° множества элементов 

{w:F(w)<F(w°)}. 
Конус йг аппроксимирует в окрестности точки w° множество' 
элементов w, допустимых по i-му ограничению типа неравенст­
ва (элементов w, удовлетворяющих i-му ограничению). А н а л о ­
гичный смысл имеет конус й. 

Содержательность введенных аппроксимаций определяется 
тем, что пересечение всех конусов йо, ^г, -2> £= 1 п (п — к о ­
личества ограничений типа неравенства) пусто. В этом з а к л ю ­
чается первое необходимое условие минимума в методе Д у б о -
вицкого—Милютина, выраженное в терминах конусов. 

Для эффективного применения условия минимума Дубовиц.-
кий и Милютин ввели второе необходимое условие минимума, 
которое выражено в терминах сопряженных конусов. Пусть £2.-,. 
£=-0,..., п, — открытые выпуклые конусы, Й — замкнутый в ы ­
пуклый конус Обозначим через ЙД й + конусы, сопряженные 
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к fii, Q соответственно. Если w° — точка минимума, то найдут­
ся такие не все равные нулю функционалы coi 6 Qi+, i = 0,...,n, 
со 6й+> что 

<во + «>1+ •. • + юп'+ео==0. (3) 
Равенство (3), которое в [78] названо уравнением Эйлера, вы­
ражает второе необходимое условие минимума. 

Уравнение Эйлера является необходимым и достаточным ус­
ловием непересечения выпуклых конусов Q.-, i = 0,...,n, Q. Это 
одна из реализаций теоремы об отделимости выпуклых мно­
жеств, введенная впервые А. Я. Дубовицким и A. A. Милюти­
ным. 

Из общей схемы видно, что каждый функционал и каждое 
ограничение исследуются отдельно без связи с другими функ­
ционалами и ограничениями, т. е. их достаточно исследовать 
ТОЛЬКО один раз, независимо от задачи, в которой они могут 
встретиться. Для записи уравнения Эйлера нужно знать только 
вид функционала, неотрицательного на соответствующем конусе. 

Для многих конкретных функционалов и ограничений необ­
ходимые исследования и формулы для неотрицательных функ­
ционалов можно найти в [78]. 

3. Применение к задачам оптимального управления. Основ­
ным вопросом исследования при разработке общих схем являет­
ся вопрос об их эффективном применении. Задачи оптимального 
управления были наиболее серьезным испытанием метода Ду-
бовицкого—Милютина. В рамках теории экстремальных задач 
задача оптимального управления формулируется следующим 
образом. 

В пространстве /г-мерных непрерывных функций x(t), t6 
Q[tQ, tj], и пространстве г-мерных ограниченных измеримых 
функций u(t), tG[to.-ill заданы: функционал 

и 
I (x, M)==\/o(.xi и, t)dt 

и и ограничения 
1) g{x)<.0, 2) <р(«)<°. З)3с=/(л,и, t),x(t0)^x0, 

4)' х(^) = хх. 
Требуется'найти функции x°(t), u°(t), дающие минимум функ­
ционалу / (x, it). 

Здесь ограниченные функции fQ(x, и, t), f(x,u,t)> 
g(x),<p(tt) по аргументам х, а принадлежат классу С'1); 
£(.*о)<0, g-(xi)<0; дЦдхфО, если g(x) = 0; dfldu=£0, если 
ср(и) = 0. 

Построив множества запрещенных вариаций, допустимых 
по перечисленным ограничениям, и найдя вид неотрицательных 
функционалов над полученными конусами, A. Я. Дубовицкий 
и А. А. Милютин записывают уравнение Эйлера в виде 
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Ч»)={-™—J(OA (4) 
Здесь X [и) — общий вид функционала из сопряженного конуса 
по ограничению 2); ф (̂ ) —-решение системы 

; df, dF dg du, , ,, -. 

.d(j-(t)—-мера, сосредоточенная на множестве M = {t: g(x°(.,))=--
— 0}; с, а — п-вектор и скаляр. 

Из (4) вытекает, что функция / / — .[//—aE обладает 
свойствами 

^ = 0при < Р И < Т < 0 ; 

_ м < 0 , е с л и - ^ - Ж О . (5) 
Соотношения (5) представляют собой необходимые условия 

оптимальности, соответствующие уравнению Эйлера (3). Эти 
соотношения можно трактовать как локальный принцип макси­
мума, при котором с оптимальным управлением it°(t) сравни­
ваются лишь близкие точки из {и : ф(и) < 0 } . 

4. Техника получения принципа максимума. Как видно из 
предыдущего, общая схема Дубовицкого—Милютина приводит 
лишь к локальному принципу максимума в теории оптимально­
го управления. Однако ими была развита специальная и-техни-
ка (не имеющая отношения к описанной выше общей схеме), 
с помощью которой из локального принципа максимума следует 
глобальный принцип максимума. Эта техника состоит в сле­
дующем. 

Пусть x°{t), и0 (t)-—решение задачи п. 3. Введем функцию 
*o0("-)i "6[0. l]> принимающую два значения, одно из которых 
нуль, и такую, что 

1 

5 d°^)dx = tv 

Пусть 
;(,) = ^ + ^°(x)dx, 

x o ^ j - o ^ - . ) ) , и°(-.)-=ао(*(-0). 
•Оказывается [78], что функции х°(-.),.-.-(•-) являются решением 
задачи 
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1) g(x)<0, 2) ti(*)>0, 3) dx/d- = ^(-)/(x(x), £-(,)), .x(0)-.x:0, 
4) х(1) = хг, 

В задачу (6) новое управление v (с) входит линейно, и мно­
жество допустимых значений его (условие 2) выпукло. 
Поэтому локальный принцип максимума для задачи (6)' совпа­
дает с глобальным. 

Возвращаясь к старым переменным t, x(t), u(i) для задачи 
п. 3, получаем следующий результат: существуют такие число 
« > 0 и мера dn(t)>0, сосредоточенная на M={t:g(x°(t)) = 0}, 
что 

H(t,u)^f (i)f(x°(t), u(t))-af0(xQ(t), u(t))<0, 
причем равенство достигается для почти всех t, если u(t) = 
= tt-(t); И + ИфООИ̂ О. 

Этот результат в [78] доказан для случая, когда вместо 
неравенства <?(«)< О имеется ограничение u(t)£U, момент tx 
не фиксирован. 

Таким образом, общая схема Дубовицкого—Милютина в со­
вокупности с и-техникой позволили впервые доказать (глобаль­
ный) принцип максимума в задаче оптимального управления с 
фазовыми ограничениями. 

5, Теория первой вариации Гамкрелидзе. В методе Дубовиц­
кого-—Милютина с точки зрения задач оптимального управле­
ния недостаточно полно учитывается специфика ограничений, 
заданных дифференциальными уравнениями. Впервые наиболее 
четко эта специфика, играющая основную роль при доказатель­
стве принципа максимума, была выявлена в теории первой ва­
риации Гамкрелидзе [58, 150]. В. основе нового подхода лежали 
исследования Р. В. Гамкрелидзе по теории скользящих режи­
мов [57]. 

Пусть F—-семейство /i-мерных функций f(x, t), измеримых 
по t и класса С(г> по х; \\f (x, t)||<m(t), \\dfldx\\<m(t), 
т (t) — интегрируемая функция. 

Для каждого элемента /6F определим уравнение 
x = f(x, t) 

с решением x(t), tQ[tlt ^-Удовлетворяющим условиям 
x (tij •== 21, X (t^) = = 2.2. 

Предположим, что 

•Q — множество точек qz, соответствующих всевозможным /б/7 . 
Пусть в пространстве R2n+T задано дифференцируемое 

многообразие N с границей М. Через Nr(q), Мт(д) обозначим 
касательные полуплоскость к N и плоскость к М в точке q. 

Решение x(t), t£[tb t2], называется F, ^-экстремальным, 
•если qzQM и существует окрестность U точки qz такая, что 
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Uf]Nf]QcM. 
Важнейшим в теории Гамкрелидзе является понятие квази-

выпуклого семейства F: для каждого конечного набора 
/г /г из F> каждой ТОЧКИ а== {а- а,}' симплекса 
Рт (а£>0, 2 а г = 1) и каждого числа е>0 найдется элемент 
/ 6 F такой, что функция 

интегрируема, 2) 

g\\<m{t), \\gx\\<m(t), m(t)~ 

< е, 3) при каждом х по аргу-> 

g(x, t, а) = 2 а г / г ( х ' t) — fa(x, t) 

удовлетворяет условиям: 1) | 

^g(x, t, o)dt 
{tau}i 

менту t функция g(x, t, a'){to}g(x, t, a) no мере, если a'{to}a. 
Т е о р е м а . Для каждого F, N -экстремального решения 

x°(t) существует нетривиальное решение ty°(t) сопряженного 
уравнения 

такое, что выполняются 
1) интегральный принцип максимума: 

Ь {' 
]#°(x°(t), фоy)t t)dt>\И(x°(0, f (0, *)dt 

для каждого / ( х , t)GF; 
2) условие трансверсальности: 

{H-CXO, (t-), fity),^), -H°(X<>(t2), f (̂ 2), t2), —<]»-(.<!), ф° (*•-)}-Ш 
в точке .^ = {ti, t2> •x0(*i)».*0(t2)}. 

Примерами квазивыпуклых семейств являются следующие 
семейства, играющие большую роль в теории оптимального' 
управления: 

E={./(.*, *);/(•*, 0=/ ( • * . «С). 0, «(OeU), 

F = / (x, t):f(x,t) = f(x, а ( 0 . 0 . $ | |и(01 |^<«> • 

Квазивыпуклость этих семейств доказывается с помощью 
одной аппроксимационной леммы [57] из теории скользящих 
режимов. Основное утверждение леммы и привело к понятию 
квазивьшуклости. 

Для первого семейства из приведенной теоремы следует обыч­
ный принцип максимума, для второго ~ принцип максимума в-
интегральной форме. Последний результат по классической схе­
ме § 1 получить не удавалось. 
178 



6. Метод Нойштадта. Теория первой вариации Гамкрелидзе 
позволила Нойщтадту [168, 169] построить новую теорию экст­
ремальных задач, в которой ограничения, заданные дифферен­
циальными уравнениями, учитывались более естественным 
образом, чем в теории Дубовицкого—Милютина. 

Пусть У — линейное топологическое пространство. В, Q—-
некоторые его подмножества, F—непрерывная функция У-+#т1 
определенная в окрестности N нулевого элемента О^У. 

Положим 
Y = {x:xeN, F(x) = 0}. 

Элемент О^У называется (Q, В, ^-экстремальным, если 
существует такая окрестность N* нуля, что Y П Q П-9 Г)-V* = 0. 

Относительно F, В, Q предполагается следующее: 
1) Существует непрерывное линейное преобразование Ъ(х) 

из У в jRm такое, что 

£Ш-+\(х), xeCf. 
В Е->0 

у-*х 

2) Существует внутренний конус Z для В в нуле, т. е. 
если р — луч из Z, то существуют конус Zp с вершиной в нуле 
и окрестность Np нуля, такие, что: a) ZpaZ, б) р — внутрен­
ний луч в Zp, в) Zpf\Npc:B. 

3) Существует выпуклая аппроксимация первого порядка 
для Q, т. е. найдется выпуклое множество К такое, что: 
a) Og/C и К содержит точки, отличные от 0, б) если хх,.. .,xv—• 
произвольное конечное множество из К и N— произвольная 
окрестность нуля в У, то существует такое число е0>0, что 
для любого е, 0<е<е 0 , найдется непрерывное отображение 
Се (а) симплекса Рч в У, обладающее свойством 

te(<-)e 4{sum}<*£^+-VJ П<2 для всех a + Pv . 

Допустим, что 
П = {х:хеУ, A(x)-0}, Z ' - Z f l l T 

Т е о р е м а . Пусть точка 0 является (Q, В, Р)-экстремал 
ной. Тогда либо Zr <= 0, либо существует ненулевой функцж 
нал 1*аУ* такой, что 

г* (x)<o </*(#) 
для всех XQK, y&Z'. 

Понятие (Q, В, /^-экстремальности принимает более кон­
кретную форму для следующей канонической задачи оптими­
зации [169]: 

В У даны множества Q и W и определены функционалы 
ср̂ , 1= —-[А, . . . , т. Требуется найти точку x0QWf\Qr такую 
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что: a) <P-(JC-)=0, i = l , . . , д ; б) <р-(л-)<0, г =- —^ - 1 , 
в) 9o(.K°)^min. 

Различаются несколько типов регулярности решения кано­
нической задачи. В понятие регулярного решения х° входит 
требование 

(^i - = 1, ..., /га, линейно независимы). Для вполне регулярного 
решения х дополнительно: 

у->0 

(е., i —-= — -л, ..., — 1. — непрерывные выпуклые функционалы). 
Пусть К — выпуклая аппроксимация первого порядка для 

Q'—xu. 
Т е о р е м а . Для каждого вполне регулярного решения хй 

канонической задачи существуют такие числа a., i —1, ..., m, 
а ; < 0 , ie/(x°), /(х°)—{г.срДхо) — 0, i = - n 0), что 
т 
2u aih (•x)+ 2л агс£(х)<0 для всех xgconv/C-

• '=•-. ig / {x') ; 
Этот результат (одна из основных теорем абстрактной тео­

рии экстремальных задач Нойштадта) довольно просто исполь­
зуется для исследования различных задач оптимального управ­
ления [169]. Для известных задач получаются результаты, сов­
падающие с результатами Дубовицкого и Милютина, но теперь 
переход к реализациям проще. 

Изложенным методом решена новая задача оптимального 
управления [170] с негладким критерием качества (см. п. 6 из 
§ 2). 

7. Метод Халкина. Если проанализировать доказательство 
принципа максимума (см. § 1, п. 2, конус достижимости), ^-тех­
нику Дубовицкого—Милютина (см. п. 4) и аппроксимационную 
•лемму Гамкрелидзе, то создается впечатление, что все они ос­
нованы на одном общем свойстве решений дифференциальных 
уравнений. Впервые это обстоятельство было замечено и ис­
пользовано Халкиным для нового подхода к доказательству 
принципа максимума [154]. 

Упомянутое СВОЙСТВО решений дифференциальных уравнений 
в общей теории не исследуется и было обнаружено в связи с 
задачами оптимального управления. Оно связано с одной глу­
бокой теоремой Ляпунова об области значений векторнознач-

, ных мер [108]. Ьще в 1960 г. Лассаль [161] использовал эту 
теорему при исследовании принципа релейности. Затем она в 
полном объеме была применена Нойштадтом [171] для доказа­
тельства оригинальной теоремы существования оптимального 
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управ-ления- Теорема Ляпунова позволяет доказать следующее 
свойство решений дифференциального уравнения: если функции 
A{t), b(u, t) непрерывны, множество О —компакт, то множе­
ство 

Q={x:x~x(h)}, (7) 
образованное решениями x(t) уравнения 

x=A(t)+b(u{t), t), x(t0)=x0i _ (8) 
соответствующими всевозможным измеримым функциям u(t), 
u(t) 6 U, является выпуклым компактом. 

В общих словах идея Халкина состояла в следующем: 
если множество (7) выпукло для линейной системы (8), то оно 
должно быть почти выпукло для нелинейной системы, из кото­
рой система (8) получается соответствующей линеаризацией по 
переменной х. Так как свойство выпуклости при всех доказа­
тельствах принципа максимума является решающим, то есть 
надежда доказать принцип максимума по новой схеме. Этот 
путь реализован в работе [154]. 

Пусть дано семейство дифференциальных уравнений 
i = / ( x , 0. /6F. x(0) = 0, te[0, 1], (9) 

и терминальное множество 
M = (x:g;(x)-=-0, i=-l, ..., m). (10) 

Требуется найти функцию /°6E и решение . x°(t), t6[0, 1], 
x°(l)GM, уравнения (9), такие, что значение g-(x°C-)) макси--
мально. 

Пусть W = {х : х — х(\)} —множество достижимости: 
5 (x) -= [у: уШ, g0 {у) > g0 (x)}. 

Семейство F называется В-выпуклым, если для любого 
подмножества А из класса В всех Ворелевских подмножеств 
отрезка [0, 1] из того, что /16F, /26F. следует, что функция 

f(x, ^^[f^t), ..6[0,1]\A 
принадлежит F. 

Задачу (9), (10) линеаризуем: вместо f(x,t), g{(x) рас 
смотрим функции 

/(*>(*). *)+a**aSP,0(*-*°(-)). 
Пусть W°(xQ(\)), S°{xa(\)) — аналоги множеств W, S(xu(\)\ 

ДЛЯ линеаризованной системы. В силу отмеченного выше свой­
ства решений дифференциального уравнения (8) множества 
W0 ( / (1)) , 5° (х° (1)) выпуклы. 
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Т е о р е м а . Множества W°(x°(l)), S°(.x0(l)) не пересекают­
ся. 

Записав условия отделимости выпуклых множеств, получим 
принцип максимума для нелинейной задачи (9), (10). 

8. Метод Гамкрелидзе — Харатишвили. Развивая аксиомати­
ческое построение теории первой вариации, начатое в [58], 
Р. В. Гамкрелидзе и Г. Л. Харатишвили [60, 61, 151] экстре­
мальные задачи сформулировали в терминах критических 
фильтров отображений. Считая отображения гладкими, а фильт­
ры квазивыпуклыми, они получили необходимое условие кри­
тичности, из которого следуют все известные необходимые 
условия экстремальности первого порядка для задач вариацион­
ного исчисления и оптимального управления. Введя в рассмот­
рение .функционалы с выпуклым дифференциалом (типа линей­
но выпуклых функционалов, исследованных впервые А. Я. Ду-
бовицки'м и А. А. Милютиным [78], см. п. 3), Р. В. Гамкрелидзе 
и Г. Л. Харатишвили охватили и задачи на минимакс. 

9. Другие методы. Метод [78] Дубовицкого и Милютина 
вызвал большой поток работ, посвященных абстрактной теории 
экстремальных задач. Поскольку непосредственно для опти­
мального управления эти работы не дали принципиально новых 
результатов и не содержали методов, более простых, чем извест­
ные, то ограничимся лишь беглым описанием некоторых осо­
бенностей, содержащихся в работах [79, 120]. 

В [120] предложено новое доказательство ОСНОВНОГО резуль­
тата 'ИЗ п. 6 по канонической задаче оптимизации. Для экстре­
мальных задач, определенных в банаховых пространствах, 

•гзультату придай более конкретный вид в случае, когда функ-
юналы cpi(A') квазидифферемцируемы, т. е. для каждого из 
ix существует выпуклое слабо замкнутое множество Mt(x) 
1кое, что 

lim • • —-—-------•=-= sup /•'•(e). 
е-Н-0 8 l*GMt(,x) 

Теорема . Пусть функционалы ср; (х), i= — \>., . . . , 0 , удов-
штворяют условию Липшица и квазидифферемцируемы, функ­
ционалы -p.(x), i— l,...., in, удовлетворяют условию Липшица 
i имеют производную Гато /*. Тогда для решения х° канони­
ческой задачи существуют числа А. (не все равные нулю) 
и функционалы PfiM^x0), l = — \x,...,0, такие, что 

т 
2 У]вК*, Х,>0, i = - | x , . . . , 0 ; \т(л*) = 0, i^O. 

г-=-и 
Здесь -А."* —конус, двойственный к /<". 

Далее, в работе [120] рассмотрена задача 
<p0(x, u){to}min, 

cp..(x, м)<0, i=— ]}., ..., - - 1 , 
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срг(х,п)-=о, i = l , . . . , m , xeX. «ef/. 
При предположении, что множество 

{У-У = {<P/(-x. и), i=—v ,щ}, ueU] 
выпукло при каждом х, Б. Н. Пшеничный [120] доказывает не­
обходимое условие минимума, содержащее две части: по х вы­
полняется условие п. 6; по переменной и выполняется глобаль­
ное условие минимума. 

Систематическое изложение теории экстремальных задач, в 
котором учтены все достижения в этой области, приводится в 
[79]. 

Построению теории экстремальных задач посвящены работы 
[22, 24] В. Г. Болтянского, где вместо принципа максимума 
выдвинут опорный принцип. Однако доказательства этого прин­
ципа для интересных задач оптимального управления содержат 
непроверяемое эффективно предположение о существовании 
локальных сечений. 

§ 4. СОВРЕМЕННЫЕ МЕТОДЫ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

Как уже отмечалось во введении, появление принципа мак­
симума заставило многих ученых вновь обратиться к вариа­
ционному исчислению с целью доказательства нового результа­
та классическими методами. Вскоре было обнаружено, что в 
ряде случаев принцип максимума -можно элементарными сред­
ствами получить из классических теорем вариационного исчис­
ления. Вместе с тем эти попытки показали, что в полной форме 
принцип максимума нельзя доказать старыми методами. В ва­
риационном исчислении стали появляться методы, которые бо­
лее полно учитывали специфику новых задач оптимального уп­
равления. В данном параграфе, следуя [157], мы излагаем 
подход Хестенса. С остальными современными методами ва­
риационного исчисления можно ознакомиться по работам [100— 
104, 106, 138]. 

1. Постановка общей задачи. Пусть Е — линейное простран­
ство, /i(x), i=0, ...,p, — функционалы, определенные на Е. 
Исследуем задачу 

/0(x){to}min, 
/ , (x )<0 , i = l, „ - , / ; /г(х) = 0, t==p' + l , . . . , p . (1) 

Введем преобразование E-»/?p+1 

0 = / ( * ) = {/0 (х) Ip{x)). (2) 
Рассмотрение простейших примеров наводит на мысль, что 
точка уа=1(х°), соответствующая решению х° задачи (1), 
лежит на границе множества Y = I(E). Запись этого факта 
и представляет правило множителей. Таким образом, изучение 
задачи (1) сводится к исследованию множества Y конечномер­
ного пространства ./?р+1 в окрестности точки y°6Y. 
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2. Касательные конусы, производные конусы и производ­
ные множества. Пусть у° — некоторая точка множества YcRp+i. 
Множество /<"о назовем касательным конусом множества Y 
в точке y°, если оно состоит из векторов к таких, что для 
некоторых последовательностей векторов yfiY, J = 1,2 
и чисел с;->0 выполняется соотношение 

и 1. у4 — У 
•7--00 cq 

Касательный конус /С0 не достаточно полно характеризует 
структуру множества Y в окрестности точки у0. 

Пусть к}, j — \ , . . . . та, —такие л-векторы, что поверхность 
N 

,y(B) — t/0 + 2 ^ e y + O(||e||), 

0<е у <8, / = 1, . . . , N; 5>0, £-={ei, ...,eN} 
принадлежит множеству У. Конус 

А:й-=-2М/. а1>°- 1=г N\ (3> 
назовем дифференциальным конусом множества У в точке у0. 

Производным множеством К для множества У в точке уа 

называется множество, у которого из каждой конечной совокуп­
ности векторов /ei,..., /г.у можно образовать дифференциальный 
конус. Производное множество, являющееся конусом, называет­
ся производным конусом. Обозначим через /<* выпуклый конус,, 
состоящий из векторов вида (3), где kj — всевозможные эле­
менты конуса К. К* — производный конус для У в точке у0. 
Если У — выпуклое множество в окрестности у0, то Ко —К*. 

Пусть множество У образовано значениями функционалов 
(2). Говорят, что К — производное множество для 1{х) в точке 
х°, если оно является производным множеством для Y—{y = 
= / (x), х 6 F} в точке у0 = / (х°). 

3. Общее правило множителей. Обозначим через К~ мно­
жество векторов /г= {/г0,..., /гр}' таких, что 

£0<0, ki<0, i=\,..., р', £,i-0, t - - -p '+l , . . . , р. 
Нетрудно показать, что если х0 — решение задачи п. 1, то мно­
жество К~ и производное множество для 1(х) в точке я0 не 
имеют общих точек- Применяя теорему отделимости, получим 
правило множителей: для точки л:0 найдутся такие не все рав­
ные нулю числа h, h, • •., kp> что неравенство 

Р 

2>А>о (4) 
..«.о 

выполняется для всех векторов k из К- Кроме того, Хг>0, 
1 = 1, . , . , / ; Хг/г(л-)=-=0, t = l / . 
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4. Приложение к задаче оптимального управления. Пусть 
R—некоторая область /г-]-г + 1-мерного пространства элемен­
тов {х, и, t}. Введем подмножество R0cR, обладающее сле­
дующим свойством: для каждого элемента {х,и, t} найдется. 
число 8_>0 такое, что если {х1, и1, г.1} £JRQ ИЗ 8-окрестности 
точки {х, и, t], то {х, и1, t) б/?0 для всех [х, t] из 8-окрест-
ности элемента {x,t}. Элемент {x(t), u(t), t] g/?0 называется 
допустимым, если он взят из некоторого решения x(t) урав­
нения 

x(t) = f(x(t),u(t),t) (5) 
с кусочно-непрерывным управлением и (if). Дуга {x(t), z*(t)},. 
t0<i<iu называется допустимой, если она составлена из-
допустимых элементов. 

З а д а л а о п т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и я . Найти опти­
мальную допустимую дугу x°(t), u°(t), t&(tQ, tx), на которой 
достигается минимум функционала 

I(x) = \gQ{x(t),ti{t),t)dt (6) 
h 

при условиях 
x{t0) = x°, x(tl) = х1, 

р1 « 0 . i — 1, . . . , - ' 
Ii{x) = gi + )gi(x,u,t)dt\_ (7). 

Эту задачу сведем к задаче п. 1. Пусть 
П П 

Ft(x,tt, t^fi — ̂ qijfi — ̂ 'qijX}, i = 0, ...,p, 
7-1 / - I 

я п 
FP+«(-x» •-•> O ^ X J Zijf]-^~2* ZijXj, 

y- i ;--i 

« 
Gp-и- . i 2ц{*а)Х]~Х1, 

где «7^(0, Z,,(t) —решения систем 
и 

qaJ + ^(]akAkj = Maj, gaj(ti) = 0, « = 0 p, 
ft-1 
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/ e = l 

A (t) _. dfj(x°(t),u°{t),t) 

Положим 

•7a(A') — G<x + ^Fa(x(iO, tc(t), t)dt, a = 0, . . . , / ) + я. 

.Дуга x°(i.), и0(if) доставляет решение задаче оптимального 
управления тогда и только тогда, когда оно минимизирует 
функционал /0(x) при ограничениях 

/ г (* )<0 , j=-l, .. - , / ; /.(x) = 0, i = pr-\-\, ...,р-\-п, 
на классе дуг .х:(£), u(t), t£[tu, i-], удовлетворяющих условиям 

x=f(x,u,t), x(2.-) = x°. 
Введя серии из ./V игольчатых вариаций, легко получить 
разложения 

W 

/a(x(e)) = /a(x°) + 2 ^ £ ; + o ( I N I ) . 

'где 
kay = Fa (.X°(ty), Йу, tj)-Fa(x°(tj), U*(tj), tj). (8) 

Значит, каждый вектор kaj, J = l Л, принадлежит 
производному множеству К для / (х) в точке х°. 

Если правило множителей (4) записать для вектора (8), то 
•придем к следующему утверждению. 

Т е о р е м а 1. Пусть х° минимизирует 7(x) на классе 
допустимых дуг. Тогда существуют множители 

l0>0,Xj, $(t), ; = 1 р, L = \, ...,n, 
которые не обращаются одновременно в нуль ни в одной точ­
ке tQ[tQ, t1], и такие, что 

1) \у>0,'( = \,...,р'; XY—0, если /Y(x°)<0, 
Р 

2) x 0 - ^ , f - = - ^ - . H (JC, t , t t , t ) - -=<!>7-^o-_ X vf fv . 
v-i 

3) неравенство 
tf (x°(t), f{t), u°(t), t)<H(x*(t), f(t), u, t), *e[t„. iib 

.имеет место для всех и таких, что {x°(t}, и, t}Q.Ru. 
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Эта теорема no форме близка к принципу максимума ПОНТ-
грягина, но слабее его, поскольку класс допустимых дуг и мно­
жество Ro налагают более жесткие ограничения на задачу, чем 
это принято в принципе максимума. 

Изложенная выше техника может быть обобщена на случай, 
когда в приведенной выше задаче оптимального управления при­
сутствуют ограничения 

Ф}(х, a, t ) «0 , ; = 1 т'; Фа(х, и, 0 = 0 , 
a—m'+l т. (9) 

Ограничения типа неравенств введением свободных пере­
менных (прием Валентайна) сводятся к ограничениям типа 
равенств. После этого находим г-мерную функцию 

и(х, и, t) (10) 
такую, что 

и(х, и, t) = tt, ueRo, <l>(x,u(x, a, t), t) = 0, 
где Ф - функция, полученная из (9) при переходе к равенствам. 
Здесь важную роль играет 

Л е м м а . Пусть R0 — множество /г-]-г-век торов {х, и) таких, 
что 

Фг(А-, й)---=0, г=-1 , . . . , т. 
Пусть 

[ OUj )i—l,...,m 

Тогда существует r-мериая непрерывная функция и(х, а), 
определенная в окрестности Rt множества R0 и такая, что: 

1) {х, и(х, tt)}£Ro для всех {х, и] eRv 
2) и(х, и)— it, если {х, u}QR0. 
Если ФаеС ( ' ;\ то и(х, и)еС{р). 
Функцию (10) подставим в условие задачи (5) — (7) вместо 

вектора и. Тем самым избавимся от ограничений (9) и получим 
старую задачу (5)—.(7). Переформулируем теорему 1 в исход­
ных терминах. 

Т е о р е м а 2. Если х° минимизирует / (х) в задаче (5) — (7), 
(9), то существуют множители 

Х0>0, Х„ <|>°(t), vPk(i) Ci —— 1 Р> / = 1 п. А = 1 '")-
не все равные нулю при te[i0, til и такие, что: 

1) х.>о, i = l р', Х- = 0, если /.(х0)<0, Функции f-°(0 
•непрерывны в точках непрерывности функции tt°(t); P°k(t)>Q, 
A = l /га', ^ ( t ) - 0 , если ФА(*°(*). a-(t), t)<0; 

2) х**=д~, ifl=-~, ^ - 0 , Фа = 0, ос-1 ™> 
' дф' ' дх ' ди ' а 
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р т 

Н(х, <|>, и, ix, 0 - f / -bo f fo -{sum}^~2 lV I > cJ 
.•«-1 o = 1 

3) неравенство 
H(x°{t), ф-(0. и°(0. О, t)>H(x°(t)f f(t>, и, О, t) 

выполняется для и таких, что 
ф

а№(*)> и> i) = 0, a = 1 т. 
Поскольку в конкретных задачах многие ограничения на уп­

равления можно записать в виде (9), то в этих случаях теоре­
ма 2 совпадает с принципом максимума Понтрягина. 

§ 5. МЕТОДЫ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
В ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ 

• Как указывалось во введении, первыми объектами, для ко­
торых доказан принцип максимума, были линейные системы. 
Этот естественный путь, когда развитие новой теории начинает­
ся с наиболее простых случаев, прежде всего указывал на то, 
что новые задачи не укладываются в рамки известных теорий и 
что при разработке классических методов не учтена специфика 
подобных задач. Хотя впоследствии были обнаружены приемы, 
с помощью которых некоторые из новых задач сводились к клас­
сическим задачам вариационного исчисления, направление сос­
редоточения основных усилий на поиск новых методов, отказ от 
попыток модернизации старых методов оказались наиболее ра­
зумными и привели к результатам, значение которых выходит 
далеко за рамки отдельных задач. С появлением принципа мак­
симума возникла новая идеология экстремальных задач. 

Линейные системы после открытия, принципа максимума 
представляли интерес как объекты, для которых общие резуль­
таты допускали более конкретную реализацию и приводили к 
эффективному решению задач оптимизации в целом. Как пока­
зано во введении, принцип максимума в задаче быстродействия 
для линейных систем сводит исходную задачу к специфической 
краевой задаче. Этот результат в системах низкой размерности 
(п=2, 3) использовался уже в первые годы теории оптимальных 
процессов для синтеза оптимального управления, но для много­
мерных систем проблема эффективного построения оптимально­
го управления оставалась открытой. 

Первый результат, позволяющий эффективно строить опти­
мальные управления в задаче быстродействия, был получен в 
1957 г. Н. Н. Красовским [84, 85]. Применив результаты по 
L-проблеме моментов [6], он построил вспомогательную зада­
чу на минимум выпуклой функции конечного (n) числа пере­
менных, из решения которой явно строилось управление, опти­
мальное по быстродействию. Редукция вариационной задачи к 
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специальной задаче выпуклого программирования позволяла, с 
одной стороны, использовать разнообразные известные вычис­
лительные методы из бурно развивающейся области, а с дру­
гой — начать качественное исследование оптимального управ­
ления [40, 44, 87]. Метод Красовского интенсивно развивался в 
работах [26—28, 32, 34, 35, 86, 96—98, 125]. С историей этого 
вопроса можно познакомиться в [44]. 

Другой метод редукции задач вариационного типа к задачам 
конечномерного выпуклого программирования основан на тео­
реме об отделимости выпуклых множеств. Элементы этого под-
хода содержатся уже в работе Беллмана, Гликсберга, Гросса 
[16, 142]. Затем они использовались Нойштадтом [167], Ито­
ном [149]. В наиболее полном виде новый подход (для частной 
задачи) был разработан независимо Антосевичем [139] и для 
общих задач оптимизации линейных систем — авторами обзора 
[36,44]. 

Основное отличие метода Красовского от метода, основан­
ного на отделимости выпуклых множеств, состоит в следующем. 

В методе Красовского главным фактом является линейность 
преобразования, которое осуществляется над управлениями в 
системах вида 

x=A(t)x+B(t)u. (l) 
Это позволяет трактовать задачу оптимизации как L-проблему 
моментов из линейного функционального анализа. 

В методе [36, 44] используется другое, более глубокое, свой­
ство систем (1), которое определяется только линейностью сис­
темы по х и не зависит от вида неоднородности. Это свойство, 
отмеченное уже в § 3, состоит в том, что множество достижи­
мости систем 

x=A(t)x+b(u, t), u(t) QU, (2) 
выпукло даже для нелинейных функций b(u, t) и невыпуклых 
множеств U. 

Если подходить к сравнению двух методов с точки зрения 
«пространства аргументов» [111], то можно отметить следую­
щее: в методе Красовского построения ведутся в пространстве 
управлений (так же, как в вариационном исчислении, в методе 
Дубовицкого—Милютина, и т. п.), а в методе [36, 44] построе­
ния ведутся в пространстве состояний'.(образов; как в выпук­
лом программировании, принципе максимума и т. п.). 

Выпуклость множеств достижимости позволяет применить к 
исследованию оптимальных управлений другие методы. Их опи­
сание и история приведены в [44]. 

В данном параграфе излагаются элементарные моменты двух 
методов. 

1. Метод Красовского. Пусть поведение системы в n-Mep-
лом пространстве описывается уравнением (1). Допустимыми 
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управлениями являются r-мерные кусочно-непрерывные функ­
ции u(t), t(<T = [t0, t-], стесненные ограничениями, заданными с 
помощью нормы в некотором банаховом пространстве 

1|и(-)11<£. (3) 

Требуется среди допустимых управлений найти оптимальное 
u°(t), которое за минимальное время t° —-i0 переводит траек­
торию x°(t) системы (1) из состояния ха в состояние х=0.. 

Процесс решения складывается из следующих этапов. 
Решение системы (1) записывается в виде формулы Коши. 

i 

X(t) = E(t)F-'(t0)x0+5.-(OE-1WE(x)tt(T)dT, 
to 

где E(t) —фундаментальная матрица решений 
F = A{t)F, E (0)-E. 

Ясно, что поставленная задача имеет решение тогда и 
только тогда, когда найдутся минимальное число t° и допус­
тимое управление tt°(t), z-6 [̂ 0, tj], такие, что 

-E- i ( t 0 )x 0 =5 ^--(т)Д(х)ао(х)Л, | |aO(.)|j<Z;. (4> 
и 

Полагая. с= {сг, ..., с„}—• — E_I(t0)x0, /-/(-) = {h-(т) 
. . . , А,Д-:)} == F -1 (с) .6 (с), из (4) получим систему равенств 

<̂  = $ А; СО и-(т) # , {cdot}i = l - . . . , « . | |й(-) | |<£. (5> 

Следовательно, исходная задача быстродействия приняла 
форму L-проблемы моментов [6]: заданы элементы /ц(т), t=-
==Г...,/г, банахова пространства, числа ci, t'-=l,...,n, L>0; 
найти функционал /(•) из сопряженного пространства, который 
на заданных элементах hi принимает заданные значения ci и 
ограничен по норме заданным числом: ||f (•) ||<L. 

Пополним по норме (3) до банахова пространства класс 
функций, задающих допустимые управления. Найдем вид нор­
мы ||h(.)|| в сопряженном пространстве. 

Согласно [6] L-проблема моментов имеет решение тогда и 
только тогда, когда выполняется неравенство 

L>Mt?), (б> 
где X (tj) таково, что 
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lA(to).— min |Н,Лг(-)+,..+£вАя(-)И. (J> 
П 

2 52C;-=1 
i=i • 

Значит, минимальное £1, определяющее время быстродейст­
вия, находится как минимальное число t°, удовлетворяющее 
неравенству (6). 

Пусть Ц, г = 1, . . .,п,— числа, полученные при решении за­
дачи (7) с минимальным t°. Тогда оптимальное управление 
м0( -) = /°(-) находится из равенства 

In \ 

2^(-) 
г=1 

(8>-

В конкретных задачах условие (8) сводится к принципу мак­
симума. Вспомогательная задача (7) и есть та задача выпук­
лого программирования, решение |i°, t = l , . . . , п, которой опре­
деляет оптимальное управление. 

2. Метод, основанный на теореме отделимости выпуклых 
множеств. Вместо уравнения (1) рассмотрим его обобщение 
(2) и сохраним постановку задачи, заменив ограничение (3) на 
новое: 

u{t)bU, 
где U — множество г-мерного пространства. Метод решения со­
стоит в следующем. Вводится множество достижимости 

Q(*i) = {х:х = х(ti), и(t')et/J, (9> 

где х {tt) = F (/-) F"1 (/0) xu + \F (/.) F"1 (*) Ъ (а (т), х) dz - СОСТОЯ-
' h 

ние системы (2) в момент t = t1. 
Ясно, что рассматриваемая задача быстродействия имеет 

решение тогда и только тогда, когда существует минимальное 
число ti°, при котором множество Q(/'1°) содержит начало коор­
динат x=0. 

При весьма общих предположениях [44], не связанных не­
посредственно с нелинейностью функции Ь (и, t) и невыпук-
лостью множества U, множество Q(^i) (или его замыкание) 
выпукло. Значит, его можно отделить гиперплоскостью от точ­
ки х=0. Записав условие отделимости, получим, что задача 
быстродействия имеет решение тогда и только тогда, когда 

max g-'E-^^xo + Nming'E-1^)^^, ' -)^ <0 . (10> 

Минимальное число ti==ti, при котором это неравенство вы­
полняется, определяет время оптимального быстродействия. 

Пусть g—g° есть /г-вектор, на котором достигает макси-
191 



мума левая часть в (10) при t — ti. Тогда оптимальное управ­
ление ti°{t), tfG[to> ti]> находится из условия 

gO'F"1 (t) b (a- (t), t ) -m in gO'E'1 (t) b (u, t), 

что равносильно принципу максимума. 
Таким образом, вариационная задача на быстродействие 

свелась к конечномерной задаче (10) максимизации вогнутой 
функции. 

З а м е ч а н и е . Задача п. 1 также решается по описанной 
схеме, ибо при сделанных там предположениях множество дос­
тижимости будет выпуклым. Однако задачу данного пункта в 
•общем случае не удается решить методом п. 1. 

§ 6. ДИСКРЕТНЫЕ СИСТЕМЫ 
При вычислении оптимальных управлений для систем, опи­

сываемых дифференциальными уравнениями, приходится, как 
правило, квантовать время и переходить к дискретным систе­
мам. Это один путь, приводящий к дискретным моделям опти­
мального управления. С другой стороны, дискретные задачи 
возникают непосредственно при моделировании многих практи­
ческих систем, развитие которых, по существу, может осуществ­
ляться лишь поэтапно, в дискретные моменты времени. Все это 
показывает, что исследование дискретных задач оптимального 
управления является актуальной проблемой. С точки зрения 
чисто математической дискретные задачи оптимизации на пер­
вый взгляд не представляют интереса из-за «избитости» темы, 
самой древней в теории экстремальных задач. Серьезное изу­
чение методов дискретного оптимального управления началось 
после нескольких неудачных попыток перенесения принципа 
максимума Поитрягииа на дискретные системы. Представления 
о справедливости принципа максимума, основанные на общих 
соображениях о близости непрерывных систем и их дискретных 
аналогов, оказались неверными. Более тщательное изучение 
проблемы позволило не только глубже понять существо прин­
ципа максимума, но и получить ряд новых необходимых усло­
вий оптимальности. 

В данном параграфе излагаются основные методы дискрет­
ного оптимального управления. 

1. Задача терминального управления. Рассмотрим задачу 
I (и) — ср (х (tx)) -> min, 

x(*+-) = / ( x (0 - «(0. 0. *6[-o. < i - l ] . *(*о) — .*о> 0) 

где х есть n-вектор, и-г-вектор, t — дискретное время; t — k, 
to+1,.... U (t) —множество r-мерного пространства, ф(х), f(x, 
и, I) — скалярная и n-векторная функции, непрерывные вместе 
с dqidx, dfldx. 
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При попытке перенесения техники доказательства принципа 
максимума (см. § 1) на задачу (1) нетрудно обнаружить, что 
•из-за дискретности времени нельзя построить конус достижи­
мости, аппроксимирующий множество достижимости. По той же 
причине He удается доказать дискретный аналог принципа мак­
симума и методами §§ 2—4. Как впервые показано А. Г. Бут-
ковским [28], это вызвано не недостатками существующих ме­
тодов, а тем, что дискретный принцип максимума в общем слу­
чае не имеет места. 

После ряда попыток доказательства локальных необходи­
мых условий оптимальности (историю вопроса см. в [33]) был 
.доказан следующий результат: если u°(t), tQ[tQ, tx — 1], 

— оптимальное управление, x°(t), t&[t0, t1], —оптимальная 
траектория, ty°(t), tQ[tQ, t1 — \] — решение уравнения 

wu i ) . - dff(x4t),r(t), «-(0. t) . „ ^ jx aq>(.t-(fi)) t / 2 ) 

H (x, IJJ, it, t)—Yf(x, «> i), 
то выполняется условие [9, 38, 41]: 

H (л0(/), f (0, «° (t), t) = m a x И (x°(t), f (^), ttj t)\ (3) 

где a (if)-—подмножество из U (t), которое строится вдоль u°(t). 
Если множество 

{y:y = f(JtP(t),u, t), tteU(t)} (4) 
выпукло, то, a{l)—U(t) и соотношение (3) переходит в условие 
максимума. Другие случаи, когда справедлив дискретный прин­
цип максимума, описаны в [23, 28, 33, 119, 146]. 

Новый тип необходимых условий оптимальности для систем, 
полученных дискретизацией непрерывных систем, доказан в 
[37], Оказывается, для любого е>0 существует такая точность 
дискретизации, что дискретное оптимальное управление удов­
летворяет принципу е-максимума: 
Л (xo (t), f (*), и° (*), t) > Н (x° (0, f (t), a, t) — г для всех uQU(t 

Исследования {40, 47, 112] показали, что дискретный при! 
цип максимума тесно связан с вопросом существования опти 
малы-юго управления (см. приложение) в соответствующей неп­
рерывной системе. 

2. Учет ограничений на фазовую траекторию. При исследо­
вании дискретных систем с выпуклым множеством (4) можно 
использовать методы из §§ 1—4. Каждый из ЭТИХ методов для за­
дач с ограничениями на фазовые координаты приводит к дис­
кретному принципу максимума, который в отличие от результа­
та п. 1 содержит условия трансверсальности, по форме совпа­
дающие с аналогичными условиями из §§ 1—4. Подробности 
•описаны в [23, 40, 119, 146]. 
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§ 7. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ СИСТЕМАМИ 
С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ 

Принцип максимума Л. С. Понтрягина уже в 1961 г. был пе­
ренесен [131] на задачи оптимизации объектов управления, опи­
сываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями с 
запаздывающим аргументом. Впоследствии проблема необходи-' 
мых условий оптимальности в системах с последействием иссле­
довалась во многих работах [7, 45, 62, 73, 109, 140, 141, 153].. 
Принципиальный результат этих исследований заключается в. 
том, что необходимое условие оптимальности в каждой системе 
имеет форму глобального принципа максимума, если поведение 
системы в определенном смысле непрерывно зависит от возму­
щающих параметров. 

1. Система с постоянным запаздыванием. Рассмотрим систе­
му 

x(t)~f(x(t),x(t~h),u(t), /), *б7-[-о. *х], (1> 
x(t) = w(t), i0 — h<t<,i0, x(t0)~x0 , 

где х—n-вектор, и—г-вектор, t — скаляр (время), h > 0 — за­
паздывание. 

Основное отличие системы (1) от обыкновенной системы из 
§ 1 состоит в том, что пространство состояний системы уже не 
конечномерно. Однако для задачи оптимального управления,, 
рассмотренной в [131], это обстоятельство несущественно, 

В качестве класса допустимых управлений возьмем мно 
жество г-мерных кусочно непрерывных функций u(t),t£T, co. 
значениями из множества U: 

и (t)eu. 
На правый конец траектории x(t), tQT, системы наложим; 
ограничение 

*(/i)GS, 
где 5—гладкое многообразие в R,r Пусть качество допус­
тимого управления, переводящего траекторию системы (1) на 
множество S, оценивается функционалом 

J(u)^\fo(x(t), x{t-~h),u{t), t)di. (2> 
'и 

Найдем управление u°(t), на котором величина (2) минималь­
на. 

Нетрудно проверить, что техника § 1 полностью переносится 
на сформулированную задачу и приводит к следующему резуль­
тату (впервые полученному Г, Л. Харатишвили [131]). 

Т е о р е м а , Для оптимального управления u°(t) и соответ­
ствующей оптимальной траектории -х°(г.) существуют число фо>: 

> 0 и решение i|)°(/) сопряженного уравнения 
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фО(0 = 

dff(x»(t), x*(t—h), -ф0(t), u°(t), t) _ 
dx 

-dH(x° (t + h), x« (t), ip (t + h), u° (t + h), t + h ) 

*6[*o. ii — h], 
dH(x°(t), x*(t—h), y*(t), K-(Q, 

r(3) 

0 
I бл te[*i—Mil. 

(4) 

касательной плоскости к 

HC*, У, Ф, й, t) = Yf{x, У, и, О + Фо/оС*. у, a, t), 
такие, что: 

1) выполняется условие максимума 
H(jfi(t), x°(t-h), -f(t), «°(t), t) = 

- шах Я (x° (0, x<>(t-h), f (/), 'а, 0. 

2) вектор ip°(ii) ортогонален 
многообразию S в точке .x°(ti), 

з) \b\+H(i)\\^o,teT. 
2. Системы с последействием. Продолжая исследования 

Г. Л . Харатишвили, многие авторы с помощью методов из 
§§ 1—4 исследовали оптимальные управления в разнообразных 
системах с последействием, частным случаем которых является 
система с запаздыванием (1). 

Исследования [5, 40, 62, 109, 140, 153] показали, что прин­
цип максимума Понтрягина можно перенести на системы 
с последействием, решения которых в некотором смысле непре­
рывно зависят от параметров. Системы с последействием нейт­
рального типа 

x(t)**f(x(i), x(t — h), x(t — h), u(t), t) 
указанным свойством не обладают и ДЛЯ них принцип максиму­
ма в общем случае не имеет места. 

Уже из (3) видно, что сопряженная система заметно слож­
нее аналогичной системы из § 1. С усложнением систем с после­
действием структура сопряженных систем усложняется, Стано­
вится более сложным и условие максимума (4). В работе [39] 
найдена новая форма представления необходимых условий оп­
тимальности первого порядка, которые одинаково просто запи­
сываются для всех систем с последействием. Подробное изло­
жение этого вопроса приведено в [45]. 

§ 8. ОСОБЫЕ УПРАВЛЕНИЯ И УСЛОВИЯ 
ОПТИМАЛЬНОСТИ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 

Из самого определения необходимых условий оптимальности 
видно, что сила того или иного конкретного условия тем выше, 
чем меньше иеоптимальных управлений ему удовлетворяет. 
В этом смысле самыми СИЛЬНЫМИ необходимыми условиями яв-
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ляются условия, совпадающие с достаточными условиями опти­
мальности. Как показала история двадцати лет развития мето­
дов оптимального управления, принцип максимума Понт-
рягина содержит самые сильные необходимые условия опти­
мальности первого порядка. Однако уже простейшие примеры 
показывают [118], что он далек от достаточных условий опти­
мальности. Это и не удивительно, поскольку при анализе допу­
стимого управления с помощью принципа максимума (см. § 1) 
используется лишь ограниченная информация о поведении оп­
тимизируемой системы (например, в принципе максимума для 
простейшей задачи терминального управления используется по-

1 J i.. .. .A df(x, и, t) д(г>(х({,)) ведение функции / (x, и, г), ----—', - --t
v '-i только вдоль 

одного управления tt — tt(t) и соответствующей ему одной тра­
ектории x = x(t), i&T). Особенно четко «слабость» принципа 
максимума выявляется в тех случаях, когда гамильтониан до­
стигает максимума в нескольких точках и, в частности, совсем 
не зависит от параметров управления. Подобные случаи, следуя 
£122—124], называют особыми. Интерес к особым управлениям 
•определяется как их местом в практических задачах оптималь­
ного управления [136, 176], так и моделями скользящего режи­
ма, которые возникают на пути математически адекватного опи­
сания реальных процессов [49—51, 57, 89—91, 93, 94]. Особые 
управления, по определению, удовлетворяют необходимым усло­
виям оптимальности первого порядка и поэтому для их анализа 
с точки зрения оптимальности нужны условия оптимальности 
второго и более высокого порядка. 

История развития теории особых управлений и основные ре­
зультаты этой теории изложены в [49—51, 43]. Мы ограничимся 
лишь простейшими сведениями. . 

1. Особое управление. Рассмотрим задачу 

X = f(X, U, t), x(/0) —x0, /6Т = [<0| ' l ] . 
/(w)-=cp(x(^)){to}mln, K(t)6t/. (1) 

xGRn, ttGJRr-

Кусочно непрерывная г-мерная функция u(t), t£T, называ­
ется управлением, особым на участке асТ, если найдется 
множество o.cU, «>\и(О¥=0> ^6а такое, что для всех ix-jo. 
выполняется тождество 

H(x(t), «НО, *, t)*aH{x(t), «Kt), tt(t), t), tea, (2) 

где x(t) — траектория системы (1), ty (t) — решение уравнения 
,i, dH(x(i), ц>,а(0,0 . , . / n _ АР (-«(Л)) 
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Тождество (2) служит для вычисления особых управлений: 
производя последовательное дифференцирование по t, полу­
чим уравнения для u{t). Если 

• г 

f(x,u, t) = f(x, 0+2/,(x, t)th, (3> 
..=-1 

то удобным аппаратом исследования является аппарат ско­
бок Пуассона [49--51, 43, 105]. 

Первые необходимые условия оптимальности особых уп­
равлений получены для случая, когда-U —открытое множест­
во, г = 1 и выполняется (3). С помощью двухсторонних иголь­
чатых вариаций 

v, tefc -+е), 
Att(t) = j — " . te[- + e, '•+2e), 

, о, ie[-, ^+2s), 
в работе [82] получено условие 

д d* dH(x(t), x\i(t), u{t), t) . 
ди <иг • ди ^ ' *• ' 

ЕСЛИ вдоль особого оптимального управления tt(t) условие 
(4) обращается в тождество, то для оптимальности управле­
ния необходимо, чтобы [83] 

д_ d* dffjxjt), ^ jt), и (Q. t) _ 
ди di* ~дй ^ u и 1" A-

Для получения каждого нового условия используется новый 
тип вариаций, представляющих определенную связку из конеч­
ного числа игольчатых вариаций. 

Эти результаты в работе [152] обобщены на многомерный 
случай (г>1). Оказалось, что среди необходимых условий опти­
мальности теперь, кроме условий типа неравенства (4), будут и 
условия типа равенства. Например, для оптимальности особого 
управления u{t) необходимо, чтобы все коэффициенты при и и 
свободные члены в системе уравнений 

d dH(x(t), i|i(Q, и, t) _ 0 
dt ди 

были равны нулю. Несмотря на ряд интересных результатов '[8, 
10, 29, 49—51, 65, 80, 152] многие вопросы в теории многомер­
ных особых управлений еще не нашли ответа. В частности, от­
крыт вопрос о методе вычислений особых оптимальных управ­
лений. 

При исследовании особых управлений в случае, когда U—• 
открытое или выпуклое множество, универсальным оказался 
метод пакета вариаций [48]. Новые результаты в этом направ­
лении получены В. А. Срочко [127, 128]. 
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Особые оптимальные управления в задачах с замкнутым 
множеством U изучались в работах [13—15, 43]. Методом при­
ращений (см. § 2) с помощью игольчатых вариаций было до­
казано необходимое условие оптимальности особого управления: 

V'(-*0(-). «40. t)w*(t)Lj(x°(t), и«(о, 0 + 

для Bcex'-agtu, igo. Здесь n x «-матричная функция \F° (i)-- ре­
шение уравнения 

Wo_.= _ -*П*-(0. «'(0. t) vj-o_iro a/(*°(Q. и"(0. О_ 

ал» ' 

2. Условия оптимальности особых управлений в задачах с 
ограничениями на правый конец траектории. Построение тео­
рии особых оптимальных управлений в задачах с краевыми ус­
ловиями встретило серьезные трудности. В этой области полу­
чены лишь частные результаты [67]. В последнее время 
С. Я. Гороховик и В. В. Гороховик развивают новый подход к 
ЭТИМ задачам, основанный на методах векторной оптимизации 
[66]. 

3. Особые точки. Если под особым элементом задачи оити-
изации понимать элемент, на котором необходимое условие 
птимальности первого порядка вырождается, то особой точкой 
ятимального управления a°(t), t&T, можно назвать такой мо­

мент т 6 Т, в который максимум гамильтониана достигается на 
более чем одной точке и 6 U. Примером особых точек являются 
точки переключения оптимального управления. Особые точки 
можно рассматривать как моменты сопряжения неособых участ­
ков оптимального управления. В [43] показано, что в некото­
рых задачах неоптималыюсть иеособого допустимого управле­
ния, удовлетворяющего принципу максимума, определяется тем, 
что в особых точках не выполняются необходимые условия оп­
тимального сопряжения. Первые результаты в атом направле­
нии содержатся в [43], но проблема еще серьезно не исследова­
лась. Напомним, что в классическом вариационном исчислении 
смысл условий сопряжения имеют условия Вейерштрасса--Эрд­
мана. 

4. Условия оптимальности высокого порядка для неособых 
управлений. Как уже отмечалось выше, потребность в дальней­
шем развитии теории необходимых условий оптимальности вы­
зывается тем, что известные иеобходимые условия «далеки» от 
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достаточных условий оптимальности. Если иметь в виду те фор­
мы условий (и необходимых и достаточных), которые в настоя­
щее время общеприняты, то процесс совершенствования усло­
вий (как необходимых, так и достаточных) может идти беско­
нечно. Однако с точки зрения современных потребностей, 
достаточно, по-видимому, построить теорию необходимых усло­
вии оптимальности второго порядка- Эта проблема оказалась 
чрезвычайно трудной и, несмотря на ряд серьезных усилий [99, 
174], не имеет заметных положительных результатов. Первые 
результаты по необходимым условиям оптимальности второго 
.порядка приведены в [52, 43, 159]. 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е 

СУЩЕСТВОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ УПРАВЛЕНИЙ 
Б. Ш. Мордуховт 

Проблема существования оптимальных управлений занима­
ет принципиальное место в теории оптимальных процессов и? 
играет важную роль при решении практических задач. Как от­
метил Л. Янг [138°]*, теория необходимых условий опти­
мальности является наивной, если не выяснен вопрос о сущест­
вовании решения вариационной задачи в заданном классе до­
пустимых функций. В противном случае численные алгоритмы,. 
основанные на необходимых условиях оптимальности, не при­
водят, вообще говоря, к построению оптимизирующей последо­
вательности допустимых элементов даже тогда, когда необхо­
димые условия выделяют единственный подозрительный на оп­
тимальность элемент. Не всегда обоснована также попытка де­
лать вывод о существовании решений задачи оптимизации, ис­
ходя из физических соображений. Математическая задача оп­
тимизации представляет собой модель реального процесса, и-
нельзя быть уверенным, что построенная модель в точности от­
ражает физическую ситуацию. Если из физических соображе­
ний ясно, что решение существует, то отсюда не вытекает спра­
ведливость теоремы существования в соответствующей матема­
тической задаче. Как отмечено в [4], существование решения в-
математической задаче оптимизации является первым критери­
ем того, что построенная модель адекватно отражает физичес­
кий процесс. 

Для задач оптимального управления решение в стандартных. 
классах функций (гладких, кусочно-непрерывных, измеримых и 
т. п.) может не существовать даже в самых простых случаях, 
как например, в следующей ситуации: 

х = и, JC(0)==0- 0 < и ( 0 < 1 , 
i 

I (х, и) = { [х2 (t) — it" (t)] dt{to}inf. 
o 

B. Ф. Кротов считает [89°], что решения возникающих на: 
практике вариационных задач могут существовать или не су­
ществовать в стандартных классах функций с одинаковой веро­
ятностью. Поэтому важно выделить классы задач оптимального 
управления, в которых решение заведомо существует, и уметь 
выяснять вопрос о существовании решения в конкретных ситу­
ациях.. 

Впервые на необходимость доказательства теорем сущест­
вования решений вариационных задач обратил внимание-

* Символ [№°] означает ссылку на литературу основного раздела («Необ­
ходимые условия оптимальности»). 

207 



Вейерштрасс [233] в своей знаменитой полемике с Б. Ри-
маном по поводу принципа Дирихле (см., например, [28]). Он 
привел простые примеры задач, в которых решение не сущест­
вует в классе гладких функций и метод вариаций Эйлера —- Лаг-
ранжа не применим. Открытие Вейерштрасса сыграло значи­
тельную роль в дальнейшем развитии вариационного исчисле­
ния. С одной стороны,, возрос интерес к достаточным условиям 
• оптимальности и прямым методам решения вариационных за­
дач, где обходятся трудности, связанные с существованием 
.абсолютной минимали. С другой стороны, было положено 
начало теории существования решений вариационных задач и 
получению необходимых условий оптимальности в классах не­
гладких и разрывных функций. 

Первые теоремы существования абсолютной минимали в 
классе гладких функций были доказаны Гильбертом [143, 
144] путем выделения сходящейся минимизирующей последова­
тельности допустимых кривых. Им же была выдвинута идея 
•расширения класса допустимых кривых для получения более 
-общих теорем существования. При этом Гильберт высказы­
вал уверенность в том, что «всякая задача вариационного ис­
числения имеет решение, если только слову «решение» придать 
соответствующий смысл» [138°, с. 186]. Вместе с тем, он считал, 
что решения «регулярных» вариационных задач на самом деле 
принадлежат достаточно узким классам «доступных» функций 
(гладких, аналитических и т. п.). Данная программа построе­
ния теории существования решений вариационных задач была 
сформулирована Гильбертом в его 19-й и 20-й проблемах 
[1]. 

Идеи Гильберта получили глубокое развитие в работах 
.Лебега [164, 165] и Тонелли [215—218] (см. также [45, 
163, 174, 175, 186—188] и др.), которые расширили класс до­
пустимых кривых от гладких до абсолютно непрерывных функ-. 
ций и обосновали общий метод доказательства теорем сущест­
вования решений вариационных задач (метод Лебега — Тонел-
.ли). Метод Лебега — Тонелли состоит в доказательстве 
полунепрерывности снизу минимизируемого функционала на 
компактном множестве допустимых кривых. Таким образом, 
доказательство существования вариационной задачи сводится к 
применению классической теоремы Вейерштрасса в функцио­
нальных пространствах. На таком пути было доказано [215, 

.216, 188, 175], что для существования абсолютно непрерывных 
решений простейшей задачи вариационного исчисления 

- t 

I (х) = \ /°(х, х, t)dt-*M, x(t0)=x0, х^1)=хи (1) 
to 

достаточно выпуклости гладкой функции fu(x,x,t) no x и 
выполнения условий роста по х на бесконечности: 
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/ • (x, x, t) > Ф (|x|), 1 im ̂  — oo, (2) 
£->co S 

которые известны под названием условий Нагумо-Тонелли. 
Условия выпуклости f°(x,x,t) no x, которые необходимы 

и достаточны для полунепрерывности снизу функционала в 
(1) относительно СИЛЬНОЙ топологии в С ([if-, t1]), являются 
ограничительными и не всегда выполняются в возникающих 
на практике задачах. В соответствии с программой Гильберта 
встала необходимость нового расширения задачи (1), в кото­
ром теоремы существования ВЫПОЛНЯЛИСЬ бы автоматически. 
Такие расширения были построены в работах Н. Н. Боголюбо­
ва [86] и Л. Янга [235] разными, но в определенном смысле 
эквивалентными способами. 

Н. И. Боголюбов наряду с задачей (1) рассмотрел вариа­
ционную задачу такого же типа, в которой функция 
/° (х, х, t) заменена своей выпуклой оболочкой по х (наиболь­
шей выпуклой по х функцией, не превосходящей /°(х, х, t)), 
и показал, как по решению расширенной задачи можно по­
строить минимизирующую последовательность допустимых 
кривых задачи (1). Л. Янг расширил класс допустимых 
кривых в задаче (1) до обобщенных кривых {x(t), p(t)}, где 
x(t) абсолютно непрерывна, а [--(г.) при каждом t является 

положительной вероятностной мерой на R} V t~(t)(di)) — 1 
. —со 

вариация котором сосредоточена на конечном отрезке при 
всех t (финитность меры). Предполагается также, что интег-
ралы \ g (v) у. (/) (dv) измеримы для любой непрерывной на R1 

—со 

действительной функции g'(v), и пара {x(t), |л(£)} связана 
00 

соотношением x(t)= \ ^(^(d-a). Данное в [235] расширение 
—со 

задачи может быть представлено в виде 
t% 00 

/ (х, у,) = [dt *\ f(x (t), v, t) \>. (t) (dv) {to} 
to - c o 

{to}inf, x(if-) — x0( x(tx) = xv (3' 
Л. Янг специальным образом ввел топологию на множест­

ве обобщенных кривых, которая обеспечивает (при выполне­
нии условия роста типа (2)) компактность расширенного мно­
жества, плотность в нем допустимых кривых исходной задачи 
(1) и непрерывность минимизируемого функционала в (3). 

Эквивалентность расширений Н. Н. Боголюбова и Л. Ян­
га доказана А. Д. Иоффе и В. М. Тихомировым [19]. 
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На первый взгляд может показаться, что переход к расши­
ренной задаче в форме Боголюбова или Яига полностью снима­
ет трудности, связанные с существованием решения исходной 
вариационной задачи в стандартных классах функций, и обос­
новывает метод необходимых условий оптимальности при на,-
хождении абсолютной минимали (минимизирующей последова­
тельности). На самом деле это не так, потому что найти опти­
мальный элемент в расширенной задаче и аппроксимировать 
его исходными допустимыми элементами значительно труднее,, 
чем решить задачу в первоначальной постановке (если в ней 
существует «классическое» решение). Данные обстоятельства 
особенно ярко проявляются при рассмотрении вариационных 
задач с ограничениями (в частности, задач оптимального управ­
ления), где они приводят к неэффективности принципа макси­
мума Понтрягина в расширенной задаче (см. §§ 4, 8). 

Наряду с расширениями типа Боголюбова — Янга задача (1) 
допускает и другой тип расширений, который состоит в перехо­
де к разрывным кривым A;(if). Расширения такого типа берут 
начало от работы А. М. Размадзе [200] и получили наиболее' 
полное развитие в диссертации В. Ф. Кротова [36] (см. также 
[33—35, 93°]). В. Ф. Кротов считает, что рассмотрение класса 
абсолютно непрерывных функций в качестве основного класса 
допустимых кривых в задаче (1) не связано с существом вариа­
ционной задачи, а диктуется соображениями теории действи­
тельных функций. Он рассмотрел расширение задачи (1) на 
класс сложных объектов (названных им (у, z)-линиями), кото­
рые не являются функциями в обычном смысле и могут, в част­
ности, содержать вертикальные отрезки. В. Ф. Кротов доказал 
существование решения в классе (у, г)-линий, возможность его 
аппроксимации кусочно-гладкими функциями и разработал но­
вый метод получения необходимых и достаточных условий опти­
мальности в расширенной задаче, который отличен от метода 
вариаций Эйлера—Лагранжа. С помощью своих расширений 
В. Ф. Кротов впервые обнаружил скользящие режимы в кон­
кретных задачах динамики полета и указал методы их нахож­
дения. Отметим, что скользящие режимы допускают описание и 
в рамках расширений типа Боголюбова—Янга (для задач опти­
мального управления это сделано Р. В. Гамкрелидзе [57°]). В 
такого типа расширениях могут возникать и разрывные решения 
x(t), если не выполняются условия роста (2). Общая конструк­
ция расширений вариационных задач исследована в работе 
А. Д. Иоффе и В. М. Тихомирова [19]. 

Ниже дается обзор основных методов и результатов теории 
существования решений задач оптимального управления. При 
этом рассматриваются объекты, которые описываются обыкно­
венными дифференциальными уравнениями 

x(t) = f{x(t),a(t),t) для почти всех te[ta, ti] (4) 
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с граничными условиями 
С* (to). to.xit&titeEcIp**, (5) 

ограничениями на управление 
u(t)QU(x(t), t)cU для ПОЧТИ всех te[t0> *1I> (6) 

фазовыми и интегральными ограничениями 
(xW.mBcR1*1, t0<t<tu (7) 

]g(x{t),u(t),t)dteGcR>*. (8) 

Минимизируемый функционал имеет форму Больца 

/ ( * , » ) = • ? ( * ( to) , to . * ( * ! ) . ^l) + S i / 0 ( x ( t ) 1 « ( t ) > t)Mr (9) 
to 

хотя принципиальные моменты, как правило, связаны с' раз­
дельным рассмотрением двух случаев: f°----0 (задача'терминаль­
ного управления, или задача Манера); ф=0 (задача минимиза­
ции интегрального функционала, или задача Лагранжа). Реше­
ние задачи (4) — (9) ищется (кроме § 8) в стандартном классе 
допустимых пар {x(t), u(t)}, t0<t<ti, где x(t) абсолютно не­
прерывна, ii.(t) измерима. В дальнейшем всюду предполагается, 
что в задаче (4)-—(9) существует ХОТЯ бы одно допустимое уп­
равление (допустимая пара). Если специально : не оговорено-
противное, то функциональные параметры f, f°, g предполага­
ются непрерывными по своим переменным или удовлетворяю­
щими условиям Каратеодори (непрерывность по (x, и), измери­
мость по t) , функция ср полунепрерывна снизу, множества Е,"В, 
G замкнуты, область управления U(x, t) полунепрерывна-свер­
ху no'x, измерима по t в смысле теории многозначных отобра­
жений [152, 63,' 92, 79°], 0 можно считать полным сепарабель-
ным метрическим пространством. В основном будут рассматри­
ваться различные частные случаи задачи (4) — (9), с которыми 
связаны принципиальные моменты в излагаемых методах и; ре­
зультатах. 

В теории существования решений задач типа (4)—-(9) полу­
чили развитие как рассмотренные выше методы, классического 
вариационного исчисления, так и ряд новых методов.- , Общие 
теоремы существования оптимальных управлений были получе­
ны с помощью бесконечномерного варианта теоремы, Вейер-
штрасса о достижении полунепрерывной снизу функции своегс 
минимума на компакте. Методы и результаты этого направле­
ния представляют собой развитие классических построений Ле­
бега— Тонелли. Следует отметить, что .связь, с методами клас­
сического вариационного исчисления была замечена не сразу в 
силу специфики первых задач теории оптимального управления. 
По мере рассмотрения более общих задач были выявлены как 
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сфера непосредственного применения классических вариацион­
ных методов, так и новые моменты, требующие дополнительных 
соображений. Теоремы существования оптимальных управлений, 
полученные с помощью развития метода Лебега—Тонелли, рас­
сматриваются в §§ 2, 3, 5. 

Наиболее близко к классическому вариационному исчисле­
нию стоят задачи Лагранжа с линейными по переменным уп­
равления дифференциальными связями, которые допускают 
введение стандартной топологии на множестве пар (равномер­
ная СХОДИМОСТЬ траекторий, слабая в Lv, p>\, сходимость 
управлений). Метод Лебега—Тонелли приводит к теоремам су­
ществования решений таких задач с условиями выпуклости 
области управления U(x, t), выпуклости функции f°(x, и, t) по 
и и условиями роста типа (2), которые появляются в случае 
неограниченности U(x, t). Важно подчеркнуть, что условия вы­
пуклости не только достаточны, но и необходимы для полунеп­
рерывности интегрального функционала в (9) относительно 
введенной топологии. 

При переходе к нелинейным по управлению системам возни­
кают принципиальные трудности в развитии метода Лебега — 
Тонелли, связанные с тем, что топология вводится лишь на мно­
жестве траекторий. Вопросы замкнутости множества траекто­
рий сводятся при этом к анализу дифференциальных уравнений 
•с многозначной правой частью (уравнения в контингенциях), a 
ДЛЯ восстановления по предельной траектории допустимого уп­
равления необходимо применять теоремы измеримого выбора из 
теории многозначных отображений («лемма Филиппова о неяв­
ных функциях» [64]). Для нужных свойств замкнутости множе­
ства траекторий необходимыми и достаточными являются усло­
вия определенной выпуклости множества допустимых скоростей 
в задаче (4) — (9) (см. §§ 3, 5). Новым в развитии метода Ле­
бега — Тонелли явилось также нахождение априорных условий 
Лредкомпактности минимизирующей последовательности допу­
стимых пар без предварительного предположения об ограничен­
ности множества траекторий. Принципиальные результаты в те­
ории существования оптимальных управлений были получены 
по схеме Лебега — Тонелли в работах А. Ф. Филиппова [64], 
Важевского [228], Роксина [207], Варги [222],Чезари [95, 96], 
Макшейна [180], Олеха [194], А. Д. Иоффе [18], Рокафелла-
ра [206] и др. Полученные теоремы гарантируют существова­
ние решений в задаче (4) — (9) при условии выпуклости мно­
жества 

Q(x,t) = {g = (g, q^g):g = 
= / ( x , и, t), qv>f°(x,u, t),~q>g(x, u, t), UQU(X, t)} 

и некоторых условиях совместного роста по {х, и) (см. §§ 3, 5), 
которые обобщают условия На'гумо — Тонелли. Если множест­
во Q(x, t) невыпукло, то строятся расширения задачи (4) — (9) 
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в духе конструкций Боголюбова — Янга (см. §§ 4, 5). • Простое 
расширение задачи терминального управления предложено 
Р. В. Гамкрелидзе [57°]. 

Другое направление в теории существования оптимальных 
управлений, которое, по-видимому, не имеет аналогов в класси­
ческом вариационном исчислении, связано с непосредственным 
анализом множества достижимости в задаче (4) — (9) и приме-
нении теоремы Ляпунова о векторных мерах [108°] (см. § 6). 
С помощью теоремы Ляпунова доказывается выпуклость и ком­
пактность множества достижимости (и тем самым — теорема су­
ществования решений) в линейной по СОСТОЯНИЮ задаче терми­
нального управления с компактным множеством U(x, t) = U(t) 
и при B — Rnx[t0, ti] без всяких предположений о выпуклости 
множества допустимых скоростей. При этом показывается, что 
множества достижимости в исходной и расширенной задаче сов­
падают. Принципиальные результаты в данном направлении 
получены Ла Саллем [157], Нойштадтом [171°], Олехом [191], 
Халкиным [136], причем в последних двух работах доказано 
существование оптимальных управлений в классе кусочно-
непрерывных функций при дополнительном предположении об 
аналитичности правой части линейной по состоянию системы 
(4) (см.§ 8). 

А. Д. Иоффе и В. М. Тихомиров [21, 79°] рассмотрели линей­
ную по переменным состояния задачу Лагранжа без предполо­
жений об ограниченности области управления, которую сводили 
к рассмотрению конволюционного интеграла [20]. Они доказа­
ли исчерпывающую теорему существования решений такой за­
дачи с помощью методов теории двойственности выпуклых функ­
ций [20, 79°, 61]. Эти методы основаны на теореме отделимости 
выпуклых множеств, которая является самостоятельным принци­
пом существования (не зависящим от теоремы Вейерштрасса). 
С помощью тех же методов Рокафеллар [203, 204] детально 
исследовал специальный класс выпуклых вариационных задач, 
который охватывает линейные по (х, и) задачи оптимального 
управления с выпуклым функционалом типа (9). Методы вы­
пуклого анализа позволяют получить новые условия предком-
пактности множества допустимых пар для вариационных задач 
общего вида с ПОМОЩЬЮ построения . выпуклой миноранты 
(см. п. 5.2). 

Еще раз подчеркнем, что отмеченные выше методы доказа­
тельства теорем существования решений задачи (4) — (9) при­
водят к условиям определенной выпуклости множества допусти­
мых скоростей или линейности системы по переменным состоя­
ния. Эти условия весьма ограничительны и не выполняются во 
многих важных практических задачах (см., например, [3°, 4, 
42°, 93°, 94°, 77] и др.). Переход к расширениям, как уже отме­
чалось выше, не снимает проблемы существования решений в 
исходной задаче, а, скорее, подчеркивает присущие ей принципи-

213 



альные трудности. Ограничительные условия типа выпуклости 
множества допустимых скоростей необходимо возникают при до­
казательстве различных свойств замкнутости траекторных мно­
жеств в функциональных или конечномерных пространствах, 
которые заведомо завышены ДЛЯ существования решений кон­
кретных задач. По той же причине традиционные методы дока­
зательства не позволяют, как правило, учесть специфику кон­
кретно заданных задач, взаимосвязь ряда важных параметров 
(граничные условия, значения минимизируемого функционала ц 

др.)„ которые могут оказывать решающее влияние на факт су­
ществования, решений. Поэтому представляется необходимым 
получение новых теорем существования, направленных на при­
менение в. конкретных ситуациях и учитывающих специфику 
конкретных задач (индивидуальные теоремы существования). 
Некоторые из таких теорем для простейшей задачи терминаль­
ного. управления рассмотрены в § 7, который основан на резуль­
татах работ [47—49, 112°, 50, 9]. Методы доказательства инди­
видуальных теорем существования из § 7 связаны с применени­
ем необходимых условий оптимальности во вспомогательных за­
дачах. Рассматриваются три метода: 1) переход к расширенной 
задаче в форме Гамкрелидзе и использование теории особых уп­
равлений в классе измеримых функций; 2) метод приращений 
функционала качества; 3) метод дискретных аппроксимаций. 
Индивидуальные теоремы существования, полученные с по­
мощью данных методов, носят в общем случае «апостериорный» 
характер, т.,е. для их применения нужно решать вспомогатель­
ные задачи.'Однако они позволяют непосредственно выделять 
классы систем с априорными условиями существования, вклю­
чающие все параметры рассматриваемой задачи, и судить о су­
ществовании решений в конкретных ситуациях. На таком пути 
получаются", в частности, обобщения ряда известных результа­
тов на уровне применения необходимых условий оптимальности 
первого, порядка. Например, доказана [49] теорема существова­
ния 'решений для линейных по состоянию систем с управляе­
мой структурой 

х = А(а, t)x-{-b(ii, t), (10) 
которая существенно обобщает теорему Нойштадта.* С по­
мощью необходимых условий оптимальности получены, также те­
оремы существования в различных классах «доступных» функ­
ций (§8). 

Проблеме существования решений вариационных задач и не­
посредственно примыкающим к ней вопросам посвящено огром­
ное число работ (известная нам библиография насчитывает бо­
лее 1000 наименований). Ниже рассматриваются в основном 
вопросы существования решений в задачах оптимального управ-

* Отметим, что системы типа (l0) не допускают применения теоремы 
Ляпунова о векторных мерах. 
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.ления, описываемых с помощью обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений. По поводу различных аспектов теории сущест­
вования в более общих задачах оптимизации см. работы [10, 
12, 26, 27, 42—44, 55, 66, 68, 71, 73—76, 83, 87, 97, 105, 111, 114, 
185, 187, 225, 227] и др. Приведенная библиография, которая 
состоит из цитируемых в тексте работ, не охватывает всех пуб­
ликаций даже для случая обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Однако, на наш взгляд, она отражает принципиаль­
ные моменты в развитии теории существования. В обозначениях 
мы следуем в основном монографии [40°]. 

§ 1. ПЕРВЫЕ ТЕОРЕМЫ И МЕТОДЫ 
В ТЕОРИИ СУЩЕСТВОВАНИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ УПРАВЛЕНИЙ 

Первые теоремы существования оптимальных управлений 
были опубликованы в 1956—1959 ГГ. в работах Беллмана, 
Гликсберга и Гросса [142°], Р. В. Гамкрелидзе [53°, 54°], • 
Л. С. Понтрягика [60], Н. Н. Красовского [84°, 85°], Ла 
•Салля [157] (см. также [16°, 118°, 87°, 158, 159]) и относятся к 
линейной задаче быстродействия*. Было доказано, что в такой 
задаче существует оптимальное управление в классе измеримых 
•функций, если существует хотя бы одно допустимое управление 
и область управления U — куб конечномерного пространства (в 
[60] рассмотрен также случаи, когда U — произвольный выпук­

лый многогранник). При этом использовались методы, которые 
позволяют рассмотреть значительно более общие ситуации. Раз­
витие этих методов во многом определило дальнейшее продви­
жение в теории существования. 

Рассмотрим главные моменты в методах упомянутых работ. 
Их можно разделить на три группы по характеру подхода к 
"проблеме существования. В первом методе. [16°, 54°, .60, 118°, 
142°] доказательство существования решений сводится к беско­
нечномерному варианту теоремы Вейерштрасса о достижении 
полунепрерывной снизу функции своего минимума на компакте 
(схема Лебега—Тонелли). При реализации этого метода в ли­
нейной задаче быстродействия достаточно доказать компакт­
ность множества допустимых управлений в слабой топологии 
-пространства L2. В работах [16°, 54°, 60, 118°, 142°]) это утверж­
дение получено с помощью теоремы о слабой компактности 
•сферы сопряженного пространства. Дальнейшее развитие этого 
метода рассматривается в §§ 2, 3, 5. 

Второй метод доказательства теорем существования [157— 
159] связан со спецификой задач оптимального управления и 
не имеет истоков в классическом вариационном исчислении. Ос­
новная его идея состоит в прямом рассмотрении конечномерно-

* B 1959 г- А- Ф- Филиппов получил [64] теорему существования в нели­
нейной задаче быстродействия, которая будет рассмотрена в § 3. 
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го множества достижимости, в котором сосредоточена вся ин­
формация о «выходных» возможностях системы. При реализа­
ции этого метода существенную роль играет интегральное пред­
ставление траекторий линейной системы (по формуле Коши) и 
возможность применения теоремы Ляпунова о векторных мерах 
[108°]. В этом параграфе рассматривается схема доказательства 
Ла Салля для линейной задачи быстродействия. Дальнейшее-
развитие этого метода обсуждается в §§ 6, 8. 

В работах [84°, 85°, 87°] использован метод доказательства 
существования оптимальных управлений, основанный на приме­
нении теоремы отделимости выпуклых множеств в функцио­
нальных пространствах. Для линейных систем со специальными 
ограничениями на управления применение теоремы об отдели­
мости заложено в аппарате L-проблемы моментов [6°]. Именно 
эта конструкция использована в '[84°, 85°, 87°] для простого до­
казательства теоремы существования решений в линейной зада­
че быстродействия. Дальнейшее развитие методов выпуклого' 
анализа в исследовании проблемы существования решений ва­
риационных задач излагается в пп. 5.2, 6.2. 

1. Первый метод доказательства. Слабая компактность уп­
равлений. При доказательстве теорем существования решений в-
задаче быстродействия выделяется минимизирующая последова­
тельность tn-+t* и показывается, что найдется допустимое управ­
ление u*(t), 0<t<t*, которое за время t* переводит траекторию' 
системы из начальной точки x(0)=A:o в конечную точку x(t*) = 
=xi. Множество допустимых управлений в рассматриваемой ли­
нейной задаче является ограниченным подмножеством прост­
ранства £,->([0, £*]). В силу теоремы о слабой компактности сфе­
ры [11] оно предкомпактно (относительно компактно) в слабой 
топологии L2([0, .-•*]). Следовательно, можно выделить слабо 
сходящуюся минимизирующую последовательность управлений.. 
Для линейных систем из слабой сходимости управлений вытека­
ет равномерная сходимость траекторий, поэтому осталось пока­
зать, что предельное управление u*(t) допустимо, т. е. и*(^) G U 
для почти всех t 6 [0, t*\. Последнее утверждение является след­
ствием того, что U представимо в виде пересечения замкнутых. 
полупространств. Этот факт справедлив для произвольного вы­
пуклого компакта U (если пересечения брать в счетном числе) *,. 
поэтому в теоремах работ [16°, 54°, 60, 118°, 142°] область уп­
равления можно считать таким множеством. Допустимость сла­
бого предела u*(t) можно доказать и с помощью теоремы Ма-
•зура о слабом замыкании (следствие теоремы отделимости в 
функциональных пространствах [11, 79°]). Из изложенного вид­
но, что метод доказательства работ [16°, 54°, 60, 118°, 142°] 
весьма прозрачен и непосредственно применим в более общих. 
ситуациях. 

* Следствие теоремы отделимости в конечномерном пространстве. 

216 



2. Второй метод доказательства. Анализ множества достижи­
мости. Множество достижимости в момент времени t~>0 для ли­
нейной системы 

х = A(t)x + B(t)u,x{0) = xQ,u(t)eU, (1> 
записывается в виде 

R{t)^\reR":r^F{t)x0+\F(t)F-i(r)B(x)a^)dx,u(x)eu\,(2)-
где JF(t) —фундаментальная матрица решений однородного' 
уравнения x~A(t)x. Легко видеть, что существование решений 
в задаче быстродействия для системы (1) вытекает из замкну­
тости множества R(t). Предположим для простоты, что U — 
-='[0, 1]. Если в (2) вместо U рассмотреть его множество край­
них точек U°={0, {}, то выпуклость и замкнутость соответствен­
ного множества ^°(t) является непосредственным следствием 
теоремы Ляпунова о векторных мерах [108°]. Этим доказано. 
существование оптимальных управлений в линейной задаче 
быстродействия с областью управления U0. Для доказательства 
существования решений в случае множества U достаточно по­
казать, что любая точка rQR(t) является пределом последова­
тельности Гп€ R°(t) (теорема аппроксимации). При доказатель­
стве этого факта существенно используется выпуклость мно­
жества R°(t). Аппроксимирующая последовательность {гп}^-г,.. 
-г->со, строится следующим образом: 

1 " Г 

й-=1 О 

k--=1, .. ,,/г, «=1,2 , . . . , 
fl. "-GEM. 

а*-С-)--|о,те[о, t\\Ekn, Eft„={xe[o, t] •. —=-<a(x)<i}, 
t 

где ht (-) = E (0 F"1 (-) В (т), r = F (t) jc0 + J ht (%) и (т) d-.. Итак: 
о 

доказано, что множества R(t) и R°(t) совпадают. Этот факт 
известен под названием «принципа релейности Ла Салли». 

3. Третий метод доказательства. L-проблема моментов. 
Специфика линейных систем позволяет сформулировать задачу 
нахождения измеримого управления и (t), | a (г.) | < 1, 0 < t < tt. 
переводящего за время tx точку х0 в начало координат m 
траекториям системы (1), следующим образом: найти линейныь 
функционал и(-)е.--со([0, ^])-=L*([0, t!]), | |и(-)||£00<1, который 
на заданных элементах ji(t) = (F~l(t)B(t))i, i = \,...,n, про­
странства Li ([0, îj) принимает заданные значения с£——(х0)г,. 

п 
L = l, .. .,п, ^с]>0. Сформулированная задача есть частный 
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•случай L-проблемы моментов в линейных нормированных про­
странствах [6°]. Необходимое и достаточное условие разре­
шимости ЭТОЙ задачи записывается в виде [6°, 87°, 40°]; 

4 * o , t i ) > 1 , (3) 
h 

:где Х(х0,^)= mining), l(t1,g) = <\\g'F-l(t)B(t)\di. 
Й'Л-0-=—i о 

Условие (3) получено путем применения теоремы отделимости в 
'функциональном пространстве и связано с переходом к двойст­
венной задаче. Для доказательства существования оптималь­
ных управлений достаточно теперь установить, что найдется 
наименьший момент времени t\, удовлетворяющий (3). Но это 
'есть прямое следствие непрерывности (полунепрерывности свер­
ху) функции Х(хо, ti). Таким образом, существование опти­
мального управления в данном методе доказательства непос­
редственно вытекает из существования допустимого. Этот факт 
•обусловливается спецификой рассматриваемой задачи. 

§ 2. ЛИНЕЙНЫЕ ПО УПРАВЛЕНИЮ ЗАДАЧИ ЛАГРАНЖА 

Схема Лебега—Тонелли, лежащая в основе первого метода 
.доказательства существования оптимальных управлений в ли­
нейной задаче быстродействия, позволяет получить теоремы су­
ществования в более общих задачах оптимизации. Ниже рас-

•сматривается задача минимизации интегрального функционала 

I(x,ii) = \p{x,it,t)dt (1) 
и 

ша решениях систем 
x=fl(x,t)-{-fn(x,t)u, x{tQ)=xQ, u(i)QU, (2) 

которые могут удовлетворять дополнительным граничным усло­
виям, фазовым ограничениям и т. п, Такие задачи естественно 
обобщают линейные задачи быстродействия; с другой стороны, 
они близки к непараметрическим задачам классического ва­
риационного исчисления. По схеме Лебега—Тонелли необходи­
мо так ввести топологию на множестве пар {x(t), u(t)}, t0<i< 
</'ь чтобы минимизирующая последовательность была компакт­
на во введенной топологии и функционал (1) полунепрерывен 
снизу. Для линейных по управлению систем естественной являет­
ся равномерная сходимость траекторий и слабая в Lv, р>1, 
^сходимость управлений. Данная топология обеспечивает замк­
нутость множества допустимых пар при условии выпуклости и 
замкнутости области управления U. Кроме того, указываются 
-априорные условия на параметры задачи, при которых мини­
мизирующая последовательность пар предкомпактиа во введен­
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Ной топологии. Оказывается далее, что для полунепрерывности 
Снизу функционала (1) .относительно равномерной сходимости 
Но х и слабой в Lp, р>1, СХОДИМОСТИ по и необходимо и доста­
точно условие выпуклости функции fa(x, и, t) no переменной yn-' 
равления. Таким образом, полностью описывается класс линей­
ных по управлению задач Лагранжа, для которых существова­
ние оптимальных управлений можно доказать по схеме 
-Лебега—-Тонелли/ при введении стандартной топологии на мно­
жестве пар. 

Рассмотрим сначала случай ограниченной области управле­
ния U, в котором автоматически выполняются условия предком-
нактности множества допустимых пар. При переходе к общему 
случаю неограниченного множества U важную роль играют ус­
ловия роста функции /°(л:, и, t) по переменной управления (ус­
ловия Нагумо-—Тонелли). Эти условия гарантируют слабую в 
-Li сходимость минимизирующей последовательности управлений 
и вместе с условием выпуклости f°(x, и, t) по и обеспечивают 
существование решений задачи (1), (2) в стандартном классе 
функций. 

\. Случай компактной области управления. Если множество 
U выпукло и компактно, то допустимые управления образуют 
слабо компактное подмножество пространства L2 (см. п. 1.1). 
Если при этом система (2) линейна по (х, и), то слабая в L2 
сходимость управлений гарантирует равномерную сходимость. 
траекторий. Следовательно, существование решений таких задач 
обеспечивается условиями полунепрерывности снизу функциона­
ла (1). В работах [24, 56, 166] доказано, что функционал (1) 
непрерывен4 в рассматриваемой топологии, если множество U 
выпукло и компактно, а функция f°(x, и, t) непрерывна и ли­
нейна по и. Полунепрерывность функционала (1) при тех же 
предположениях соответствует условиям выпуклости f°(x, и, t) 
по и (см. [16°, 57, 65, 147, 238]). Простое доказательство ЭТОГО 
утверждения (для компактных U) связано с применением тео­
ремы Мазура о слабом замыкании. 

При переходе к нелинейным по х системам (2) из слабой в 
L2 сходимости управлений уже не вытекает равномерная сходи­
мость траекторий. В ЭТОМ случае естественно ввести топологию 
в пространстве пар {x(t), u(t)} и доказать, что множество допу­
стимых пар компактно относительно равномерной сходимости 
траекторий и слабой в L2 сходимости управлений (замкнутость 
множества пар обеспечивается линейностью системы (2) п< 
переменным управления). На .таком пути в работах [41, 65, 121 
166, 167, 173] получены обобщения предыдущих результатов т. 
случай произвольных систем (2) при условии равномерной ог­
раниченности множества допустимых траекторий. «Априорные 
условия на параметры нелинейных задач, которые обеспечивают 
ограниченность множества допустимых траекторий, рассматри­
ваются в §§ 3, 5. 
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2. Случай неограниченной области управления. Условия рос­
та. Если область управления U неограниченна, то нельзя гаран­
тировать предкомпактность множества допустимых пар относи­
тельно слабой в Lp, р>1, сходимости управлений и равномер­
ной сходимости траекторий. Данная сходимость для минимизи­
рующей последовательности допустимых пар (при p==1) обес­
печивается дополнительными условиями на рост подынтеграль­
ной функции f0(x, w, t) при lnl+со (условия Нагумо—Тонелли). 
Для задачи (1), (2) они могут быть записаны в виде 

l i m / 0 ( ^ ' ° - o o , XQA, t0<t<tu (3) 
|«|-*co I U I 

где A — компактное множество, которое ограничивает допусти­
мые траектории. Условие (3) позволяет применить к минимизи­
рующей последовательности управлений критерий слабой пред-
компактности в Li (теорема Данфорда—Петтиса [11]). Имеют­
ся различные обобщения и модификации условия (3). 

Отметим, что условие (3) позволяет свести [13] простейшую 
задачу вариационного исчисления с f°(x, х, t)>0 к задаче быст­
родействия с компактной областью управления. При этом (3) 
естественно интерпретируется как условие непрерывности пере­
ходной функции в бесконечно удаленной точке. В силу этого 
условия можно присоединить бесконечно удаленную точку к об­
ласти управления (U=Rn) и тем самым перейти к рассмотре­
нию компактного случая. 

3. Полунепрерывность интегральных функционалов. Для до­
казательства существования решений в задаче (1), (2) с неог­
раниченной областью управления 'необходимо установить об­
щие теоремы о 'полунепрерывности снизу интегральных функ­
ционалов. Исследование таких вопросов восходит к класси­
ческим работам Лебега [164], Тонелли [215, 216], Макшейна 
[174], Морри [186] и др. (обзор работ классического периода 
дан в [186]). Решающим условием полунепрерывности снизу 
интегральных функционалов типа (1) относительно сильной в 
Lp, р>1, сходимости по х и слабой в Lq, q>\, сходимости по и 
является условие выпуклости f°(x, и, t) по и. Кроме того, в ра­
ботах классического направления имелись различные предполо­
жения о гладкости подыинтегр альмой функции и так называе­
мые условия полунорм альности [217, 174, 99], которые заведомо-
выполняются, если f°(x, и, t) удовлетворяет условиям роста 
типа (3). B последние годы усилился интерес к вопросам1 полу-
непрерывности интегральных функционалов. Доказан ряд тео­
рем, в которых существенно ослабляются условия гладкости и 
полунормальности [22, 52, 54, 59, 82, 88, 102, 103, 119]. В работе 
С Ф. Морозова и B- И. Плотникова [52] доказано, что функ­
ционал (1) полунепрерывен снизу в рассматриваемой тополо­
гии, если /°(x, и, t) непрерывна и выпукла по и (без всяких ус­
ловий полунормальности). Этот результат усилен Берковицем 
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[82] на случай, когда f°(x, и, t) удовлетворяет условиям Кара-
теодори (непрерывна по (л;, и), измерима по t). При этом обоб­
щаются результаты и методы Б. Т. Поляка [59], которые ос­
нованы на применении теоремы Мазура о слабом замыкании и 
результатов М. А. Красносельского и др. по исследованию опе­
ратора Немыцкого [31]. 

В [18, 79°, 194, 195, 201, 202, 206] исследовались вопросы 
полунепрерывности снизу функционала 

I{x)^\p(XiX,t)dt (4) 
и 

в сильной топологии пространства C([t0, ti]). При этом предпо­
лагалось, что f°(x, х, t) является нормальным интегрантом [79°, 
201, 202] (более общие условия, чем условия Каратеодори: по 
(х, х) достаточно полунепрерывности снизу и допускается зна­
чение +QO ДЛЯ f°(x, х, t)). К задачам минимизации функцио­
налов вида (4) сводятся многие задачи оптимального управле­
ния (см. §§ 5, 6). Полунепрерывность снизу функционала (4) 
в сильной ТОПОЛОГИИ С ([to, *i]) доказана [79°, 194,195,206] при 
условии выпуклости функции f°(x, 'x, t) по х и некоторых усло­
виях роста, которые обобщают условия Нагумо—Тонелли. При 
этом использовались методы выпуклого анализа (теории двой­
ственности выпуклых функций). Отметим метод P. T. Рокафел-
лара [201, 202, 206], который с помощью перехода к сопряжен­
ным интегральным функционалам свел вопрос о полунепрерыв­
ное™ снизу функционала (4) к случаю, когда f° не зависит от 
х. Важно подчеркнуть, что в теоремах о полунепрерывности сни­
зу функционала (4) в сильной ТОПОЛОГИИ пространства C([t0, 
t{\) условия роста типа Нагумо—Тонелли (условия полунор-
мальности) ЯВЛЯЮТСЯ существенными [100, 175, 215, 216]. 

4. О границах применения метода Лебега—Тонелли в линей­
ных по управлению задачах Лагранжа. Рассмотренные выше ре­
зультаты о компактности множества пар {x(t), u(t)}, t0<t<tu 
й полунепрерывности интегральных функционалов позволяют 
получить по схеме Лебега—Тонелли общие теоремы существо­
вания оптимальных управлений в задачах минимизации функцио­
нала (1) (или произвольных функционалов Больца с полунеп­
рерывным снизу терминальным слагаемым) на решениях линей­
ных по переменным управления систем (2). При этом класс 
допустимых пар {x(t), u(t)} может выделяться граничными и 
•фазовыми ограничениями общего вида и произвольным ЧИСЛОМ 
интегральных ограничений типа 

\g^{x,u,t)dtKr^ Pe~S. 
и 
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