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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1982 МАТЕМАТИКА № j (236) 

М. Я . Дьяченко УДК 517.52 

О НЕКОТОРЫХ УСЛОВИЯХ 
ЛОКАЛЬНОЙ ГЛАДКОСТИ ФУНКЦИЙ 

§ 1. Введение 

В статье рассматривается одно условие локальной гладкости функций 
и его роль в суммируемости ряда Фурье в точке. Всюду ниже мы будем 
считать функцию f (х) суммируемой и 2-и-периодической. Пусть 

1 игг. Г f(* + t)-f(x-t) / (•*) = - - llm Г-
Я е - , О J 2tg(f/2) 

И. И. Приваловым (см. [1], с. 528) было доказано, что если f(x)£L{0, 2u), 
то f(x) существует почти всюду. Через со (/) будем, обозначать функцию 
типа модуля непрерывности, т. е.: 

1) ®(t) определена и непрерывна на [0, оо); 
2 ) ш ( 0 ) = 0 ; 
3) ( о ( * ) Т при * £ [ Q , оо); 
4) ш (ti + t 2 ) < u (*,) + to (i2) при t i , t 2 > 0. 
В частности, функция со (t) может удовлетворять еще и таким условиям: 
1) существует постоянная Ах > 1 такая, что 

1 < Игл ((о (Л,8)/(о (8)); (1) 

2) существует число р £ ( 0 , 1] и число А2 > 1 такие, что 

ЙпТ (со (Л28)/ш (8)) < Al. (1°) 

Условия (1) и (1°) (для р = 1 ) были введены С. М. Лозинским в [2], а позднее 
рассматривались Н. К. Бари и С. Б. Стечкиным в работах [3] и [4]. 

Пусть точка XQ£[0, 2Ж] и число р ( ; ( 1 , ° ° ] . Будем говорить, что 
/(*)£//(«>, р, х0), если f(x)£Lp(0, 2ж), 

и 

^\f(x0 + t)-f(x0)\pdtjIP<<»(\u\)npii\u\<«, 
о 

когда р < оо, и \f(xQ + u)~f (х0) | < m ( | и | ) при | и | < те, когда р = со. 
Т е п о р е м а 1. Пусть число р£(\, оо), а точка х0£[0, 2тс]. Гогда д л я 

т о г о чтобы из условия f{t)^H(a>, р, х0) следовало, что f(t)^H(C{(o, р, х 0 ) , 
где постоянная Сх зависит лишь от функции ш (и) и р, необходимо и доста­
точно, чтобы функция а>(и) удовлетворяла условиям (1) и (1°) для р = 1. 

В § 2 мы докажем достаточность. Что касается необходимости, то она, 
по существу, доказана в работе [4] (см. лемму 8 на с. 515—518). 

Обозначим п-е (С, а)-средние ряда Фурье функции / (t) в точке xQ через 
< £ ( / . •*<>)• 

В § 3 будет доказано следующее утверждение. v , 
Т е о р е м а 2. Пусть точка л 0 £ [ 0 , 2тс], число <х£(0, 1] и число р £ ( 1 , о о ] . 

Тогда для того чтобы, для любой функции f(t)£H(®, р, х0) выполнялась 
оценка \ / (х0) — а* ( / , х0) | < С > (1/«) при п>\, где постоянная С2 зависит 
лишь от р, а и функции ш ( и ) , необходимо и достаточно, чтобы функция 
ш(й) удовлетворяла условию (1°) для р = а. 
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При доказательстве ."необходимости мы будем пользоваться лишь тем, 
что С 2 не зависит от я . 

Не ограничивая общности, будем считать, что х0 = 0 и f(x0) = 0. Случай 
со (t) = 0 мы исключим из рассмотрения. При доказательстве достаточности 
в теореме 2 будем считать р < оо. 

§ 2 . О сопряженных функциях 

Докажем несколько вспомогательных утверждений. Прежде всего сфор­
мулируем две леммы, доказанные Н. К. Бари и С. Б. Стечкиным (см. [4], 
сс. 494 и 497). 

Л е м м а А . Если функция со (и) удовлетворяет условию (1), то 
' и j dt < С3ш (и) при и £ (0, те], 

о 

где постоянная С3 зависит лишь от функции со ( / ) . 
Л е м м а Б. Если непрерывная и возрастающая на [О, оо). функция <?(t), 

обращающаяся в 0 /г/ж ^ = 0, обладает тем свойством, что для некоторого 
А 3 > 1 и целого /г > 1 выполняется неравенство 

Ш^Ш-<А!, (2) 

то 

uk j - ^ - Л < 6 > (и) /г/?гг гг £ (0, тс], (3) 
и 

где постоянная С 4 зависит лишь от функции <р (t); и обратно, выполнение 
неравенства (3) при всех и£(0; к] влечет существование числа А 3 > 1, для 
которого выполнено (2). 

Теперь докажем два утверждения. 
Л е м м а 1. Пусть число р^{\, оо), функция со (г1) удовлетворяет усло­

вию (1), а функция / ( / ) £ Я ( ш , 0). Тогда 

Г — dt < С6со (I и I) /г/ш I и I < к, 
J 2 tg (t/2) 5 V l 1 7 1 ' 

—2a 

где постоянная C5 зависит лишь от функции со (и) и р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и > 0. Рассмотрим выражение (см. лемму А): 
2и 2а оо u - 2 ~ k + 1 00 u-2~~k+1 

0 0 ft=0 „.2~ft k=0 u.t-k 

u . 2 - k + 1 00 u . 2 - f t + I 

X 

2« < 8/? S J L1YDT=R^P \^С11<8P°^(2w)< i6/?c 3co(«). 

0 
f / ( A 

Интеграл I —— dt оценивается совершенно аналогично. 
J 2tg(f/2) 
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Заметим, что из условий леммы следует существование / ( 0 ) . 
Для отрицательных и все аналогично, и лемма 1 доказана. 
Л е м м а 2. Пусть число рС(\, со), число а£(0, 1], функция «>(/) удо­

влетворяет условию ( Г ) для р = а и функция /(/)£#(«>, р, 0). Тогда 

иа j]-j^ldt<C6u(u) при и £ ( 0 , it], 

где постоянная С6 зависит лишь от р, а и функции со (и). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем целое т > 1 так, что ъ-2~т < и < i t - 2 _ ' r e + 1 . 

Тогда 

m TL .2" 

ft=l i t .2 

X i 
.- (i+«) a+i/o-i)) ,,\(/>-i)/p 

ft=l 

m it-2" 
/ 2 * У / 2 й 

X 

- A + i 

*Г*< (!)*(! 1 

< 2 p « * (f J t 0 ( r ' 2 ~ * + ' ) < 1 6 / > ( z * 2 " T j ' - 7 

1 6 p (rc • 2 - ™ ) " [ zMJLdt. 
%-2 

Ясно, что функция c o ( z ) / 1 * удовлетворяет условию ( Г ) для (5 = 1, а тогда по 
лемме Б (для k — \) имеем 

it 

JtT+T Л < 1 6 Р С 4 ( Т С '
 2~тУ~1

 м ( ^ г ) ( т с• 2 - т ) 1 - а < 16рС> (а). 

Теперь докажем достаточность в теореме 1. Теорему достаточно доказать 
для 0 < а < те/4. Оценим при 0 < х < и выражение (см. лемму 2): 

I I 
2и 

fit) fit) 
2tg(*/2) 

2и " " 2« 
2tg ( ( f - * ) /2) 

= 1 [fit) ^itV)-igiit-x)l2) d 

\ J 2tg(*/2)tg((f-*) /2) 

2ц 

I sin jt/2) cos ((£ — x)/2) — sin ((£ — x)j2) cos (t/2) 1 
2 sin (t/2) sin ((i — x)/2) 

1 / ( 0 

2u 

I 2 sin (x/2) 
1 t(t — x) 

<— X , 
2 J t2 

2a 
| 1 £ Ш Л < С 7 а > ( й ) , (4) 

где постоянная С1 зависит лишь от р и функции со (г:). Аналогично: 

-2а -2а 

Г Ш fa_ Г _ 
J 2tg(t /2) J 2tg((t-*)/2) 

/ ( 0 < C 7co (и). (5) 

Далее ясно, что' f-,{x) = / (JC) Xr_2u, 2«i (*) + / (•*) (1 — Х,_2и, 2«j (*))' = Л (*) + / 2 (л). 
Отсюда получим 
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( \ J 1 7 w - 7 ( 0 ) г dxjlp < (1 j 1д w - 7 (о) г d * ) 1 " + ( i ] ' 17 w P rf*)v' + 
v о . 0 0 

+ j 17 (0) \p dxJP = Л + I2 + / 3 . (6) 

0 

По лемме 1 имеем 
/ 3 < С 6 < о ( и ) . (7) 

Из неравенств (4) и (5) вытекает, что 
/ : < 2С7ш (и). (8) 

Наконец, по теореме М. Рисса (см. [1], с. 566): 

'' < (тГ( 1 1 7- w 1' "Т< («ГА' (I*1 Л w**r -
о о 

2« 

= ^ ( 1 j j / ( x ) r f l ' x ) 1 / / ' < 4 V ( « ) , (9) 

где постоянная Ар зависит только от р. Из формул (6) — (9) вытекает 
утверждение теоремы. 

С л е д с т в и е 1. Если точка л 0 ^ [ 0 , 2те], функция со (и) удовлетворяет 
условиям. (I) и (Г ) для р = 1 « | / ( л 0 + /) — f(x0)\ < о) ( U | ) я/та 111 < те, то 

и 

« А JUOO - 7 ( 0 ) 1 ^ < С > ( | « | ) Л / ? Я | « | < т е . 
о 

• Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем (см. теорему 1): 

\\f(t)-f(0)\dt< [и-1 \\]{t) - 7(0)1 2 '^) 1 / 2 . ( a " 1 ] dtf2 < G > ( I « D -

§ 3. О суммируемости рядов Фурье 

Л е м м а 3. Пусть число а £(0 , 1). ч^лое число п>\, а числа 
и, v£[\/n, те], причем и < IJ /40. Тогда, если 

V 
' (0 o i „ 2 Л + 1 

а 

ото 

.) t l + a \\ 2 2 / 2 теа 
2 

Л , 

' где постоянная С зависит лишь от а. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательства обоих неравенств проводятся ана­
логично, поэтому мы ограничимся доказательством первого. Положим при 
А = 1, 2 , . . . , п + 3 4 = (те/2(п + 1)) ( 2 А - 1 ) . Пусть ^ < 2 « < z t

m + 1 и tt<v<tl+l. 
Так как 1 /га<и<г»/40 , то между т + 1 и / есть нечетное число. Ясно, что 
при любом п А- 1 > & > 2 справедливо неравенство 

J * 2 

2 ( n + 1) 

20 I tk^2 

> 
1 2 (я + l)-8 

(2ft — 1) (2* + 1) 20 •к (2ft — 5) (2ft + 3) 

t. 

1 

Отсюда вытекает, что 

„ A+2 

20 J 
Й - 2 

t2 

й=т+1 k=m+l t 
k нечетно к нечетно 

40 Li J t2 200 ZJ + J t2 200 J £2 600 J 
й нечетно ft-2 k нечетно k-2 

что и требовалось доказать. 
Л е м м а 4. Пусть число а £ ( 0 , 1), а функция f (х) такова, что 

I / ( * о ) ~" °л ( /» * о ) I < ш пРи в с е х п- Тогда существует постоянная Л > 

we зависящая от п, такая, что | / ( л г 0 ) — ̂  ( / , л ; 0 ) | < Лео (1/#). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливы формулы (см. [5], с. 130): °l = S l / A l , 

коэффициент = 2 Л * и = 2 S*An-k , где а, р > - 1, причем 

Л £ | < С 1 0 я \ где постоянная С 1 0 зависит лишь от а. Заметим также, что по 
лемме Б (при k = 2), примененной к функции с о ( / ) ^ получаем 

1 /я 
/2 + а 

#7 < C s to (1) (10) 

Отсюда, т. к. А\ > 0 при $ > — 1 и /г > 0 (см. также (10)), 

| / (*о) - °\ ( / • •*<>) I = 1 Л1» / (•*<>) - S i ( / , * 0 ) | = - l y | Л£ Anl* f (*0) ~ 

ft=0 
- J 5 2 Л„-Л = ~ j j J] Л£ A7-k (f (*„) - (/, *0)) 

ft=0 
< 

ft=l ft=[«/3 + 1 

< ̂ S. *' • (т)+̂  (т) rir S л л-"*+^ * 
где постоянные C u — C J S не зависят от /г. 
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Приступим к доказательству теоремы 2. Вначале докажем достаточность. 
Через K n ( t ) при а £ ( 0 , 1] и п > О обозначим ядра метода (С, а). Известно 
(см. [5], с. 157), что 

\Kl{t)\<2ti (П) 

и 
\Kl(t)\<Aan-a\tr(«+1) при И < * , (12) 

где постоянная АА зависит лишь от а. Рассмотрим выражение 
I 
[ к 

| | / ( 0 ) - ^ ( / , 0)1 = | о « ( / , 0 ) | = 1 | Г ( / « ) + / ( - 0 ) А Г Н < ) Л < 

I 0 

j 1/Л • 1С 

| < ^ ] ' l / W + / ( - / ) l | A : " W I ^ + ^ + )Kan(t)\dt = il + ri. (13) 
j 0 1/л 

[ Воспользовавшись неравенством (11), получим 

[ l / n 1/л l / n 

I h < 7 2л (j I / W I dt + f I / ( - t) I Л ) < *1 Ц I / ( / ) f dtJ/P + 

\ l/n - ' 

Кроме того (см. (12) и лемму 2): 

^ ( № + J W < c » - ( i ) - . <1S> 

А,. < • 

ТС ' 

" 1/л 

! где постоянная С 1 7 зависит лишь от р, а и функции со (/). Из формул (13)— (15) 
; следует достаточность условий теоремы. 
\ Докажем теперь необходимость. Пусть вначале а = 1. Предположим, что 

условие (1°) для р = 1 нарушено. Тогда по лемме Б существует последова-
| тельность {8„}" = 1 такая, что Вп | О при к - » с я и 

•к 

К ^ d t = *{Bn)Mn, (16) 
е 

л 

где Мп j оо при п-^со. Выберем целые числа тп так, что 

1/т„ < 6„ < l/(m„ - 1). (17) 

Рассмотрим четную, 2тс-периодическую функцию f (х), определенную при 
х£[0, тг] равенством 

f(x) = ®(x). (18) 

Для нее справедлива оценка (см. (18), лемму 3, (16) и (17)): 

К ( / . 0 ) - / ( 0 ) | = с^ ( / , 0 ) = 2 - Г с о ( / ) ^ ( / ) < / / > 
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> ч ' ( О 

тсот„ J £2 

"л 

sin 2 « я + 1 tdt>Cls — Г 
г2 

^ 1 8 ( Э ^ Л ^ С , 
«я 

если п достаточно велико, где постоянные С 1 8 и С 1 9 положительны. Таким 
образом, при а = 1 теорема 2 доказана полностью. 

Пусть а £ ( 0 , 1). Тогда по лемме 4 и доказанному выше для функции со (t) 
выполнено условие (Г ) для 8 = 1. Докажем, что оно выполняется и для 8 = а. 
Предположим, что это не так. Тогда для функции ср (/) = со (/) tl~a условие (1°) 
при 8==1 не выполнено. Применив лемму Б, мы докажем существование 
последовательности {tn\„=x такой, что t „ { О при /г—*оо и 

или 
тс 

( 1 9 ) 

г д е | оо при /г—*со. Рассмотрим целые числа яг„ такие, что 

i//»„'< * „ < i / K - i ) . (20) 

Выберем из последовательности (sJ^Li подпоследовательность {t„ Ĵ Lj сле­
дующим образом (для краткости вместо /га будем писать % ) : 

1 ) я 1 = 1; 

2) число / щ > 4 0 ( / г а й _ ! ) 2 ( 2 + а ) / а при Л = 2, 3, 
-1 

3) . [ ^ L d t > 1 f Z^Ldt при k = 2, 3, ... 
(21) 

"A ffl. 
Известно (см. [5], с. 159), что при а £ ( 0 , 1) ядро 

28„ (0 а ^ « / Л = J _ S i n ((п + 1/2 + a/2) t — (1/2) яа) ^ 

Л„ (2 sin ( f /2)) B + 1 ' " ( 2 s i n W 2 ) 2 

(22) 

при * £ [ - i c , «], где | 9 B ( * ) | < 1 . ' Обозначим = (л + .1/2 + a/2)* — та/2. 
Определим при [0, - ] четную, 2т>периодическую функцию / (х): 

J 1 ; j ш (x) sign (sin (x)) при x^{mjl, m^-ib где £ = 2, 3, ... j 

Ясно, что при любом />£ (1, оо] функция / (л:) £//(со, р , 0). Рассмотрим выра­
жение (см. (22) и (23)): 

KAf> о ) - / ( 0 ) | - | ^ (/, о)|>--=- U ( 0 l ^ ( 0 l ^ -
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2. _L 
т й - 1 

s i n 9m, (t) 

/оо 
(2 sin (£/2)) 1 + a 

+ — f »(/) 
I s in q m u (t) I 

2 г 2 | 8 ( t ) | a 

м А 4 sin2 (i/2) 

(2 sin (t/2)) ; 
o f ; 

(24) 

В силу неравенства (11) имеем 

4 / 1 со | -
TWZ/j \rnii) тс \7й/г 

(25) 

Так как по доказанному выше для функции со (t) выполнено условие (1°) 
для 3 = 1 , то по лемме Б получим, что 

/ 4 < 
тс Г (л (t 

mk J t2 

(t) 
dt < С 2 0 ш (• 

I 1 (26) 

где постоянная C 2 0 зависит лишь от функции ю («). Далее, пусть / / обозначает 
интервал знакопостоянства функции sin (qm (t)), пересеченный с отрезком 
[ту1, ту\\, для 1 = 2, 3, ... 

Тогда 

sm<lmh(t) dt 
(2 sin (f/2)) l + a 

Заметим, что если ц (n) — число непустых интервалов lr

n, то 

\>. (я) < 2тп . 

Кроме того, дважды применяя вторую теорему о среднем, получим 

п Л И Х 

U (t) -— 
J (2 sin 

sin q> (£) 
•dt\ — 

sin qm< (t) 

< 
1 

(2 sin (a/2)) 

(2 sin ( Ш ) ) 1 + а I J (2 sin (£/2)) 

• E 

sup . I \ « (0 sin <7m ( / )Л 

l + a < 

,1 + a 

2 1 + " f l 1 + a 
(*)x 

X 
о 

sup I f sin [[mk + - + -)t--)dt < T C

2 m i + a < » W — 

Отсюда (см. (27), (28) и (21)) получим, что 

1 Г 
1 + * 

1 \ l + a/2 m^ l ! 
ft-1 

mk ,(1/2) a »* . m n ^22 ' 
1- \ l + a / 2 

ОТ (1/2) a < 

<a 22 
/ .1 y + c/2 

Xm-kl 
< С 2 3

ш I — 
1_ 

2 H-669 

(27) 

(28) 

(29) 

file:///rnii
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где постоянные С 2 1 — С 2 3 зависят лишь от функции со (г1). Наконец, применяя 
лемму 3 и неравенства (21), (20) и (19), получим, что 

/, > с и « г Г ̂  л > с 2 4 - L = « г f ^ * > 

•к 

где постоянные С 2 4 и С 2 5 зависят лишь от а и функции со (и). Рассматривая 
формулы (24) — (26), (29) и (30), получим, что 

l 4 < / . o > - / ( 0 ) l > f ' . ( i ) ^ V 

если k достаточно велико: Мы получили искомое противоречие. 
Автор глубоко признателен профессору П. Л. Ульянову за постановку 

задач и обсуждение полученных результатов. 
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М. В. Левит, А. Н. Чурилов. Об оценках некоторых функционалов от решений 
матричных неравенств, встречающихся в теории управления 

(аннотация статьи, принятой к печати) 
Рассматриваются специальные матричные уравнения теории управления (уравнения Лурье) 

и связанные с ними матричные неравенства. Получены оценки значений функционалов, рас­
сматриваемых-на множестве решений матричных неравенств. Доказательства основных резуль­
татов опираются на теорию квадратичных матричных уравнений и аппарат частотных методов 
теории управления. Установленные оценки могут быть использованы для исследования нели­
нейных систем автоматического управления, в том числе систем с параметрическим белошум-
ным возмущением. (Работа поступила в журнал „Математика" 25 V 1981.) 

А. Д. Нахман, Б. П. Осиленкер. Оценки весовых норм некоторых операторов, 
порожденных кратными тригонометрическими рядами Фурье 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

В работе изучаются линейные полунепрерывные средние кратных рядов Фурье функций п 
переменных из весовых пространств i f (р > 1). 

Если функция со (х) удовлетворяет известному Лр-условию, то для рассматриваемых средних 
получены весовые оценки сильного и слабого типа, причем для методов Чезаро и Пуассона-
Абеля .Лр-условие на вес является не только достаточным, но и необходимым. Получены также 
утверждения о суммируемости почти всюду и по метрике I f . (Работа поступила в журнал 
.Математика" 1 VII 1980.) 


