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П Р И М Е Р НЕДОПОЛНЯЕМОГО ГИЛЬБЕРТОВА РГ*-МОДУЛЯ 

В. М. Мануйлов 

К а к известно, теория гильбертовых модулей [1, 2] построена по модели теории гильбертовых про­
странств и во многом напоминает ее. Если А — С*-алгебра, то правый А-модуль М называется гиль­
бертовым А-модулем, если на М задано отображение (внутреннее произведение) (•, •) : М х М -> А, 
которое для всех я, у Е М , а Е А обладает свойствами (я,у)* = (у ,х) , (х,уа) = (ж,у)а, (я,х) > 0, 
причем (х,х) = 0, только если х = 0 и М является банаховым пространством по отношению к норме 

= IKx ,^ ) ! ! 1 / 2 . Стандартным А-модулем 12(А) называется модуль, состоящий из последовательно­
стей ( a n ) n G N , ап Е А, для которых ряд Yl%Li апап сходится по норме С*-алгебры А, с внутренним 
произведением ( ( a n ) , (Ьп)) = Y%=i anbn е А. 

Подмодуль N С М называется дополняемым, если верно равенство М = N ® К для некоторого 
подмодуля К] N называется ортогонально дополняемым, если в качестве К можно взять ортого­
нальное дополнение N1-. Основное отличие теории гильбертовых модулей от теории гильбертовых 
пространств состоит в том, что не все гильбертовы подмодули являются дополняемыми (тем более 
ортогонально дополняемыми). Ряд условий, обеспечивающих ортогональную дополняемость, можно 
найти в статье [3]. 

В случае когда А является И^*-алгеброй, гильбертовы А-модули более похожи на гильбертовы 
пространства. В частности, в них имеет место полярное разложение. Следующий пример, сообщен­
ный М. Франком, показывает, что и в случае И^*-алгебр существуют ортогонально недополняемые 
подмодули. Пусть А = В(Н) — алгебра ограниченных операторов гильбертова сепарабельного про­
странства, К(Н) С В(Н) — идеал компактных операторов. Рассмотрим А-модуль М = К(Н)®В(Н) 
и подмодуль N С М , состоящий из пар (k, fc), где к Е К(Н). Ясно, что N1- =. {(&,— к) : к Е К(Н)} 
и М ф N ф N1. Однако если взять К = {(0, b) : Ъ Е В(Н)}, то М = N © К и подмодуль N является 
дополняемым. 

В статье [4] было показано, что если модуль М над И^*-алгеброй А конечно-порожден и проекти-
вен, то биортогональный подмодуль T V 1 1 всегда является дополняемым, и высказано предположение, 
что это верно для произвольного М. Мы приводим пример, показывающий, что это не так , именно 
существует гильбертов модуль М над коммутативной И^-алгеброй, в котором существует недопол-
няемый подмодуль вида N-11- для некоторого N. 

Пусть А = loo — И л*-алгебра ограниченных последовательностей, со С loo — е е подалгебра после­
довательностей, сходящихся к нулю. Рассмотрим гильбертов модуль М = 12{со)®12(1оо) над алгеброй 
А. Положим 'N = { ( / ь / 2 ? / з , . . . ) Л / ь 2 / 2 , 3 / з , . . . ) } С М , где Д Е с 0 для всех к и рад £ £ L i f c 2 | / * | 2 схо­
дится в со- Легко видеть, что модуль N замкнут и совпадает со своим биортогональным дополнением: 
N±J- = N. 

Теорема. Подмодуль N не является дополняемым. 
Доказательство. Проведем доказательство от противного. Пусть существует разложение М = 

N ф К для некоторого подмодуля К С М. Тогда существует А-инвариантный (неортогональный) 
ограниченный проектор Р : М N. Так как Р коммутирует с действием А, он может быть записан в 
виде последовательности {Pk)keNi где Pk — проектор, действующий на fc-ю координату. Точнее, пусть 
Pk Е А — проектор на fc-ю координату, тогда Р* = р ^ Р . Для ограниченности Р нормы проекторов 
Pk должны быть равномерно ограничены. Но каждый проектор Pk является проектором из 12 ® 12 на 
l2 © N(l2), где N : 12 12 — неограниченный оператор, N(a\,a2,...) = {а\,2а2,...). Для каждого к 
имеем разложение = ^ © ^ = Nk®K^ где Kk = PkK, Nk == Р А Д . Для равномерной ограниченности 
норм проекторов Pk дополнения Kk должны состоять из пар {(х,у) : х,у е 12}, в которых | х п | > б|у п | 
для некоторого е > 0, не зависящего от к. 

Пусть fa Е со, g% Е loo для всех г. Рассмотрим произвольный элемент 

Если М = iV ф if, то мы можем этот элемент разложить в сумму 

(Ль Л 2 , . . •)> (Ль 2Л2,.. .) Ф (Д - Ль Д - Л 2, -..)»(91 - Л ь д 2 - 2 Л 2 , . . . ) . 
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При фиксированном п для последовательности / п € А = 1^ верхним индексом будем обозначать номер 
элемента этой последовательности: / п = (fn)keN- При достаточно больших значениях п элементы 
подмодуля К таковы, что 

\ti-hk

n\>e\gk

n-nhk

n\. 

Но левая часть этого неравенства стремится к нулю при А; оо (при фиксированном п) , а правая часть 
нет, поскольку hn Е со (достаточно взять в качестве дк постоянные последовательности: дк ~ дп Ф 0). 
Полученное противоречие доказывает, что подмодуль N недополняем. 

Следствие. Пусть Т : М -> М — ограниченный А-линейный оператор. Тогда его ядро не 
обязано быть дополняемым. 

Работа частично поддержана Р Ф Ф И , грант № 99-01-01202. 
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О Т О Ч Н Ы Х ПО ВЫСОТЕ ОЦЕНКАХ ДЛЯ СОВМЕСТНЫХ П Р И Б Л И Ж Е Н И Й 
НЕКОТОРЫХ ЛИНЕЙНЫХ ФОРМ 

А. И. Галочкин 

Пусть I — поле рациональных чисел или мнимое квадратичное поле, е — некоторый корень из 
единицы, еи = 1, поле К = 1(e), v — степень поля К относительно поля I. Через Zi и Z& будем 
обозначать кольца целых чисел в полях I и К. Рассмотрим функцию 

00 п 

Ф И = ' + S + 1, п[ • • • [А, + 1, п] • 1А + 1 . » ] - < » + 1 ) - < А + » ) , (1) 

где a, aXj € Zj , \j ф - 1 , - 2 , 
Функция ф является решением линейного дифференциального уравнения 

as+1S(6 + X1)...(S + Xs)y = zy, 6 = z4~. 
az 

В ряде работ с помощью эффективных построений устанавливались оценки снизу линейных форм 
от значений функции ip(z) и s ее последовательных производных в точке а Е I. В 1981 г. А .Н. Ко­
робов [1] в некотором частном случае получил для линейных форм оценки снизу и сверху, которые 
отличались друг от друга лишь на постоянный множитель. В более общей ситуации такие оценки 
были установлены в статье [2]. 

В настоящей работе результаты статьи [2] распространяются на некоторый случай, когда коэф­
фициенты линейных форм и число а принадлежат полю К. При этом для совместных приближений 
линейных форм впервые удается получить верхние и нижние оценки, отличающиеся лишь на посто­
янный множитель. 

Введем следующие обозначения, большинство из которых совпадает с обозначениями статьи [2]. 


