
УДК 517.948:513.8 
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ОТ УПОРЯДОЧЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ В ТЕОРИИ 
ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В. П. Маслов, В. Г. Данилов 

ВВЕДЕНИЕ 

Одной ил основных задач теории уравнений в частных про­
изводных является сведение исходного уравнения к ннтеграль-
ному уравнению с гладким, неосциллирующим ядром. Основ-' 
иым этапом такой редукции является построение регуляризато-
ра для исходного уравнения. Общин метод построения регуля-
ризаторов для широкого класса задач, включающего задачи 
для уравнений в частных производных, изложен в [7]. 

Построение рогуляри.чатора (квазиобратного оператора) про­
водится с помощью «операторного» метода ВКБ. При этом, как 
и в случае классического метода ВКБ, требуется решать урав­
нения в частных производных первого порядка---уравнения Га­
мильтона—Якоби и переноса. 

Однако, в отличие от классического метода ВКБ, решения 
этих уравнений — комплексные. 

Известно, что вещественным решениям классического урав­
нения Гамильтона —Якоби соответствуют геометрические объ­
екты—лагранжевы многообразия в фазовом пространстве. Ока­
зывается, что в случае комплексных решений возникают новые 
геометрические объекты —- лаграижевы многообразия с комп­
лексном ростком. Теория лаграижевых многообразий с комплек­
сным ростком, содержащаяся в первой главе настоящей статьи, 
впервые была изложена в гл. VI книги «Операторные методы» 
[7], а затем, частично, в [4]. Предлагаемое изложение этой 
теории отличается от гл. VI указанной книги существенным 
улучшением некоторых оценок* (это улучшение принадлежит 

* Все оценки вида Од (Л3'3 Е), 0о (/i1/2 ') и. т. д. заменяются на оцеп* 
K H O D ( / « 3 / 2 ) , 0 д ( Л . / 2 ) . . . . (см. [7]). 
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Г. А. Воропаевой) и упрощением доказательства теорем, от­
носящихся к решению уравнения переноса, которое также при­
надлежит Г. А. Воропаевой. Кроме того, в отличие от [4], в 
данной работе основное внимание обращено на глобальные ас­
пекты теории комплексного ростка. 

Во второй главе настоящей работы приводится обобщение 
теоремы о квазиобращении работы [7] для операторов с мат-
ричнозначными символами. В качестве иллюстрации строятся 
асимптотические разложения решений некоторых дифференци­
альных уравнений и разностных схем. 

Г лав а I 

ГЛОБАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ КОМПЛЕКСНОГО РОСТКА 

§ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

В этом параграфе приводятся некоторые элементарные тож­
дества и оценки, необходимые для дальнейшего. 

Пусть а, Ъ — комплексные n-мерные векторы. Через { а, Ъ ) 
обозначается вещественное скалярное произведение 

{a, b > = 2 afii 
•i=i 

Через -Д- (србС1 (R")) обозначается градиент <? 

•Эф г-? 

Пусть f(x), g (x)eC°° (R"), / > 0 . Мы пишем g=Of(ka), если 

-!W/ll
==:0(ha~liy2) ill 

ири а — [/|/2>0, причем О-оценка локально равномерна по х я 
——/ gexp ( — f(x)lh) — гладкая ограниченная функция при 
А-»-+0, а —1/|/2<0. Эти соотношения эквивалентны неравенст­
ву 

дх' g <c,|/(x)r|/|/2, 

Г де х принадлежит произвольному компакту К с R", Ct — 
константа (зависящая от А'). 
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Пусть •аД-.х),...,-о,,(х) —гладкие комплексные вектор-функ-
цш такие, что^=г=0. Введем оператор формального диф­
ференцирования 

- i d ' 
6t> \.ЗЛ7 дх ' 

Очевидно оператор •— является дифференцированием и спра­
ведливо равенство 

— - - - - - —— • 

§ 2. ЛАГРАНЖЕВО МНОГООБРАЗИЕ 
С КОМПЛЕКСНЫМ РОСХКОМ 

Рассмотрим 2n-MepHoe евклидово пространство с координа­
тами ри • • •, Рп, -71...., <7п. Это пространство будем называть 
фазовым пространством. 

О п р е д е л е н и е 2.1. Лагранжевым многообразием называ­
ется n-мерное подмногообразие фазового пространства, удов­
летворяющее условию 

•>-л..--|(Й.&-&Й<)-о. <я.ч 
j,k—\,...tn, где а-,..., а,. — локальные координаты на А". 

Предположим, что справедливо равенство у pdq — О, где интег­
рирование ведется по любому замкнутому пути на А". Тогда 
на А" существует функция s, удовлетворяющая уравнению 
ds = pdq. Функция s называется s-действием на А". 

Пусть на лагранжевом многообразии А'2 задана неотрица­
тельная С°°-функция D, называемая диссипацией. Множество 
•ее нулей обозначим через Г. Всюду ниже предполагается, . 
что множество нулей диссипации компактно. i 

О п р е д е л е н и е 2.2. Комплексным ростком называется • 
пара (z, w) гладких комплексных 2/г-мериых вектор-функций ] 
на А", такая, что выполнены следующие условия (аксиомы . 
комплексного ростка): I 

g 1) 2 = Ой(/г1/2), w=0o(ht/2y, 
/d(q + z)\ 

г 2> r a n k U X ) ) =т \ 
\ да / Г | 
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g 3) существует гладкая функция Е на А", называемая потен­
циалом, такая, что 
dE-{w,dq)-(z,dp)+. <•.<--•>-<•••.*»> + < / , r f « > , 

где/=О д (А) . 
Пусть Н (р, q, 06GK>(R"+1) — вещественная функция. Обо­

значим через р (a, t), q(a, t) решение системы Гамильтона 
d£.— ^EL d± — EL to 9V 
dt dq ' dt ~ dp ' ^-Ay 

удовлетворяющее начальным условиям 
p (a, 0)=p0 (a), q (a, 0) = q0 (a); (p0 (a), qQ (a))eA". 

Известно, что для любого фиксированного t уравнения 
p = p(u.,t), q = q(cf.,t) определяют лагранжево многообразие., 
которое мы обозначим через Л?. 

Пусть р(р0, qQ, t), q(p0, q0, .̂  — решения системы (2.2)., 
удовлетворяющие начальным условиям 

Р(Ро><1о>0) = Ро' <7(Л,. <7о.°) = <7о-
Обозначим через g'H отображение 

g'n • (Ро> Яо)-+(Р(Л» ?о> 0> 9(Ро> 9о> -))• 
Определение 2,3. Отображение g*H называется канони­

ческим преобразованием фазового пространства, отвечающим 
функции Гамильтона Н(р, q, t). 

С однопараметрическим семейством лагранжевых много­
образий {Л?} связано (/г+1)-мерное подмногообразие с краем 
.M»+-cR-»XR-

M'*i={(p,q,t)\(p,q)eA,
t\ m1). 

Отметим, что введенное выше .s-действие определено с точ 
ностыо до аддитивной константы. При рассмотрении семейства 
многообразий AJ1 мы будем предполагать, что s-действие на 
многообразиях А? связано с s-действием на многообразии А"1 

•формулой 
t 

S(a, t)==s(a)+5[</?(a, -с), Нр{р(а, •z), ? (а,-с), т) ) — 
Ь 

-Н(р(а,х), q(a,*),*)]d*. (2.3). 
Пусть Ж(р, q, t)=H{p, q, t)-\-iff(p, q, t), где Н, H—вещест­
венные С°°-функции. Сопоставим функции Ж следующее пре­
образование пространства R2" X G2". зависящее от параметра h 

(Р0, 00» --"О. -?o)-^->> ?. -» i« ) i 
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где (p, #) = £//(po> ^о). а функции w^w(p0, ?0, w0, z0, t) и 
г-=г (po< -7oi -o> So, t) удовлетворяют системе уравнений ростка: 

c начальными условиями ад|^,о — ,а>о, Z|/^O-=ZO. Отображение-
(Ли -7о. '--'о, г-о) —*- С'гсу- z) обозначим через dg^ ; допуская неко­
торую неточность, будем писать 

def 

О п р е д е л е н и е 2.4. Преобразование (g^, dgL,]—Dg'^~ 
будсм называть комплексным каноническим преобразованием, 
отвечающим комплексной функции Гамильтона Ж- Если выпол­
нено условие Я < 0 , то это преобразование будем называть 
диссипативиым, 

Ниже мы будем рассматривать лишь диссипатшзные канони­
ческие преобразования. 

З а м е ч а н и е 2.1. Пусть Я .-.•-••О. Тогда, очевидно, dg'^— 
= ^ё'н eCTi. дифференциал отображения g'n\ при этом система 
(2.4) есть система в вариациях по отношению к (2.2). 

О б о з и а ч е и и е. Пусть (р (a, t), q (а, t))t— gj; (p0 (a)> </o (а))> 
(ID (a, i), g(a, ())^(/«^(ffio((i), z0(o)) и пусть F(p, q, г, w, /) — 
некоторая функция. Интеграл 

\F(p (a, x), q (a, -), да (a, т), г (a, t), -) ch 
b 

мы будем называть интегралом вдоль ^-траектории (выходя­

щей из точки а) и обозначать \F(a, ~)dt или \Fd-.. 
6 Ь 

Для пргизнедней по т ежжгей функции E(p(a,-), 17 К1)» 
•w (а -с), г (a, t), -с) мы будем использовать обозначение F или. 
йР ' 
rft • 

Т е о р е м а 2.1'. Пусть Ао—-лаграижево многообразие, го». 
D0 и E0--соответственно комплексный росток, диссипация и 
потенциал на Ad, Ж*= Я + /Я — комплексная функция Гамиль­
тона. Зададим на A-"=-..gj;,A[j диссипацию D(a,t) с помощью. 
формулы 

D(a,t) = D0(a) — J ЯЛ. 
о 
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Тогда г" (a, t) = d%' rg(cc) есть комплексный росток на Af, a 
функция 

Е(а, t) = E0(«)-i{(# + .--__4———*-Ц 

является потенциалом на Л". 
Для доказательства этой теоремы нам понадобятся три 

.леммы. 
Лемма 2.1. Пусть и (у), 0<£/<a , —непрерывная диф­

ференцируемая функция со значениями в Rm и справедлива 
•оценка 

\чг(у)\<о(/(у) + \и(у)\), 
где /(г/) —непрерывная неотрицательная функция. Тогда 

\ic(y)\<clL(0) + \f(l)dh\ 

где с1 = с1 {с, а)—гладкая функция от с и а.[ 
Доказательство этой леммы приведено в 7]. 
Лемма 2.2. Пусть p(a,t), q(a,i), w(a, t), z(a .,t) — реше­

ния систем (2.2) и (2.4), гладко зависящие от параметра a£R2n 

;ШУ— D(P + w,^ + z) Т о г д а 

-̂-г = < 9, w > + < «|», г > , 

где cp(a, t), ф (a, i) —гладкие вектор-функции. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

p+w=-Mq- geqpiv - тчяг, 

Дифференцируя эти равенства по а, получим 

(2.5) 

(p + w)a^~MM(z + q)a-&e«p(p + w)a + '%{zJAU) + W;BU)), 
(2.6) 

п 
(д + г)а = Жр!1^ + г)а + ЖрР{р + ™)а + ^{г1Си) + ™ри)), 

где Аи\ Ви\ Си\ DU) — гладкие матричные функции от a, t. 
Но правилу дифференцирования определителей 

2я 

• j / — ^ . j f t i 
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где /ft— определитель, получающийся из определителя / з а м е ­
ной элементов /г-й строки на их производные. Из (2.6) следует, 
что 

( ~ JM<ikPk + < ФА . г > + < ? * . - > , k < п, 
J""" уЖрм + < ф*, г > + <<?*,«,>, /г > //., 

где ср,,, ф/. —гладкие функции a, i. Поэтому 
п 

Лемма доказана. 
Л е м м а 2.3. Пусть Л(|: {p-== p.,(a), <7==<70(a)}, Го —{w---=<z<y0(a), 

г== z0(a)}—•лагранжено многообразие и комплексный росток на 
нем, а /? (a, t), .у (a, t), w(a.,t), г (а, г.)— решении систем (2.2) 
и (2.4), удовлетворяющие начальным условиям: /; (а, 0)=-/>0(а), 
q(a, 0) — f/u(a), -да (а, 0) ==«,,, (а), г (а, 0)==г0 (а). Пусть в точке 
а0==Л" выполнено условие 

/д (Ро + ю-)' 
да 

д (9о + -"о) rankl ,-r, ? , , \ |-=/г 

и ay(а0, jf) г: (а0, rf)--•-•-0 при 0 < . t < 7 \ 
Тогда 

/d(p-\-w)\ 

rank д$+г) !^'и 

\ да /«-•-о 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть $$Rn. Положим в окрестности 
точки a -a(J, [i ••-••'-О и /.J-" 

/;„(а, р) •, = /,>„(а), с/о(а< Р) - <7о(а). ^ -
м.) (а- Р) - «to (а)• I"^Р. г0 (а, Р) ^ ги (а) -Ь 5р, 

где Л, -3---некоторые (гаХга)-матрнцы. Очевидно, что А и В 
можно выбрать так, чтобы при а.---.а0) р — 0 выполнялось 
условие 

Пусть /;(а, р, t), (/(а, р, /), ад (а, р, t), г (а, р, .0 —решения систе­
мы (2.2), (2.4) с начальными условиями (2.7). Из леммы 2.2 
получаем, что при 0 < ^ < ; Г 

D(p + w, q-\-z) D(p„-\-wa, qa + z0) . Q 
/J(a, P) a-a0 D(a.fl) «-«./ 

Отсюда непосредственно следует утверждение леммы. 
и 



Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.1. 1) Из леммы 2.1 
следует выполнение аксиомы gl на (A?, г"). (см. также [7]) • 

2) Выполнение аксиомы g3) проверяется непосредственны­
ми вычислениями с использованием аксиомы gl) (см. подроб­
ное доказательство в [7], [4]). 

3) Выполнение аксиомы g2) непосредственно следует из 
леммы 2.3. 

Действительно, пусть точка agA" принадлежит множеству 
нулей функции D (a, t) и а0—-координаты точки а. Тогда 
D(a0, x)==0 при 0<-<z . и, следовательно, г.(а0, я)-—-ш(а0, т) — 
= 0 при 0<'-<г1. Теорема доказана. 

При рассмотрении семейства лагранжевых многообразий 
А" с комплексным ростком г", получающихся из (Ао, го) при 
комплексном каноническом преобразовании {g*H, dg*^ мы 
всегда будем предполагать, что диссипация D(a, t) и потен­
циал Е («., t) на А" связан с диссипацией D0 (a) и потенциа­
лом E0(a) н а -А-о формулами теоремы 2.1. 

Пример 2.1. Пусть*^,-—Я7= --• (/.>! +.7!) и лагранжево 
многообразие А? с комплексным ростком Го задается урав-
нениями 

P=PQ{°)' <7 = <7o(a). w —™0(а), г = г.0(а). 
Тогда результат применения преобразования Dg{

H к (Aj, rg) 
дается формулами 

р}{а, t) = p]0(a), p---(a, t)—/»--.(a) COS t — дГо(а) sin if, 

<Ma> O—^/o( a ) . У г К -") = .7ro(a)cosz; + / : '7o( a) s i n ! ; ' 
•ze>;('a, t) = wI0(a), чют(а, t) = -wro(a) cos t —г---(a) sin t , 

Z/(a, t) = zy0(a), .г---(a,- t)-=2--j (a) cos t +да---(a) sin*. 

D (a, t) = D0(a), E (a, t) — E 0(a) , 

s (« , / ) - . S o ( a ) + l [ ^ - ^ o ] S i n 2 t + i ( i 7 j 5 , ^ > ( c o s 2 t - I ) . 

Здесь ZD0, E0, s0 — диссипация, потенциал и s-действие на Ао. 
В частности при t = + — получаем лагранжево многообразие 

A.n±n}{pt = PIQ{*), pr=+qTo(a,), q, = q^{n)t дт^±рГо(а)} 

с ростком 

г^:{то —.Wj0(a), wT=~+zTo(o), г —г/0(а), zr=±wTo(a)}. 

* Обозначения ср. [7], стр. 418, 469. 



Заметим, что 
< Р (<*> ± f ) , q (a, ± j) > =- < p /o (а), qIf (а) ) — 

~ < РтАа)> ^ ( а ) > = < Ро (а)' ?<>(<*) > г 
Пусть /—подмножество {1,..., п] 

О п р е д е л е н и е 2.5. Зоной Qf лагранжева многообразия 
A"—{p==p(a), q== q (с)} с комплексным ростком (to (а), г (а)) 
назовем множество точек Л", в которых выполняется условие 

г ™ •Р(-7/ + -7. РГ + Т ) _ , . п 
J l ~ Da. ^ U -

Зону Qj, где /0 —{-• 2,..., л}, будем называть неособой-
Индекс /0 в обозначении неособой зоны и в обозначении отно­
сящихся к ней величин будем, как правило, опускать. Оче­
видно, что множество й ; открыта в Л". 

Мы покажем, что из аксиом g2) и g3) комплексного ростка 
•следует, что семейство зон {S;} покрывает множество нулей 
диссипации, если / пробегает множество всех подмножеств 
1 n). 

Лемма 2.4. Пусть и (а), <о (а.)—-гладкие функции со значе­
ниями в С", определенные в окрестности точки aQQRn и пусть 
в точке а0 выполнены следующие условия: 

1) [и, v]tJ=0, i, у = 1,.-., п; 
/р\ 

2) rank I зо l = n. 

Тогда найдется такое FcU,. . . , п}, что якобиан —^— - от-
•личен от нуля при а — а0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ранг матрицы A = J? (а.) ра­
вен к. Если к = п, то лемма верна. Если k<_n, TO без огра­
ничения общности можно предположить, что первые k строк 
матрицы А линейно независимы. Покажем тогда, что ранг 
матрицы С, составленной из k первых строк матрицы А 
n—k последних строк матрицы В = ^~ (а0) равен п. (это оз­
начает, что утверждение леммы верно). Предположим против­
ное rank С — т < п. Тогда rank f c ) = m. Пусть M — невырож-
.денная комплексная (я-Хя)-матрица 

a —MP, РбС«. 

13 



Обозначим 
п 

def -rZMfi^., A ' - ^ Ы , Д—зрЫ. эр 
и пусть С'--матрица, составленная из к первых строк мат­
рицы А' и п—к последних строк матрицы Вг. Очевидно, 
что rankfg..)— a, rankL,) = m. Выберем матрицу М так, 
чтобы последние п—т столбцов матрицы 1̂ ,1 исчезли и ми­
нор k-ro порядка, стоящий в левом верхнем углу этой мат­
рицы, был отличен от нуля. Из условия 1) леммы следует, 
что 

п 
I ^L JtL \ / .— Э-1 \ "V диг до г (-. 
< dfo' д%г ' < dp„' dpi ' - > i i ( 9 P ; ( 5 p „ - U -

Так как detf^-M ._ ----О, то отсюда следует, что последний 
столбец матрицы L,] равен 0, а это неверно, т.к. rankL,]-— 

С л е д с т в и е : Геи .3 / . 
•"--{- * / 

Действительно, условие 2) леммы для точек абГ совпада­
ет с аксиомой g 2), а условие 1) при абГ следует из аксио-. 
мы g 3). 

Так как в дальнейшем нас будет интересовать лишь 
окрестность множества Г на Л", то мы будем рассматривать 
лишь такие лагранжевы многообразия, которые покрываются 
совокупностью зон. 

Определение 2.6. Назовем [х-действием в неособой 
зоне функцию 

Ma) = i<2(a),ff(a)z(«x)> 

где 

• ' ' daj " •?/ да j 

(ср. [7], стр. 418). 
Фазой ростка в неособой зоне будем называть функцию 

Ф(а)-——< ву(а), г(а) > + [J,(a) + 5(a) + E'(a). 
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Матрицу if, входящую в определение ц-действия, можно за­
писать в виде 

-•-_•--'(р + ш) 

г д е д/ _|_ 1—оператор формального дифференцирования по. 
(q-\-z). Введем функцию W—Ф— < p-\-w,z > — (А. Нетрудно-
проверить равенство: 

Следовательно, S————^ + 0£>(/z1/2). В частности, отметим: 
следующее свойство «почти» симметричности матрицы Щ 

g—g-_0D(A-/-). 
Введем теперь s-действие, ^-действие и фазу в зоне 2/. Для: 
этого рассмотрим, каноническое преобразование (g^/2, dg3^2),. 
отвечающее функции Гамильтона Hi из примера 2.1. При этом 
преобразовании матрица д (<//, рт)]да переходит в д (qr, qj)/da., 
поэтому образ зоны 8- лежит в неособой зоне многообразия 
£?/2(Л"). 

О п р е д е л е н и е 2.7. Назовем s-действием, [х-действием-
и фазой ростка в зоне 2- лагранжева многообразия Л" 
функции 

S/(a) —s(a, ^pj, |х-(а)=-|^а, — ) , Ф/(а) — ф[а, -j--j. 

Здесь s(a,t), p(a,t), Ф(а,г!) —s- и ^-действие и фаза ростка 
на многообразии g*H А". Используя результат примера 2.1,. 
можно записать явные формулы 

Si (a) = s (a) — { рт (a), qr (a) > , 

t-V (a) = "2 < (2/> WT), %i (Zi, WT) > , 

Ф/(а)— — 1 < w, z > / + 1-./ + 5/ + E, 
где 
SI = BICI

1, Bs-= ----- , G/ = ----
Отметим, что действие s/(a, z.) на семействе многообразий' 
An

t = gi
HAn удовлетворяет уравнению 

dS/= < рт, dqi) — < дт, dpr > —Hdt, 
которое при замене переменных (a, ̂ ){to}(x/, Чт, 0, задаваемой 
уравнениями 

x/ = -7/(«, 0> %Т = рТ(а, t), 



переходит в уравнение Гамильтона —Якоби 

s(x/(a, t), i=r(a, t), t) = Si(a, t). 

§ 3. -у-АТЛАС И НЕРАВЕНСТВО ДИССИПАТИВНОСТИ 

В этом параграфе мы введем специальный атлас на А", 
позволяющий сформулировать свойство диссипативности комп­
лексного ростка. 

Лемма 3.1. Пусть a-gS/. Тогда существует такая вещест­
венная я-мерная вектор функция т (а), каждая компонента ко­
торой есть одна из компонент (2/г+1)-мерного вектора 

(0,ReS/(a), Imz/(a), Re^r(a), 1твуг(а)), 
•ЧТО 

Da h=a0^ 
Доказательство этой леммы приведено в [4] (см. также [7]). 

Следствие . Существует такая окрестность щ точки а0, 
для которой ее отображение 

•-Y •' a -»• (Яi (a) + Т/ (a). РТ{а) + IT (a)) 
является диффеоморфизмом на некоторую область в R". 

Определение 3.1. Пару (щ, ку) назовем г-картой лаг-
ранжева многообразия с комплексным ростком, окрестность 
щ — т-областью, а rcv —т-диффеоморфизмом; любую совокуп­
ность -j-карт, покрывающую А", назовем у-атласом. 

Если '((a)=FV(a), где /—матрица, V — (0,Rez/, Imz/, 
•Rewr, lmffi.-), то будем говорить, что соответствующая 

. f-карта имеет тип F или, подробнее тип (У, E), где / — индекс 
зоны. Карту типа (/,0) назовем неособой картой зоны 2/. До­
пуская некоторую неточность, будем говорить, что точка а 
принадлежит т-карте, если она принадлежит у-области. Ана­
логично будем говорить про пересечение двух карт и т. п. 

Определение 3.2. т-перестройкой фазы комплексного 
;ростка в r-карте зоны Q/ назовем функцию 

Ф 7 - Ф / + < (pi,-gr) + rii, т > +-f < Т. »/Т > , 

Смысл этого определения становится ясным из леммы; 
Лемма 3.2. Пусть (щ,ку) и (щ,^) — две т-карты одной 

•и той же зоны 9/. Тогда на области определения отображения 
-•.т- o-iy справедливо равенство 
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З а м е ч а н и е 3.1. Композиция л.- о-— заведомо определена 
в окрестности множества щг\щС\^-

З а м е ч а н и е 3.2. Лемма 2 означает, что с точностью до 
Ор(ъ3/2) т-перестройка означает замену переменных 

Ф7(а)~фТ(о(а)), 
где о (а) есть решение уравнений 

q, (а (а)) = qt (а) + Т/ (а), /?Г(<- (а)) = .ОГ(а) + ТГ(а). 
Доказательство этой леммы есть в [7], [4]. Теперь мы можем сфор­
мулировать важное свойство диссипативности комплексного 
ростка. 

О п р е д е л е н и е 3.3. Будем говорить, что в -(-области 
щ зоны й/ лагранжева многообразия с комплексным ростком 
выполнено неравенство диссипативности, если на щ существу­
ют такие гладкие функции е (а) > 0 и с (а) > 0, что 

1тФ/ + cDW>sD\ aetty. (3.1) 
О п р е д е л е н и е 3.4. Комплексный росток гп на лагранже-

вом многообразии А" с фиксированным -(-атласом называется 
диссипативным, если в каждой т-области выполнено неравенство 
диссипативности. 

Справедлива 
Теорема 3.1. Свойство диссипативности комплексного 

ростка не зависит от выбора у-атласа на А". 
Утверждение теоремы СВОДИТСЯ К тому, что в окрестности 

ТОЧКИ аобГ, лежащей в пересечении т-карты зоны 8/ и -(-карты 
зоны 2/С-, выполнение неравенства (3.1) влечет выполнение 
неравенства 

1m®j<-fc1D3/2>e1D, ': 

при которых е.>0 и с,>0. 
В случае, когда 1 = К, этот факт следует из эквивалент­

ности оценок 0D(a) и Оо(„(а)). Теорема также справедлива, 
если при любом t многообразие A£ покрывается некоторой 
зоной 2/, причем / не зависит от t. Доказательство этих 
утверждений приведено в [7] и [4]. Для удобства ссылок 
сформулируем этот факт в виде леммы 

Лемма 3.3. Пусть при любом tG[0, T] многообразие А;? 
покрывается некоторой зоной 8/, причем / не зависит от t. 
Пусть на многообразии Ag выполнено неравенство диссипатив­
ности (3.1). Тогда существуют такие гладкие функции 
61 (a, t ) > 0 , сх (я, ^)>0, что 

1шФ7(а. /) + с1(а, t )D (a , t ) 8 / -> £x (а, t) D (а, t), 
где Ф/(а, t)—фаза, a D(«, ^—диссипация на А?. 
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Сформулируем еще теорему о решении уравнения Гамиль­
тона—Якоби с диссипацией. Пусть 

A?:{p=-p(a, t), -7-.7(«. t)h 0<t<T, 
— семейство лагранжевых многообразий с комплексным ростком 

r^:{w = w(a, t), z = z(a, t)}, 
полученных из (А£, г0

г) комплексным каноническим преобразо­
ванием, отвечающим функции Гамильтона 

Пусть Mn+- —многообразие, ассоциированное с семейством 
{Л?}. На M"+x можно ввести т-атлас. Именно, пусть UyczMn+l 

такова, что сечение ее любой плоскостью /== const есть т-
область на AJ, причем тип (/, F) этой области не зависит от tr 
Определим диффеоморфизм 

Щ:(а, t)->(x, t) 
области Uy на некоторую область в R"+I с помощью формулы! 

Xj = qi(a, -O + T / K *0> xr-=p7"(a, t) + T7"(a, t). 
Пару (Uy, HY) будем называть -[-картой типа (/, E) многообра­
зия Мп+1. 

Теорема 3.2. Если комплексный росток г$ на лагранже-
вом многообразии AJ диссипативен, то семейство {A™, r't'}, где 

Дл__ о--- An rn- = tfp'i rn 
lyt—&Я 0' t— °ffl ° ' 

обладает свойством диссипативности. 
Обозначим через Fl/Jt-S] выражение 

•»' J dt~ ~ \ V dxj / \ *i' dlj / 
1 ydlmS „, dlmS\ 1 /dlmS „. dlmS\ , 
2 \ dxj ' ''/•"/ dxj / ~T \~51P' х7-7"^1г"/ 

где S = S(x,, \T, t), Ж^ж№1, \T,xu - - ^ p , А Равенство-

F{^[S] = 0lmS (A3/2)+ < V (Im.-*), Oim.st^) > (3.3> 
будем называть уравнением Гамильтона —Якоби с диссипацией 
в зоне 2/, отвечающим функции Гамильтона &(p,q, t). 

Следующая теорема дает возможность строить решения 
уравнений Гамильтона — Якоби с диссипацией. 

Теорема 3.3. Пусть на многообразии Мп+1, ассоциирован­
ном с семейством {А?}, имеется -[-атлас, состоящий из одной 
карты (Uy, Ey) типа (/, E). Тогда функция 
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5=—(ФТ+гсо3'2)оЩг\ 
где ФУ —т-перестройка фазы ростка в зоне Qj, а с —функция 
из неравенства диссипативности (3.1), удовлетворяет уравне­
нию Гамильтона —Якоби с диссипацией. Доказательства этой 
теоремы приведены в [7] и в [4]. 

§ 4. ОПЕРАЦИЯ ОБХОДА ФОКУСОВ 
И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3.1 

Пусть точка а0бГ лежит в пересечении неособой карты 
неособой зоны и неособой карты зоны Q- и пусть в окрестно­
сти а„ выполнено неравенство диссипативности для неособой 
зоны 

-D<Im<T> + cD8/-. 
Нужно показать, что тогда в окрестности точки а0 выполнено 
неравенство диссипативности в зоне 2 ; : 

e'D<£\m®i + c'Dm. (4.1) 

Пусть g'lf — каноническое преобразование, рассмотренное в 
примере 2.1. Ф(а, t) —фаза на многообразии g'H Л". Тогда 
Ф/(а); Ф/(а, "Л Если матрица d(q(a., t) + g(a, t))jda невырож­
дена при a•••••.....а,, и 0< t< i " /2 (т. e. тип зоны при преобразова­
нии не меняется), то справедливость неравенства (4.1) следует 
из замечаний, сделанных после формулировки теоремы 3.1. 

Однако, если при преобразовании, отвечающем функции 
Гамильтона ///, встречаются точки, и которых —ffi.——Q 
(комплексные фокальные точки), то данное доказательство не 
проходит. Оказывается, эту трудность можно преодолеть, если 
воспользоваться другим преобразованием. 

О п р е д е л е н и е АЛ. Пусть точка а„бГ лежит в пересе­
чении карты типа (К, 0) с картой типа (E, 0) многообразия Л". 
Гамильтонианом обхода фокусов, ассоциированным с точкой а0 
и парой (/(, / ) , назовем вещественную функцию Гамильтона Н, 
такую, что каноническое преобразование, отвечающее Н, 
обладает следующими свойствами: 

1) С,, (а, ЦфО при 0.r:;t<7./2; 
2) Ф.. (a, it/2)-••-'• Ф;(а, 0) в окрестности точки а0, где 

С,-(а, () — матрица, входящая в определение [̂ -действия в зоне 
2;< (см. стр. 13), Ф;(а, if) — фаза па g|-A(j. 

Пред л о ж е н и е 4.1. Пусть а„ принадлежит пересечению 
неособой карты неособой -зоны и неособой карты зоны 2/, при­
чем D(an) :-.••••.(), 1тФ(«0)'—0 и фаза Ф удовлетворяет в окрест­
ности а0 неравенству диссипативности. Тогда существует 
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ортогональная матрица u = (u{j), t, /б-М-и диагональная матрица 
е----(е.у), i, j£l, с элементами ги= +1 такие, что функция 

# - = I {< рт, и~ЧцрГ ) + (дт, urhuqT > } (4.2) 
является гамильтонианом обхода фокусов, ассоциированной с 
точкой «0 и парой (0, /). Для доказательства предложения 
нам понадобятся два факта из линейной алгебры. 

Лемма 4.1. Пусть А, В и С —вещественные симметриче­
ские матрицы, причем А диагональна, В неотрицательна, С 
диагональна с элементами ±1 и пусть CA>0. Тогда матри­
ца C(A + iB) не имеет отрицательных собственных значений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное. Пусть й — 
комплексный вектор, такой что 

С(Л + Ш)й-=-а-А. 
Тогда вектор g — C~lh удовлетворяет соотношению 

C(A-\-iB)Cg=~a2Cg, 
так что 

С f, CACg )+i(g, CBCg )=*-a*Cg,Cg). 
Так как все выражения в угловых скобках вещественны, то 
< g,CBCg ) =0. Отсюда, в силу неотрицательности матрицы 

СВС, получаем CBCg=0, следовательно, СВп = 0. Поэтому 
САп——а?п, что невозможно. Лемма доказана. 

Лемма 4.2. Пусть А, В, С, О — вещественные симметри­
ческие матрицы и пусть 

(Л + гВ)(С + Ш ) = - 1 . 
TorAa, если В>0, то D>0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и - произвольный комплексный 
вектор, •о = (А + Ш) -. Так как A, .3, С, D — самосопряженные 
матрицы, то 

(и, Du) = - Im {и, (C+iD) и) = lm ((A + iB)-o, v) = (Bv, v) > 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 2.1. Перенумеруем 

координаты в фазовом пространстве так, чтобы 7 = {1,2,..., k). 
Так как а0бГ, то матрица $-(<--) симметрична, а значит, сим­
метричен ее левый верхний (£хА)-блок tik). Матрица Ш(Р 

.представима в виде 

где R и Г-симметричные матрицы с вещественными элемен­
тами. Выберем ортогональную матрицу U так, чтобы матрица 
URU~l была диагональной. 
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Пусть е — диагональная (к X А)-матрица с диагональными 
элементами, равными -И. Введем (пX/г)-матрицы 

-> = (о i]. e = (oi).-
Произведем каноническое преобразование g лагранжева много­
образия с комплексным ростком, индуцированное ортогональ­
ным преобразованием О в Щ 

p > ) = Up(a), q'{o) = Uq{a), 
w' (a) = U-W (а), г ' (а)•= Uz (а), 

D'(o.)-=D(a), E ' (a) = E(a) 

(штрихом сверху отмечены величины, на g"A"). Имеем Ф/(а)=-
— Ф(а), C\ = UCh B'j^UBi, Vj^OSiQ-1. В частности, образ 
точки а- на g№ лежит в Qn--i. Очевидно, что функция (4.2) 
является гамильтонианом операции обхода фокусов тогда и 
только тогда, когда функция 

H -•§•( < Рт'< е/>7 > + < ?Г • *Ч7 > ) (—') 
является гамильтонианом операции обхода фокусов для много­
образия gKn (в точке а0 и по отношению к зонам 2 и .2/). 
Поэтому отбросим штрихи и будем считать, что матрица R 
с самого начала диагональна, а искомый гамильтониан имеет 
вид (4.2'). Решая систему Гамильтона и систему ростка, отве­
чающие гамильтониану (4.2), получим: 

р7 (a, t) —p r (a) cos t — e<77 (a) sin t, pi (a, t)=Pi (a), 
•~7(a, t) = .7 r (a )cos t + ep 7 (a ) s in t , q,(a, t) = q,{a), 

Wj (a, t) — WT (a) COS if — ez7 (a) sin t, ' -И/ (a, t) = Wj (a), 

27(a, t) =z7(a) cos t-\-BWT(a) sin t, 2/(a, i .)=z-(a). 

Отсюда 
p7 (a, те/2) = — eg7 (a), w 7 (a, w/2) = — sz7 (a), 

^--(a, i- /2)--=ep r(a) , 2 r ( a , те/2) = еШг (a), 

< W (a, те/2), Z (a, те/2) > = . < * » (a), Z (a) ) -. 

Обозначим P = p-\-w, Q = q + z. Тогда 
/dQ,(a) ЙР-(a) \ 

С («.0 = 1 <?Q-
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так что 
С(а, .г/2) — eCj (а). 

Аналогично 
5(а,тс/2) = е£-(а). 

Поэтому 
»(а,гс/2) = е.?-(а)в. 

Учитывая, что е2—1, получим 
|х (а, тс/2) = ---'< г (в, --I), s (а, т-/2) г (а, тс/2) > -

1 ~ /ш_(а)\ - ~ ~ /ш--(а)\ 

Далее 
Л/2 

•-"(a,"/2) = {cdot}s(«)+— J. { < pr(a, т), е/?Г(а, т) > — 
" о 

— ( q,{d, т), eqT(a, -) > } —s(a ) - < p r(a), ?--(<х) > = s/(a). 
Поскольку потенциалы не зависят от t, первое утверждение 
предложения доказано. 

Далее, невырождаемость матрицы C(a,t) при 0<t<i.;/2 
эквивалентна невырожденности при 0< t< i - /2 матрицы 

6Ql(a) Н d
Q

a" J c 0 8 ^ + eC;(»)sln*. 

В силу невырожденности матрицы С/ (а) остается потребовать, 
чтобы матрица 

l - f - sc tg t да С"1 (а) 

была невырождена, т. е. чтобы матрица 

M - = s c t g t \~да~ IСГ (а) 

не имела при a—-a- отрицательных собственных значений 
Заметим, что 

f-вМг' 
ЛЫ=[ о 
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где Mi — (Ах»)-матРВДа, строками которой являются первые 
к строк матрицы й1/(а.,). Заметим, далее, что если (х1,..., JC,,) — 
(левый) собственный вектор матрицы M(a0), то (хи..,, хп) — 
.(левый) собственный вектор матрицы ~г'&\к) ~-отвечающий 
тому же самому собственному значению. Поэтому достаточно 
потребовать, чтобы —ей'/'0 не имела отрицательных собствен­
ных значений. Напомним, что Ч\к) — R + iT, где /?—.диагональ-
пая вещественнан матрица, Г —симметрическая матрица. 
Покажем, что Т:>0. Рассмотрим для этого матрицу Щ[к), кото 

аЛ") / 

•рая является левым верхним (к X /.О-блоком матрицы S(a0)i 
Матрицы (f:\'c) и 'Sw связаны соотношением 

g f ) ^ A ) = , _ l . (4.4) 
Действительно, пусть 8/ЗР/ означает первые к компонент 
вектор-оператора формального дифференцирования bfi{Pj-,Qi), 
.а o/3Qy. первые к компонент вектора-оператора 3/3Q, Тогда 

а«.-«о 1 а---"с0 

Так как для формальных производных справедливо правило 
.дифференцировании сложной функции, то 

•откуда и следует (4.4). 
Пусть <ftm R'• \'1Г', где R' и Г -симметричные вещест­

венные матрицы. Выбирая на Л" в качестве локальных коор­
динат q, нетрудно проверить, что 

* « J £ + o 0 (&*">, 
при а, 

dq 

о получаем отсюда 
„ , ' .Э-1.Т.Ф (Э-(1тФ + с£»3/а) 
I i • •' — • - — 

a—a,, dqidqj ' Oqidqj 

;где с —функция из неравенства диссипативности. Так как 
1тФ + с£>8/->0 и Im*(a0)-|-c(a0)D3/2(an) = 0, то матрица Т' 
неотрицательна и в силу леммы 4.2 Г > 0 . Теперь примени 
лемму 4.1. Полагая в ней А•-•/?, В--=Т, С==-е, получаем 
что спектр матрицы .-.$'.•*' не содержит отрицательных чисел 
Предложение доказано. 

С л е д е т и и е. Пусть а„ принадлежит пересечению неособой 
карты зоны L2,-и неособой карты зоны (i/, причем D(a0)=--Q, и 
фаза ФК удовлетворяет в окрестности а0 неравенству дисси­
пативности 
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eD<lm<&K+cDs/2. 
Тогда найдутся гладкие функции ех>0 и сх такие, что фаза 
Ф/ удовлетворяет в окрестности а0 неравенству диссипатив-
НОСТИ 

e1D<lmO/ + c1D3/2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сначала случай К = 0-
Если 1тФ(а0\уО, то 1тФ/(а0)>0, так как 

1т(Ф/-Ф)-=Од(А). 
При этом неравенство диссипативности для Ф/ заведомо 
выполнено. Если же 1тФ(а0) = 0, то неравенство диссипатив­
ности для Ф/ непосредственно следует из существования 
гамильтониана обхода фокусов и леммы 3.3. 

Случай, когда К—-произвольное подмножество множества 
{1,...,п}, сводится к предыдущему с помощью преобразова­
ния gA^, где Яд, —функция Гамильтона из примера 2 .1 . 
Следствие доказано. 

Обратимся теперь к случаю, когда точка а0б&/с п й/П Г и е 

обязательно лежит в неособых картах зон &/< и Q/. 
Однако, в этом случае малым каноническим шевелением 

лагранжева многообразия можно добиться того, что обраа 
точки а- будет лежать в неособых картах зон 2/ и QK. 

Определение 4.1. Точка «0 лагранжева многообразия 
A"={^ -=^ (a ) , jp = /?(a)} • . 

называется неособой относительно проектирования на коор­
динатную плоскость {qr=0,pi=0} фазового пространства,. 
если 

D(gr,pr) 

г. е. отображение 

окрестности точки а0бЛп является диффеоморфизмом. 
П р е д л о ж е н и е 4.2. Для любой точки а0 лагранжева 

многообразия А" при достаточно малом t > 0 точка gHa0sgjfA, 
где ff=j(p2-\-q2) является неособой относительно проекти­
рования на координатную плоскость дт=0, pi=0 фазового 
пространства. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, прежде всего, что 
достаточно рассмотреть случай, когда 7 — 0 . Действительно., 
рассмотрим коммутативную диаграмму 
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я/а 
«7// 

'•• I ̂  I f« 
Л; >At 

где Я/—функция Гамильтона из примера 2.1. Так как g"/f 
переводит точку (p, q) фазового пространства в точку (pr,q'), 
где р' =-(p/, — .77), q'^iqupr), то точка giiOnegitA является 
неособой относительно проектирования на плоскость q-f~=0\ 
P.==0 тогда и только тогда, когда точка [gu°gfff) аибЛ) является 
иеособой относительно проектирования на плоскость р-=0. 

Итак, пусть / - : - 0 и пусть Л( задается уравнениями р~~ 
=*p(a,t), q—q(a,t). Нужно показать, что при малых t"j>0 я 
а=--™а0 матрица dq(a.,t)!do. невырождена. Имеем 

да 
Обозначим 

• d« - ~ Й Г c o s * " • " • " д г т ь ш * - соь' ш+*sf 
da J 

•-"•7 ( a ) 
Oct, a«.Kq 

f)£lr£) 
da, a--o.ii 

-=..S,lgt=«X. 

Требуется' доказать, что 
det(C + X5)=-/.0 

при малых Х>0, 
Пусть rank С.=- А'. Льежем без умеплпеп.я обшкости считать,. 

что первые к. строк матрицы С линейно независимы. Тогда1. 
матрица 

иевырождела. Выберем qh рт в качестве л. с. к. на Л" в. 
окрестности точки <х0. Тогда матрицы В и С примут вид (во. 
всех дальнейших формулах доказательства производные 
функций на А берутся в точке <х0) 

1 
B-^f*1 °), С-К-

Так что иевырождснность 
невырожденности матрицы 

14-Х 

матрицы 

дрт dPj 

dq, 

CA-IB эквивалентна 

М(\): 
dq, 

Oqj-

dq, 

дрг 

1 
25. 

a--o.ii


Проверим, что M(0) невырождена, тогда по непрерывности 
М(к) невырождена при малых А. Пусть s/(^-, рт)—-s-действие 
на А". Тогда 

др, __ dss, дЯт_ dHj 
dp'Z^dqfdpj' TqJ dpj-dqj' 

Так что для завершения доказательства данного предложения 
достаточно доказать лемму 

Лемма 4.4. Пусть A—.произвольная (прямоугольная) 
вещественная матрица. Тогда матрица 

•невырождена 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, тогда най­

дется такой ненулевой вектор а, что Ли = 0. Пусть 
А—-(/«Х/1)-матрица. Представим и в виде й = г ) , где a16Rrt» 
w2€Rm. Тогда 

И1 + ЛЙ2 — 0, — A'«i + zt2—0. 
'Отсюда 

< и1, иу) = — < А*А*ии я1 > == — (.Д'й!, А'Й! ) . 
Поэтому и,_-=0 и й=0, что противоречит предположению. 

Лемма и предложение доказаны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.1. Нужно доказать 

следующее: пусть точка а0 лежит в пересечении карты (и , тсу) 
типа (Я, E) и карты [и ,, те ,) типа (/, F'), причем в окрест­
ности точки а0 фаза Фд удовлетворяет неравенству диссипа-
ТИВНОСТИ; тогда найдутся такие е>0 и С>0, что вблизи 
точки а0 выполнено неравенство 

еО<1тФУ' + С03/2. 
Пусть 

e-D (<х)< lffl Ф£ + С0 (a) D3/2 (а) 

в окрестности точки а0. Положим # = — (p2 + <?2) И рассмотрим 
•каноническое преобразование gj,, отвечающее столь малому £, 
что образ а- лежит в пересечении неособой карты зоны Qft и 
неособой карты зоны Й;. Кроме того, пусть t столь мало, ч т о 
точка gj;a0 все еще лежит в пересечении карт типа (k, F) и 
типа (/, E'). Тогда для а, близких к а0, имеем 

е, (a- t) D (а) < 1ш Ф/с + С1 (а, *) Ds/2 (a). 
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В силу леммы 3.2 и З.З, 
Е2(а, t)D(a)<lm(l);<(a, t) + C8(a, *)0З/2(а); 

в силу предложения 4.1 и леммы 3.3 
E;i(a, 0О(а).<1тФ/(а, *) + Сз(а, t)D3/2(a), 

в силу следствия из предложения 4.1, 
ч (a, t) D (а) < lm Ф}'' (a, t) + C4 (a, t) 03/2 (а), 

снова, и силу леммы 3.2 и, наконец, 
Е (a) D (а) < lm Ф}' (а) + С (a) L>3/2 (a), 

в силу леммы 3.3. 
Теорема доказана. 

§ 5. О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА-ЯКОБИ С ДИССИПАЦИЕЙ* 

Рассмотрим задачу Кощи для уравнения Гамильтона—-Якоби 
•с диссипацией 

j 7 ^ ! ^ + .*($. •*- *) + <*,$> *. 4 Ёа>-

S| ,„,() -. S10 ( X) + iS.JQ (x ), S2 (x) > 0. 
Известно, что решение этой задачи существует (см., например, 
[7], [4], а также теорему 3.3). В этом параграфе мы докажем, 
что решение задачи (5.1) единственно (тосЮо(/г3/-)). 

Определим росток (А", г"), соответствующий начальным 
данным задачи (5.1), полагая 

А" ,{ры.,р0(в) «,?&&>, M ° ( « ) - = 4 
г" . , [w - w° (a) -~ i ^ f , z - г° (a) «= О}, (5.21 

/?„ (a) •*= JS20 (a), D 0 (a) -= S20 (a). 
ilef 

Обозначим (p(a, г;), g(a, г.)Н£//(Р0. q°), (ш(а, t), г (a, t)) = 
def 

-- = dg^,t#, г") и пусть D (a, i)—.диссипация на (Л?, rj) = 

* Результаты этого параграфа принадлежат одному из авторов — 
В. Г, Данилову. 
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def 

= Dg (An, rn). Пусть при 0< / .<Т существует гладкая функ­
ция 7(а, 0 = (Ti (a> t)> . - •, Ти (о-- 0) такая, что 

-) t"^^'*]?^ t} ¥=0 при 0<t<T; (5.3) 
2) компоненты вектора т(а, f) есть 

f ° Т(а> t)-=|Rezy(a, t), 
11тгу(а, t), 

где 'i = 1, , , . , / J , j=j(i) — целочисленная однозначная функция. 
Тогда, в силу результатов предыдущих параграфов, функ­

ция, удовлетворяющая соотношению (5.1), может быть опреде­
лена из равенства 

S(X, *)-Ф?(а, *) + c(a, t)DW(a, t)\a~a(Xl(h (5.4) 

где <&v(a, t) — T-n ере с тройка фазы ростка на Ant, с (a, t)~ 
гладкая неотрицательная функция, a(x,t)— решение уравнений 

<7;(а. 0 + Ъ(а> t) = xh г = 1, . . . , л . (5.5) 
•В этом параграфе мы докажем, что любое решение 5(л:, t) 
задачи (5.1) отличается от функции. S (х, t), определенной 
равенством (5.4), на величину Од (А3/2), т. е., что решение 
задачи (5.1) единственно (mod Од (А3/2)). 

Вначале докажем вспомогательную'лемму: 
Лемма 5.1. Пусть функция u(t) при 0 < t < T удовлет­

воряет условиям: 
1°. |K|<M, 

t 

2 \ \u (0| < \ (/1 (-) \tt (<)| + / 2 (т)|и <-)[-+/3 (ф (<-)|3) dx+/4(t), (5.6) 
о 

где f\(t), /2(0, /з(^)> /4(0—непрерывные, ограниченные 
при 0 < ^ < Г неотрицательные функции. Тогда справедливо 
неравенство 

t 

|K(0J<c\/4(-)dx, (5.7) 

где С—некоторая константа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим Q= max / ; ( t ) . 

<—1,3,3; <g[0, T] 
Без ограничения общности можно считать, что Q--=l. Из (5.6) 
имеем 

t 

I» 01 < \ (I" (01 +1» WI2 +1" Ml3) -*-'+Л- (5.8) 
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Подставляя оценку |и(/)| в правую часть неравенства (5.8), 
получим 

i i ti I t 

\и (t)\ Л\\ (|И| + |tt|-+И)3 dh+fAdti+/4 +^ (И2+N3) d-. 

Продолжая этот процесс, получим: 
I U t 4l 

mt)<\\ •••[ Ndt«ti • • • rf-i+^• • [ (N2+N3)Mn*\ • •. -fti + 
о и 0 » u 

< <! '«-I / < 

+ \\--- [/*+•-.+{№* + W)& + [M*)dx + f< (5.9) 
!) f> о и и 

Используя очевидную оценку 
/ tl hi / 

\ \ . - . jU/(',iti)l-tt-.H •'•clty<^~\\f^)\d^ (5.10) 
f) 5 U О 

получим из (5.9) 

\a{t)\<C 

Обозначим через ч)(1) решение уравнения 

(5.11) 

(5.12) 

Известно, что соотношение (5.12) эквивалентно уравнению 
[«'«*(«- +о8) ( 5 Л З ) 
И0)-3/*» 

Докажем неравенство 
\u(t)\<4){t),0<t<T. (5.14) 

Предположим противное, т. е. пусть существует ta6[0. Г], 
что 

| a (to)| >"(*<>). (5.15) 
Из соотношений (5.11) и (5.12) получаем 

t 

\u(t) I - v(t) < С ^ [|и (-) р - •»-(•-.) + | и(т) |- - г»8 (-.)] d- ==-
Ь 

-==C^[|«(t)|----x).(x)][|w| + -u + |« |2 + ~J2 + 2|«|-j]d-. (5.16) 
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Положим N=max {M, max\v(t)\}. Из (5.16) получим 
Q<t<T 

t 

I«(О I — •» < - [2-V + ЗЛГа] ^ Л я (х) | — «("с) | Л. (5.17> 
6 

Из неравенства (5.17), используя оценку (5.10), легко полу­
чить для любого целого К неравенство вида 

t 

\u(t)\~v(t)<cK[m + ml]K\l\ti(,)\~v(,)\d,. (5.18). 
о 

Полагая в неравенстве (5.18) t — t0 и устремляя К к оо, 
получим противоречие с неравенством (5.15). Неравенство 
(б. 14) доказано. 

Оценим теперь решение уравнения (5.13). С помощью 
разделения переменных получим: 

Отсюда 

Или 

Окончательно 

1 + 0 е ~ - в « 1 + л
в - л . 

fi(\+v)e~^>vect{\+f). 

fie~>v[ec* + ecifi-fi]>veci. 
получаем 

f < / 4 e - c ' . 

Из последнего неравенства и неравенства (5,14) следует 
утверждение леммы. 

Докажем еще несколько вспомогательных ; утверждений. 
Во-первых, отметим, что оператор дифференцирования по t 
при фиксированном а при т-=£0 в координатах (x, t) имеет 
вид 

7Г^НРЛР^^^Й{О.{Х^Ц) + ^ . (5.19) 

В самом деле, пусть f(x, z.) —гладкая функция. В координа­
тах (a, t) она имеет вид 

/(<-. 0 — /(<7(«, 0 + Т(*. i)> t)- (5.20> 
Поэтому 

dt a,—u(x,t) 
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+ 2HP i(PHx> 0. -). q(*{x, t), t),t) + :u)V-,Xi ty (5>21), 

Обозначим через Sv функцию 
t 

S"1 (X, t ) - S 1 0 ( a ) + < 7 (a, 0); />-(a) > + \((P> Hp(p, q, т) + Т > — 
b 

=-^r(P°. ?0)- (5.22 

П р е д л о ж е н и е 5.1. Справедливы равенства 

lSY(x, i)^{p, if + H-O, <7- t))-H{p, q, t)~\-0D(k)\^a{xt) 

Г д е p=-jB(a, 0, ?*..-.? (a, t), ( p ( a , if), .7 (a, *)) = $,(/>-, ?0)-
Д 0 к а з а т с л ь с т в о. Интегрируя в правой части равен­

ства (5.22) по частям, получим 
Sv(x, tH.S,„(a)+ < т(«, t), p(«, t) > + 

+ $( < P. HP(P, У, "О > - Я 0 » . <7, *с)-|-0- (Л)) £ . (5.23> 

Таким образом, первое утверждение предложения доказано 
Дифференцируя равенство (5,23), получим 

t 

(i 

- (-74 + lla Г К Ih+74 P + ?4 P - 9l
a Po-I- Ott (A112)) =-=• 

,.=:P + 0W(A1'2), 
О п р е д е л е н и е 5,1, Функцию S(x, t)=--S-(Jc, t) + i52(A:, /f) 

будем называть дмссипатиппым решением задачи (5.1), если 
существует такая константа 5>0, что lmS=.S2>8D, и спра­
ведливо равенство F.y^[S]'-Oo(.h :,/'-!)+ ( H-». Or>{h) > • 

Кроме того, справедливо предложение: 
П р е д л о ж е и и с 5.2. Пусть диссипативное решение 5(x, t) 

задачи (5.1) удовлетворяет условию Sr=~OD(h)- Тогда 
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F#AS\=0Si(hz'2)+ < Hp(p, x, t), 0St(h) > . 
Доказательство этого утверждения следует непосредственно 
из определения 5.1. 

Пусть S(x, t)—-некоторое диссипативное решение зада­
чи (5.1). Положим 

<Kx, t)=S(x, t)-SyB(x, t), (5.24) 
где функция SKJI(x, t) определена равенством (5.22). Имеет 
место лемма 

Лемма 5.2. Функция ty(x,t), определенная равенством 
(5.24), удовлетворяет соотношению 

§+ж+ < »р1 §~Р> + 1 <%-р, яе„\Щ-Р) > — 
~0D(hm)+{HpOD(k)), 

•где у функции Ж опущен аргумент (p, x, t). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Разложим функцию Ж [—-1, х, t\ я 

•ее производные, входящие в соотношение (5.1), по формуле 
Тейлора в точке (p, x, t). Получим: 

36 Ы ' •*•" *)' 
з 

'(p, x, *)•+<#„, J£-P) + 

+ 2 < ал Р' лрр\дх Р}} i ° Ш •? 

^P(§,x, *)=-Я?р(р- х, 0+^РР(А х, t)(g-p) + 

/•35, -wfe 1 ' x,t)^=Mpp{p, x, 0 + 0 Tx-P 
Здесь мы использовали обозначение 

g=0\f\a&g=c(x, р, t) iff, c(x, р, t)eCx. 
Подставляя полученные выражения в равенство (5.1), получим, 
•опуская у функции Ж аргумент (p, x, t). 

^ [ 5 ] = 4 r + ^ + < жр, -g—p > + 
+ i<-H-A-W. дх 

+ 0 
t>P{dx 

dS 
•Ш-Р 

дх •Р 

p))±0D(hV2)0( 

) = Ой(А3/2)+(Яр, 0D(h)). 
> 

(5.25) 
Из предложения 5.1 следует равенство 

dS dSY dS •3-ф !,l/2\ -)Ф ж - ^ - = ^ - + я + < ^ - ^ > + <°^А /)'S-> + 
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dty + <T, - | |>+0 0 (k )+ (bOD(h1/2)), (5.26) 
где y функции Я опущен аргумент (p, х, t). Из равенств 
1(5.25) и (5.26) получаем 

di|> д$ dip ig~ < т. -£ > +OD(A)+ < т, о^1'2) >.+ <£•. 0д( / г ) > + 
+ гЯ + <Я * - * ) + i < ^ , ^ | | > + <Hp,0.o(0> + •" дх 

+о di|) 
дл Ой(/гх/)+0 

дх РР дх ' ' N " -"• 

.д- = GD (А-/-) + < Яр , 0 D (К) > . (5.27) 
Докажем, что из равенства' (5.27) следует оценка 

M = 0D(hm). (5.28) 
Дифференцируя равенство (5.27) по х и интегрируя по dt, 
получим; ЧТО <|)|f=0 = S20, 

с-Ф 
дх t=o = 0D(h^), учитывая, 

t 

Откуда, в силу леммы 5.1, 
M-0D{hm). 

Оценка (5.28) доказана. Из (5.28) и (5.27) следует утвержде­
ние леммы. ' 

Теперь мы можем доказать единственность диссипативиого 
решения. 

Теорема 5.1. Пусть S'(x,t) и S"(x, t) —диссипативные 
решения задачи (5.1). Тогда 

S' (х, t) -S" (х, t ) -0 D (/г3'2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о - Пусть S(x, t) — диссипативное реше­

ние задачи (5.1), определенное равенством (5.4). Для доказа­
тельства теоремы достаточно доказать, что любое диссипа­
тивное решение Sr (х, t) отличается от S (x, t) на функцию 
вида 0D(hm). 

Обозначим 
•Их, t)=S(x, t) — Sy(x, t), 

ty'(x,t)=S'(x,t)—Sy(x,t). 
Очевидно, для доказательства теоремы достаточно оценит 
разность 

<b{x,t) = ty{x,t)-V(x,t). 
Из леммы 5.2 следует равенство 

dSL \ .' . ,. -0.ф-?Л + [^5+Ш(р, х, tjj + i < тр(р, q, 0.-g'> + 
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+ i < 4 1 - ̂ - *. <>4!- > - ° - > ( /г3 /2)+ < "г °° {h) > • <5-29> 
Вычитая из этого равенства аналогичное равенство для <]/,. 
•получим, что Ф {х, t) удовлетворяет соотношению: 

==0D(A3/2)+< Я,, 0 о (/*)>, 
Ф|-=0=0. (5.30> 

Из равенства (5.30) дифференцированием легко получить 
оценку: 

Ф = ой(А). (5,30'> 
Докажем, что на самом деле справедлива оценка Ф--0о(/гя/2). 
Во избежание громоздкости вычислений (которые и так доволь­
но сложны) положим т = 0. 

Сходство соотношения (5.30) с уравнением переноса позво­
ляет использовать для оценки функции Ф те же методы, что 
и для решения уравнения переноса. Обозначим через L опера­
тор, действующий на гладких функциях, заданных на много­
образии А? по формуле (см. § 6, гл. I). 

L<P(a, t) = <p(a, t ) - < г, С-^а > + 1 < (С--)'г, f*«(C"l)z >. 
В §*6 показано, что существует оператор R такой, что для 
любой функции 1/(о., О = Go 0-a), a>0, выполняется равенство 

(lR)V^V + 0D(ha,\ 
(RL)V^V + 0D(hs/2). 

Оператор JR (в обозначениях § 6 оператор # есть /?.,) обладает 
следующим важным свойством: если f=0D (ha), 0 >•.-.<*<:. 3/2, то 
Rf=0D{ha). Поэтому мы можем с точностью до Ou{hm) 
представить функцию Ф (x, t) в виде 

Ф(Х, 0 — Lcp(a, t)\a^Xii), <p(a, t)^JR[<b(x(a} t), t)}. (5.31) 

Очевидно, для доказательства теоремы достаточно доказать 
соотношение 

<Р = СЪ(/г3/2). (5.32) 
Заметим, что в силу приведенных выше соотношений для опе­
раторов I и R мы можем утверждать, что функция Ф имеет 
такую же оценку, как и функция Ф, т. е. 

?(MHOD(A), tp(aI0) = Oo(A3/2). (5.33> 
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Вычислим производные по х и t функции Ф(л;, i), определен­
ной равенством (5.31). Имеем, учитывая (5.33), 

- ^ = tf«4«—?йЧ-С~-<ра + 0.о (Л) — qu\L (С-1)г+ 

+ ?й V ^ W O ? " 1 ) г+Оо {h)^qt (C-za) C--<p«— 
- q*l (С - za) C^aafiC-1) z + 0D Щ = 

=- С^сраа- С-'срва.С--) 8 + OD (h). (5.34) 
Вычислим производную вдоль поля -----

.-gULcj,— < гяр, с - ' ь > - < &eppwt c - v > - < г, террс~^а > + 
+ < ̂ (С-1)Я/) + '(С-^^р-г+'(С-1)^рр-<У, <расДС--)г > -

- < '(С-') (Я?МС + W (G"1)г, ?«--(С--) г > . (5.35) 
Напомним теперь, что справедливо равенство: 

Ж:;= w—®z + <V (/г) l«-«(-". о • 
Вычислим выражение 

Подставляя выражения для производных из равенств (5.34) и 
(5.35), получим: 
g^Li- < Ш,„ С > а > - < Mppw, СЛ„ )-(г, ШррС-^а > + 

+ < it{C^)H^-\C^)Mpi,z^{C^)Mppw, vJiC-i)*)-
-{4p-*)W,fi' + MppBr)'{C-v)zt fJ(C-i)z) + 

+ 2 < Яр, C > e > - i < Яр, С--Тви1С"»)г > + 

+ j < ^р р(г»-»г), С > а > + 1 ( Жрр{р-Щ, C-i<em{C-*)*z > + 

+ 00(Ля/2) + < Яр, 00(А)) - L T - 4 { »№(ffl-fe), С " Ч а -

-С--Таа(С"')'г > + О й (Л3/2)+ < Яр, 0D(h) >. 

Окончательно получаем 

*-£т--§-<Я,р-Й-. ^ - > Н-Ой(Л3/й)+ <HP. 0Л(*)>. 
Учитывая теперь, что, в силу (5.29), 

S+-f<*tppl$Sc' Ж> -Ов(Кт)+(Нр, 0D(A)>. 
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получаем 

->+т < * - . ( £ - - £ ) • т1 > •°*ff>+ <*- °»<*> > • (5Л6) 

Равенство (5.34) и определение оператора L позволяют пере­
писать соотношение (5.36) в виде 

• «Р- < г, С--9и > + | < (С-')'г, ^ ( G - 1 ) ^ > + 

Xpp^Vaairy* > + ( G ^ - V ^ (C~1YZ > — 
- О л ( Л 3 / 2 ) + < Я р , а д > . (5.37) 

Напомним, что 9 (a, i) удовлетворяет оценке (p — 0D(ti). Дока­
жем, что из этого факта и .равенства (5.37) следует оценка 

4a*=0D№ (5-38) 
Обозначим правую часть равенства (5.37) через г (a, t). Про­
дифференцируем равенство (5.37) по а. Учитывая, что первые 
три слагаемых в левой части равенства (5.37) есть L-p и ра­
венство .—•—,—-—•, из равенств (5.34) и (5.37) получим 

есРЪа-Яа^аа ( ^ Z + * « « ^ ) ' # » ^ ? a + 

+ i ?aa (O- 1 ) '»^- 1?-* (С'1У^^С-г1?аа{С~гуЖррС-г<Ра+ 

+ 0D{h) = ra. (5.39) 
Дифференцируя равенство (5.39) еще раз по а, получим 

(faa-Z^JiC-iyq'a + A^a, t^JB^a, О <Р„А (*, ' ) + 

+ 0D(h1'*)+Dl(*,t)ka~raa, (6.40) 
где Ai(a,^), B1(a, t), Д(а, t), Д (а, /)-некоторые гладкие 
(матричные) функции. Явный вид этих функций не имеет зна­
чения для наших рассуждений, но их легко вычислить, исполь­
зуя равенство (5.39). В силу наших обозначений 

rm=*0D (&/*) +fit},, (5.41) 
где /1 (a, t)—некоторая гладкая функция-

Вычислим первое слагаемое в левой части равенства 
(5. 40). Имеем 
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(•{•««-««C-^aeXC--)-^).---

=•-•= (С - Za) C~-<f«и C("-)'?i — ̂ aC-'cpaa ( G " 1 ) % . 

Поэтому, учитывая (5.41), равенство (5.40) можно переписать 
в виде 

«Paa-М (a, 0?a-.-3i (a, t)<paaG"(a, t) = 

:.-. D (a, t) ? а + Оа (/11/2) + /Яр-— g(a, 0. (5. 41') 
где функции Л, С. D и / имеют те же свойства, что и функ­
ции A1,C,,D1ii / 1 , введенные выше. Оценим интеграл правой 
части равенства (5.4Г). Имеем, в силу монотонности функции 
D вдоль траекторий, 

i 

\0D(hV*)dx^0D(h>V). 
о 

Далее 
' /'. У'Чг \1/2 / ' \1/2 

5 / H p r f x < ^ | / | - r f t j ^ | / r / J 2 d x J < c K | H | d t j =OD(AV2). 

Аналогично, интегрированием по частям, легко доказать 
оценку 

Таким образом, мы доказали оценку 
t 

\e(a,%)dx,,0D(№). (5.42) 
о 

В силу сделанных нами только что замечаний и леммы 5.1 
имеем 

<Р««(a, t) - той» (а, 0) + OD (kl>2). (5.43) 
Из равенств (б. 43) и (5,33) получаем 

?aa-Mft- / - ) . (5-44) 
Из равенства (5.43) и (5.39) следует равенство: 

qaC-*4a - 0D (Л'/-) V'aa — OD (Л) + r«. 
Отсюда, в силу (б. 33), 

«Pa- U kaa• Gfi (Л1^) dx + Од (h) + J r a d- . 

37 



Очевидно, справедливы оценки 
t t 
\ radx = 0D (h), J VaaOo (A-/-) = OD (A). 
6 0 

Поэтому справедлива оценка 
<Pa=0D(h). 

Из оценки (5.45), равенства (5.37) и (5.42) получаем 

Т— < г, С"-?-, >+•-•< (С--)'г, .̂  (a, i)(C--)'z > = 
= 00(A3/2)+<tfp,0D(h)>. 

(5. 45) 

Имеем 

|<р|<ср(а,0) + ^ < (С--)'г. та > d* + 

+ 5<(С-1Уг1г(а,т)(С--)'2> + OD(/l3/2). (5.46) 

Первый интеграл в неравенстве (5.46) оценивается с помощью 
интегрирования по частям. В силу уравнений ростка и равен­
ства (5.33), имеем 

t 

\ <(С-1)Ч<ра)^<Оо(Л3/2) + 

+ С К \ЙР\Ы^Л 0D(A-/-)[cpa|d-:=--0D(A-/-)J. 

Зторой интеграл оценивается с помощью неравенства Коши — 
Буняковского. Учитывая оценку (5.42), получим 

t 
\ < (С--)'г, g(a, /)(С-'Уг > d- = 0D(h3/2). 
о 

Поэтому ср-=Ол(Л3-/2). Отсюда, в силу сделанных выше заме­
чаний, следует утверждение теоремы. 

Теорема 5.2. Всякое решение задачи Коши (5.1) дисси-
йативно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства этой теоремы 
в силу определения диссипативного решения, достаточно до 
казать, что из соотношения (5.1) следует оценка 

Im 5 = S2 < CD, С-const. (5.47) 
Для доказательства оценки (5.47) вычислим отдельно дей­
ствительную и мнимую части соотношения (5.1). 
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OS, 
dt. <"№>х>*\ъг>+й 

дх , X, t\ — 

—g- ( - я р H P , - ( l | . J-. *) ̂  > ~0S£№)+ < tfp, 0Sl(A) > ,(5.48) 

dt •"[%-'**')-< Ч%-> *>')' dx > -

- • < 

as2 TGT' H»i> № • *• <) I F > - < W ) + < HP- 0Si(A) > 
Разложим функции Н и Н по формуле Тейлора в точке 
{р, x, t). Полупим 

Hv (-^Г- *.<) '"'-**>• •*. 0 + H w ( p , *. t) ( - § - - p ) + 

+ </.(*,-)(--g-p). (-1-P)>. 
Я ( 1 - , x, t)- / / (p, JC, 0 + <Hp(p,.*, 0. ( T F - / > ) > + 

<3S. 
dx •p\ Mxt - ) ( - § — p)>, 

Я (*Ь-, л-, t) - Я (p. *, 0 + < H„(P, x, t), ( -g—p)) + 

+ <[чГ-р\М***)[%~р)>, 

где. /i(x. I), • • .i /.1(л:- О —некоторые гладкие функции. Под­
ставляя полученные соотношения в равенство (5.48), получим 

es- • <HP(p,x,^^> + <H^(p,x,of-^---4-S-> + <W длг 
• d S t 

Р) > + (5.50) 
as, 

-1-/7(р, JC, 0 + < ЯДр, л, *). (-djc-

-I-0 | ' l - - P f - OSt(A-A0 + < Hp, Os,(A) >. 
Равенство (5.ПО) перепишем в виде 
rfSa OS: c)S, 
dt (ъ^)-\(ОгЛШ,^) + (1-1, PP \ dx •/ч.-£-> + 

+H+ < H,„ - ^ - P > + < *it-p, M$-P) > -
- 2" < • § - • ^ C P . *. 0 - ^ > - 0 ^ , ( 0 + < Hp, 0St{h) >. 

Откуда, в силу леммы 5.1, 
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Si<0D(h)+c\^-p\+\?§±— p\)dv, С-—const. (5.51) 

dSt Аналогично для функции -—- — p получим: 

*l±.+H{x,p,t)+{Hp{p,x,t),%—p) + 
+ < 4&--P. oDm > + < ^--p, A f-§--p] > + dx —P,^UV. 1 / T \ dx *, J2{dx 

+ < Hp(p, x, t), <§-) + ( ̂ -p, /<-$*. > -

' - 4 < тйР НРР-Ж- > = ° ^ 3 / 2 ) + <HP, o.-.(*)) • 
Из леммы 5.1 и последнего равенства следует оценка 

dSx 
дх < C 5 ( l ^ l + 5 - ) ^ + 0 o ( / * 1 / 2 ) ' ^-= c°n s t- (5-52> 

Кроме того, дифференцируя равенство (5.50) по x, интегрируя 
затем по t и используя лемму 5.1, получим оценку 

t 
dS2 

дх < 0D(h1/2) + c\( dSi 

дх + dSt 

дх 
l,d- (5.53) 

Из (5.51), (5.52), (5.53) и леммы 5.1 получаем оценку 
dSt 
дх 

1А = 0Д(А"-) 
Дальнейшие рассуждения совпадают с доказательством 

неравенства диссипативности в [4], стр. 162 или в [7], стр. 
440. При ЭДОМ 

dl РР дх' дх 

20 -

Из теорем 5.1, 5.2, а также из результатов §3 следует 
Теорема 5.3. Пусть при 0<2.<Г выполнено условие 

D{g (a, t) + z(a,t)) , f t 
Da ^u' 

где (2 (a ,0 . - (< - , . ) ) -=^ (0 ,0 , i -g - ) , S(x,0) = S10-fiS, 
начальные данные задачи 5.1. Пусть 51 (х, t) ,и S2(x, ^ — реше­
ния задачи (5.1), удовлетворяющие условию 

S1 (X, 0) + S2 (x, 0) = S (x, 0) (mod Os2Q (Л372)). 
Тогда справедливо равенство 

Sl(x,t)~S2(x,t)=0D(h3/2), 
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где D = Sn0—\Hdx. 
6 

§ 6. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА С ДИССИПАЦИЕЙ 

В этом параграфе мы изложим способ вычисления с любой 
точностью решения переноса с диссипацией (6.1) — уравнения,. 
естественно возникающего при построении асимптотических ре­
шений для уравнений в частных производных. 

Доказательства основных утверждений данного параграфа,. 
приведенные здесь, принадлежат, как уже отмечалось выше, 
Г. А. Воропаевой (cp. [7]). 

ИЗЛОЖИМ вначале некоторые вспомогательные факты. 
О п р е д е л е н и е 6.1. Пусть /(л-)>0—гладкая функция и. 

g{xtlt)^gj(x)h^. 
JE—(J 

Мы будем писать £--••• Oy(hv), если 
g; Of^-U't) при y«2v. 

О п р е д е л е н и е 6.2. Будем писать g-~^Qf{h?), если 
g- fi-~k'-Oj{hv+ll/2) для некоторого целого k > 0 . 

Смысл определений 6.1 и 6.2 состоит в том, что мы расширяем 
класс функций, обозначаемых Оу(Ла). В § 1 мы обозначили 
через О Ah") гладкие, функции, не зависящие от Л. Этого» 
класса функций было достаточно для рассмотрения вопросов, 
связанных с уравнением Гамильтона —Якоби с диссипацией. 
В случае же уравнения переноса приходится рассматривать 
функции g(x,h), не ограниченные при Л {to} 0, но допускающие 
оценку \g(x, h)\e~fih-••••••• О(Ла). Класс таких функций и вводится 
в определении 6,2. 

О п р е д е л е н и е 6.3. Дифференциальный оператор (завися­
щий от Л) 

I./;—О х 

принадлежит классу <«°, если 
а,-0х,(Л<ш+.>/-)+ (Н„{р, Я, 0, 0D{W\n)) + 

+ Л'-"Оо(/г<1-/1~1)/-) при |у|>1 
и 

ao-0o(//)+</?P,(?o(A0)). 
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def 
Обозначим, т<ак и раньше, / / — \ / ( x , ^dx. 

о 
Лемма 6.1. Для любого ^g-50 существует целочисленная 

функция тс (г, 5), г, s—целые неотрицательные числа, что 
О c/i-/2^ 

1) Л(1^у, D^/2
 ;--=0D (/И-•->/-), 

2) lim-i-(г, s)= оо, 
г-м» 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть .-̂ "g-S0. Тогда существует 
такое число />0 , что 

**0D (A--/2) =.. /i-'/-0D (А<-+-)/-). 
«Оператор /••-# представим в виде суммы двух операторов А 
и В таких, что 

AOD {к^)^к-ЧЮо (/г< '̂+1)/2), 

BOD{№)-
h20D{h<>), s-=0. 

Это разбиение оператора IЛ отвечает разбиению коэффици­
ентов cij дифференциального оператора Л, на две части 

a; = 0D (А<ш-и>/2)_|_ < Яр, 0D (AM/2)}, 

Кроме того, при оценке оператора А использовано, что 
Vx(a,.t) = 0D(h?) 

t t 

^ < Й„,х > dx < С (a, t)[D (а, *)]* <U # p | dx < 
6 о 

<C1(a,0[D(a,/)]v+i/-. 
Рассмотрим оператор (А-\-В)г. Имеем 

(A + E ) — 2 2 в ---В А ---А —2е--.Р. 
•где G-группа перестановок множества {1,.,.,.*•}, а число 
p(k) показывает, каким по порядку действует в произведе-
?нии соответствующий оператор. Ясно, что 

См 
0D (hs/2) 

--h 
l(r—li)+s—li 

0D\k *{ (l+l)(r-k)+s-k 

•Отсюда следует, что при £<•- J s и /">s, 
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Or,(hS/2) t(r-ft)+--ft / g+l){r-k)+S-k \ I r-S 

2 
On(hs/2) - -(-т-й)-Ь?-б / r-s \ 

C/-,p-^——- = h - 0а(А-)-=0о[А5(ЩГ), 
если же r < s , то 

Таким образом, 
'*.p--^5----=0o(A-). 

i-(r, s) = 
0, r< .s, 

Г S , r>s. J + 2. 
Лемма доказана. 

Наименьшее целое неотрицательное число I, удовлетво­
ряющее условию 

AOD (?/*) = Нг^Оо (#-+•>/-), 
будем называть типом оператора ^бй/-. 
Пусть S(x, t)-= S1 (я, t)-fiS2(x> t) —решение уравнения Га­
мильтона—Якоби с диссипацией, отвечающего функции Га­
мильтона M(p,q,t) = H(p,q,t)-\-iH(p,q,f), построенное в 
теореме 3.3. 

Назовем уравнением переноса с диссипацией (в N-ou при­
ближении) соотношение 

ЗТ+ < ^Р(-?и. х, t) + Wpp(Slx, х, t)S2x, <?х > + 

+ {-!-- \ЖРР (5-*' •*•') 5 « 1 + * С-5-*• *. -) + « 4 <Р = <^. (A"'2), (6-1) 
где .̂ б.ЗР, g1 —гладкая функция. Мы будем рассматривать в 
качестве решений уравнения переноса с диссипацией только 
функции вида -р — А-~/20.-, (А"1/2), где /и—целое неотрицатель­
ное число. Уравнением переноса в нулевом приближении назо­
вем соотношение, которое получается из (6.1) заменой 
правой части на 

ОзЛ^'2)+{ОзЛП Hp(Slx,x,t)). 
Функцию cp(x. t, А) при фиксированном h удобно отождест­

вить с функцией на (/г+1)-мерном многообразии {А?} с помо­
щью диффеомоофизма Пу. Так как 

¥< = ? - <-7 + Т,?*> =Т— ((Уа + Т а Г ^ р + Т ) . Та> 
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и справедливы разложения 
•-м.-=-/> + - —%(г—т) + я1, 

+ %p«(ptq,t)l + tt* (6-2) 
Жрр (Slx, x, t) = Жрр (q, p,t)-\- и,. 

g(Slx,x,t) = g(p)q,t) + u5, 
где 
й1 = 0D(h), th = 0D(V>*), u5 = 0D(h), щ=Оо(№), tts = 0D(hl>*), 
то уравнение переноса с диссипацией в координатах (a, t) 
имеет вид 

«Р + < ?«. (qa + ТаГ1 [*#р _ ^ + Я?рр (та - »(г - Т)) + ад + 
+ { i tr (fl?ppff) + g (p, q, t) + $ } 9 = 0 O (A"'2), (6.3) 

где .S6.55 и оператор 53 связан с оператором Л формулой 
ерр Im .%], --, = -/£ + ((^a+Te)"1[«8+««4--2* + ^pp--n-»l]. 7Г> + 

+^tt{!fepptt2+tt^xje)+tti. 
Введем оператор переноса 

где 
' /-=(?в + Т«Г№-7' + ^рр(---»(г--7)) + ^тЬ 
Сначала построим решение уравнения переноса в нулевом 

приближении. В координатах (a, t) оно имеет вид 

Яу<р + [ . ^ Г ( . З Д + ф . - ~ 0 , (6.5) 
где знак ~ означает равенство с точностью до функций вида 
(9д(А1/2)+ (Йр,Оо(Щ) . По аналогии с вещественным случаем 
будем искать решение уравнения (6.5) в виде 

где ./(a, t) = detC(a, ^). Справедлива лемма 
Лемма 6.2. Якобиан У удовлетворяет соотношению 

./•=./ tr [fl?ppff+ШрЧ\ + 0D (h1/2). (6.6) 
Доказательство ее см. в [7]. 
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С л е д с т в и е . Имеет место формула 

'dt TT- -- ,утtr(«д а»+«р ,)+оЛ {ti>\ (6.7) 
Учитывая равенство (6.7), получаем, что функция ф (a, t, li) 
удовлетворяет соотношению 

(Р*+С?)<|>~0, (6.8) 
где G-- g~-^i:Mpll. 

Заметим, что хотя •P'Y — -^-+ </ . g£ >, где / ~ 0 . мы не 
можем опускать член (/..-.---) в (6-8), если ищем решение 
в виде ty ••'Wr"'O.o (hm) при /71 > 0 . Было бы заманчиво привести 
PY к виду — с помощью преобразования подобия, т. е. найти 
такой оператор Л, что 

Р М - Л - . (6.9) 
Эту задачу точно решить не удается, однако мы можем 
предъявить оператор, «почти» удовлетворяющий соотно­
шению (6.9). 

Именно, пусть 

а-21Г(м)уШ;, I, р^-с-чв-т). (6-ю) 
1У1-0 ' ' ' 

Лемма 6.3. Справедливо соотношение 

Iftl-TV+t 

где «6.9- н g* = Oz, (А{"+1,/а) + < 0D (А*'8), Я„ > . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

т—/*&-2ЖяЛ1 (6.12) rfi. 
|А|-«0 

где 

•e.-^(&)'-f(-l)'-ff- <-••-> 
Пусть l;-мультииидекс, /-я компонента которого равна 1» 
а остальные нулю. С использованием этого обозначения можно 
переписать формулу (6.13) в виде 

В,=.|*/--'(РГН/,*))(94)"+Р'2/ДКГ' с-") 
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Подставляя (6.14) в (6.12), получим 

7 = 1 \|А|—О 

|й | -ЛГ 

Так как p=Oi- (hl/2) и fj=0D (h1/2)+ (а,Нр), 
где a—гладкая функция от а и t, то для завершения дока­
зательства достаточно убедиться в том, что 

Р ^ + ^ - О я ( h ) + < 0D{hm), Нр >. (6.15) 
Имеем 

д о . del 

Обозначим через А вектор с компонентами А]. Тогда 
л=4+(1+Ш- (6.16) 

Используя формулу С=ЖрЧС-\-ЖррВ + Оо{1г112) и систему 
уравнений ростка, получаем: 

Р = ~ С - 1 ( ^ + Та)/—0В(А). (6.17) 
Далее, 

(1 + К) - 1 - С-1 (г« - Та) + 0D (hm) = 
= С-1(?к+Та) + Од(Л1/2). (6.18) 

Теперь из (-3.17), (6.18) и (6.16) следует (6.15). Лемма доказана. 
В следующих двух леммах' будет построен оператор, 

«почти» обратный к оператору Vk-
Лемма 6.4. Пусть p(al t)—гладкая вектор-функция, 

удовлетворяющая условию det (1 + pffi) =--• 0. Тогда существует 
такая последовательность {̂ А(р)} однородных полиномов k-ой 
степени с векторными коэффициентами, гладко зависящими 
от a, t, что для любого натурального /?>1 выполнено соот­
ношение 

Р + 2 т Ы ' 2 S-*(P) -QJ?(P). (6-19) 
1Л-о ' \ft=i / 

где Q -̂—однородный полином степени ./? с гладкими коэф­
фициентами. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Последовательность {&>k) построим 
по индукции. ПОЛОЖИМ 

S-i(p)-=-(l + P«)--p. 
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Тогда 

Р + 2 Д (ЙГ)' *- (Р) в Р - ( - + Р«Г Р - ( - + Р-Г1 Р«Р + 
+Qa(p)--=Q-(p), 

где 
Q* (Р) =-- (1 + РаГ < Р. Ш > (- + Р«) О + Р")"1 Р. 

так что соотношение (6.19) выполнено при R — 2, 
Предположим теперь, что полиномы ,йД, . . . , S°m уже по­

строены так, что соотношение (6.19) выполнено при JR — 2, ...,. 
т + 1 . Пусть S-m+1 — однородный полином степени /л+-
c гладкими векторными коэффициентами. Тогда 

/я-И /m+l \ 

|У|-.0 ' Х ' \ А - 1 / 
ш-1-1 Г /к 

+ 2Ш*»-<Р'+ 3 -Ш' 2»-<р) -
нН-l 

-Qm,l(P)+S Н^У^ш,1(Р)> (6.20> 
где "Qm+1 (р) — однородный полином степени м + 1 с гладкими 
коэффициентами, не зависящими от выбора полинома !'Рт.й. 
Так как 

~')Ч.,1 (Р)" ; ('Р* -If)' .П....1 (Р) + Й,«+г-7 (Р), да 

где Q/.oi+а—у(р) — однородный полином степени m~\-2 — j с глад­
кими коэффициентами, то из (6.20) следует, что для того, 
чтобы полиномы ,'f'i .'/',„,! удовлетворяли соотношению (6.19) 
при /?---•• WI+2, достаточно выполнение следующего условия: 

m-1-i 

T ,£(^| . )4, ,1(p)---Q;, ( , i (p) . 
J1-0 

/I 
(6.21) 

Пусть 
У V-

1У1-//Н-1 l/l-m-H 

Уравнение (6.21) приводит к следующему условию отиоситель-
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Для разрешимости уравнений (6.22) достаточно, чтобы матрицы 

были невырождены. Но 

^ k\(j-k)\ = (- + •*) • 

Это следует из многомерного аналога бинома Ньютона 

1*+УУ-^-Щ=*)Г№ 

Здесь x= (x1, . . .,хп), у—(Уи .. .,упУ> Л k—/г-компонентные 
мультииндексы.). Следовательно, 

det A • = det [(1 + <Pa)m] = [det(1 + -Pa)]l/l-^0. 
Лемма доказана. 

Лемма 6.5. Пусть {35/.}—последовательность полиномов, 
•остроенная в лемме 6.4, и пусть 

N 

Тогда оператор 

*ь-2тг •*(£)' (б-23) 
1Л-0 

удовлетворяет» следующим соотношениям: 
LMr—1+e. , (6.24) 
№Хг—1 + в2, (6.25) 

где 

аг (а, 0 = 0о (Л("+1)/2), А (а, t) - On (fl{N+1»2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала (6.24), т. е. убе­

димся в том, что Rtr является правым «почти обратным» к Hy
N-

Имеем: 

w-l&WJjfi'W-
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" " - l / l o / 

- Ч 1 V V 1 ыд"%(д у+ь-J 

Проводя замену индекса суммирования J на r^=l-\-k—J и 
изменяя порядок суммирования, получаем: 

ivov^W V if J: }2L{ Й | / + Й - Г | Р ^ / d 

2/V 

lri-1 

где 

a—. 
^ 

• - м 

r й-т1г /-?.„., (i + k~r)\ (r-ty. /i u - r ^ (6.26) 

Иакопоц, заменяя и (6.26) индекс k на /'.-•-•-/ + /«—/-, получаем: 
лн-т-И ,, , 

" 1)Ч я У V Р'*г-' 
1)\ /I 

I/K-V 

,,-/ ™Г И р / 

da 

Рг 

5a / • /•/. 

Покажем, что 

1У1-0 ' 

a \i йPu •i(-V)4-0D(hw-"/*). 

(6.27) 

(6.28) 

Для этого заметим, прежде всего, что так как (5™Оо (/г1/2 

•и в тех точках, где диссипация равна нулю, соотношение 
1 + рв ...-- 1 - (?а + *a)-i (Za ~~ 1а) ~| • Оо (А1'3) «•• 

-»(9'аЧ-га)-1(9,«+Т«) + Од(А,/2) 
влечет невырожденность матрицы l + pa, то, в силу опреде­
ления функции Рлг, из леммы 6,4 следует, что 

Таким образом, для доказательства (6.28) достаточно убе­
диться в справедливости соотношения 

, Д71" LU Jр" 
УУ 
у р 
_ l j 

...l/l—o' 

р/ ->шР,у 
<?a/ 

4—7988 

Од (/*("+->/-). (6.29) 
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Пусть ./(a, t) —гладкая вектор-функция. Рассмотрим следу­
ющий полином F/(P) c коэффициентами, гладко зависящими 
от а, и t 

N 
V dulfl 

1Л-о 
Р « П . - У £ £ . 1 _ У I 

N §) dMf 
.l/f-o'- dal -2M«.-)P-. 

Если JC—вещественный вектор из достаточно малой- окрест­
ности нуля, то 

E /(x)==^(a + x , / ) + O ( | x | W ) - [ / ( . a + x , 0 + O ( | x r + ^ - — 
= 0( | je|'v + -). 

Отсюда следует, что is(a,t) = 0 при |k|<iV, так что 
/7/(р) = Од(/г<^+1^2). Полагая здесь / = (W, получаем (6.29).. 

Из (6.28) следует, ЧТО при Кг 

2 - ^ • - - - ^ = (-P)' + OD(A<-v+l-H-l+i)/-). (6.30> 
1/1=0 

Подставляя (6.30) в (6.27), получаем при |r|<./V 

<*- = 2 щё-ТуН - Р)1 + Ов(<^+1>/2) = 

= (p-p)- + Oz,(A^+-)/-)-=0DU 2 j . 
Если же | r |>N, то оценка аг = Од(Л(л'+1>12) очевидна. Форму­
ла (6.24) доказана; иными словами, построенный нами оператор 
JRy

N является правым «почти обратным» к Lit* 
Заметим теперь, что при построении правого «почти обрат­

ного» оператора к Lit мы использовали лишь два свойства 
функции p(a,/): $=0D(hV2) и det(l + pa)agr-?-=0. Функция p.v 
обладает этими же свойствами, так как 

р^-а+РаГ-р+оыа), 
- + ^ ) - - - - ( - + Р^-1Рв+0.о(А1'-)---(1+Р«Г1 + 0.о(А1/-). 

Значит существует такая функция Р-=0.о(А1-'2), что оператор 

5-V= 2d IT [да ) 

является правым почти обратным к Rl/\ 

Я Ю = - 1 + ; 8 , (6.3l> 
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2.V 

где е;—2-*г(«.0(а!)Г , dr^OD(h(»+W). 

Умножая (6.24) на RJ/ слева и на S& справа, получим: 

RUIRISI = / ? М + #fc.Sft = 1 + e3 -f /&B,S&. (6.32) • 
Из (6.31) и (6.32) следует, что 

RUI "-• 1 + е3 + /?&e,S& - ЯШгвз- (6-—) 
Положим 

е, - - е3 + 7?J,e,S^ - № . V 3 . (6.34) 

Из (6.33) следует, что "е., — дифференциальный оператор по­
рядка 

2.V 

Из (6.34) легко видеть, что Ь}•••:••-00(/1ш+1)/2). Лемма доказана. 
Onik"1''1) 

Т е о р е м а 6.1. Если .//-—--—- 0 (см. (6.1)), то для любой 
0-(ftm/-) 

функции ~J0(a, Л)•-—-—-т.— функция 

| ., —,f f>'(/i(«.t),.7(a,t)it)rft 
? (a, i, A). ^ = = = L>„(a, Л) й <• 

удовлетворяет уравнению переноса с диссипацией в нулевом 
приближении. 

Ои{к"Ч") 
'Л а м е ч а и и е. Ноли Л — - ^ — по эквивалентно 0, то функ­
ции <? (a, t, h), пострпеппая в теореме, может быть использо­
вана для решения уравнения переноса с помощью теории воз­
мущений (см. ниже теорему 6.2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6.1. Обозначим 
t 

—j G(i>(<*,x) ,q{a,x),x)dx 
•a (a, t, //,) T)tl(a, Л)е ° 

Тогда v удовлетворяет уравнению - - | - ( ] я = 0 и 
•o---h~nriOD{hmn). Имеем, согласно лемме 6.3, 

(pv+G)Liv. -.hi(.£+о)+;+ V А(э |)*+Ю.«]}в-
Ч |ft|e-W-|-l ' 
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=р+ 2 ьШ'+М'Ш}'0-

Очевидно, что fe"+ V ! й л ( - 4 П г ' ~ 0 - К Р 0 м е Т0ГС 

l |ft|=-m+l ' 

k\Q—k)\ да.1-к \да> 
\j\-o ' ' ' Ш=о k<j 

т 

•S.S; PL..9'y""Q f—-)V, (6.35) 
i-k)\ dal-k \да) Ы ' ^ ; „ \k\U—k)\ д* 

так что [G, ZJ.] о~0 . Итак, функция ф = 1 ,̂~ удовлетворяет 
соотношению (6.8). Теорема доказана. 

Перейдем теперь к решению уравнения переноса с диссипа­
цией в Л/-ом приближении. Так же, как и ранее, положим 
<р ———-ф. При этом (6.2) перейдет в соотношение у / 

(Pv + G + i58')<j> = 0B(A"/2)- (6.36) 
Будем искать ф в виде 

t = i k (6.37) 
число /и выберем ниже. Подставляя (6.37) в (6.36), получаем, 
в силу леммы 6.3: 

a(4+o)+?+iA{sum}+i^[&y\v=oD{h»»), (6.38) 
где 

*' = Z+[Q,Ll] + $'LlGffi. (6.39) 
Оператор е и функции gk введены в лемме 6.3, Если 

0D(hs'Q) ,„ 
с=~~~72—> то> учитывая, что gk=0D(hmi), мы можем опус­
тить оператор 2 ^ ( й 4 1 ' в (6-38)- выбрав tn>N~\rS. 

Далее, пользуясь леммой 6.5, можем записать 
е' = ( . Щ Ь - ех) ? = Д е " - -1s', 

где 

' * - /&в 'еЗ- , (6.40) 
Б2 

file:///j/-o


а вид оператора ^ указан в лемме 6.5; в частности, 
s.s'-ir--6D(^) (6.41) 

при m>N-\-s-\-k — \, где k —.тип оператора Л. 
Учитывая, что LJllOD(/iN/-)- 0D(hN/'2), приходим к соотно­

шению 

l£ + a-\-l")v-oD{h»»). 

Функцию г», удовлетворяющую (6.42), можно найти по теории 
возмущений, рассматривая е" как малую добавку к оператору 
-4 + G. Именно, справедлива следующая лемма: 

Лемма 6.6. Пусть оператор / — тот же, что и в лемме 
6.1, е —оператор из класса ••*>, 

t t 
j (id? л - f Gih 

Si..--- — e » u t-og Й 

0, (/rs'°/2) Тогда для любого -a,, (a, h) .———— функция 

- f o t f t " 

удовлетворяет соотношению 

(-ft + G -| "e) 'O 0 D (A« (-v. -Vo)/2), (6.42) 

где тс — .'/•-функции оператора 8. 
Д о к а а а т о л ь с т в о. Имеем 

t i 
i i \ - Uult- , \ -Д — f Ode 
(-flG + e)^ с - ( ^ - 3 ) 2 (/3)4=—^ й -W*»-
Лемма доказана. 

Теперь уже легко сформулировать теорему о решении 
уравнения переноса с диссипацией. 

Т е о р е м а (5.2. Пусть оператор -•'/' в (6.1) имеет тип к. 
, Ов (ЛЯ,/2) 

Тогда дли любой функции ~о (а,") — ——----—• следующая 
функция удовлетворяет соотношению (G.2): 

<р(М,А) — 
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t 
- f 0(p{a, T ) , q(a, t), x)dx N (/H-2)+S-

= - 1 - - - L v e • _ (/»y-i0 <«, A), (6.43) 
W(<M) m yTo 

где 
.- t 
\Gdt — fed.' 

8 л =е ь ое"ое ь 

(оператор е" определен формулой (6.40)), a 
™—N(£ + l)2 + S-(k + l) + max{A-l, 0}. 

Доказательство этой теоремы, по существу, дано выше. 
Отметим ТОЛЬКО следующие пункты: 

1) Функция 

/ - о 
удовлетворяет, в силу леммы 6.6, соотношению (6.42). Действи­
тельно, если тип ^ равен k, то, как легко видеть, тип 8 
также равен k. Из доказательства леммы 6.1 следует, что 
в качестве .̂ -функции оператора Ь можно выбрать 

%(Г^) = Т^2 ПРИ г > 5 ' ~ 
так что 

«(N(A + 2) + 50, S0)-=N. 
2) Функция (6.43) имеет вид 

щ . _ Л - * / 2 0 о ( А ^ 2 ) ) 

где s=k\N(k-\-2)-\-S(\-\-SQ. Для такого s условие (6.41) 
выполняется при m>N(k-\-l)2-\-S0(k-\-l)-\-k—\, а условие 

а . ./.-'/•-Л 

|ft|—m+l 

—при /H>7V(£+l)2 + .S0(k + l). 
Замечание 6.2. Если к (г, s) — функция оператора 8, 

-V(ft+2)+50 г 
то в теореме 6.2 можно заменить 2 н а 2' г д е г~Ре" 

/-о у=о 
шение уравнения я (г, S0)=N, при этом /га нужно выбрать 
следующим образом: 

т—max{r+s, r + s + A —1}. 
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Глава II 

ОПЕРАТОРНЫЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ 
ФОРМАЛЬНЫХ АСИМПТОТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 

§ 1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Целью :-j-roii главы является иллюстрация на примерах опе-
1аторного метода, изложенного в [7]. В качестве примеров мы 
1ассматрииаом простейшие дифференциальные операторы, а 
•акжс операторы, отвечающие простейшим разностным урав-
.сниям". ПО несмотря на простоту исходной задачи, вычисления 
1роводятся по общей схеме и без изменений могут быть перене-
:ены в более сложные ситуации. 

Используемые при вычислениях формулы коммутации дока-
1аиы в [7]. Мы по приводим их здесь, предполагая, что они из-
secTiibi читателю. Основное содержание главы состоит в выяс-
ic ни и CMI.KVI.-I условий поглощения, введенных в [7]. Оказыва­
йся, что условия поглощения включают в себя условия Коши. 

Одним" из обобщений результатов [7] является приводимая 
шже теорема о квазпобращеппи операторов с матричиозиачиы-
лм символами. В нолем нужные для дальнейшего изложения 
„.бъекты. 

1. Обозначим через S4* множество всех бесконечно-диффе-
кшцируомых функций /(,*), x(iRk (k но фиксировано), расту-
цих при | л* | • > <̂  имеете со всеми своими производными не 
Зыстрес |л*|' (число / — свое дли каждой функции). 

Обозначим через С'у> (R" X R"') пространство функций <p(x, a), 
-acrymnx не быстрее степени | x | и таких, что для всех 
мультшшдекеов /, ,ч с некоторой константой Cls выполняются 
соотношения 

да1dxs у (х, а) ZClit{l + \x\Yw+\ (1.1) 

где /„"--некоторое число, свое, для каждой функции cp(x, а). 
О и р е д е л е и и е 1.1. Функцию <? (x, а), удовлетворяющую 

соотношениям (1.1) с некоторым ЧИСЛОМ /•„ будем обозначать 
def 

?,^(и'о. 
Пусть f(x, a) (jS''w (R" X R'") и пусть существуют такие числа 
р., „„ ,>„>!, среди которых есть хотя бы одна единица, и 
число г, что справедливо равенство 

/ (X"% Х"«А'„, а) • X"/ (x, а) VX > 0. (1.2) 
О и р е д е л е н и о 1.2. Функцию / {х, a),eS°° (R* x Rm) и удов­

летворяющую соотношению (1.2), будем называть р-квазиод-
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нородной по х функцией степени г. Набор чисел р.,..., р„ 
будем называть весовым набором. 

О п р е д е л е н и е 1.3. Функция a(x,a) называется подчи­
ненной р-квазиоднородной по х функции / (х, а) степени г, 
если 

,Ы ,71 / " \Г-1—1*1 

Пусть rh г-=0,..., N,— некоторая последовательность чисел 
удовлетворяющих условию г2> гм--+ 8, при котором 3>0 . 
Обозначим через fi(x,a), г —0,..., W, р-квазиоднородные no 
х функции степеней г, с одним и тем же весовым набором, а 
через а (х, а) — функцию, подчиненную /0(x, a). 

О п р е д е л е н и е 1.4. Функцию 
" i 

F (х, а) = 2 / . (x, *) + о (х, а) 
1=0 

будем называть асимптотически р-квазиоднородной по х 
функцией степени г0, функцию /0(х,а) называть старшей 

uef ^ 

частью функции г (х, а), а функцию Fx (x, a)— X/.(x,o.) — cy-
.=о 

щественной частью функции E- (x, a). 
2. Пусть операторы Ах,..., Ak являются производящими в 

банаховой шкале {Вх}. Обозначим через е~м-' , i = l,..., k, со­
ответствующие им полугруппы. 

Пусть / (х) 6S00 (R*). Определим функцию / от упорядочен-
1 к 

ного набора операторов Ах,..., Ак как оператор, действующий. 
в шкале {Вх}, формулой 

(1 и \ 

Р= \ [P-Xltf) Vi,..-, h) е -'Л*'»- • • • •е-м«''йН1.... -Л,.. (1.3) 
Здесь через Fj^t обозначено обратное преобразование Фурье. 

Определение \.5. Функцию f (хи ..., хк) будем называть 
символом оператора 

/ 1 к 
/Hi . - , Л 

Свойства функций от операторов изучены в [7]. 
Пример 1.1. Рассмотрим операторы Д = - ! г , Л., =-=•//, 

являющиеся производящими в шкале Соболевских пространств 
NS(R1). Полугруппа, соответствующая оператору Аи в дан­
ном случае есть группа сдвигов, а полугруппа, соответствую-
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дая оператору Л.,--оператор умножения на функцию e~iyt, 
зависящую от параметра t. 

Определим оператор /(.А,, А,). Пусть функция /г(у) при­
надлежит пространству Шварца на прямой. Применяя форму­
лу (1.3), получим* 

л-4^ Л (У) •-• [ ] (F;}J) (tu t,) e-lA'le~lA'1 'dtxdt2 ] h (y) = 

- • ^ . V M - ' . . У с " ' ' , Л / ф - ' 1 ) а д - (1.4) 

Полученное равенство показывает, что в условиях примера 
определение функции от операторов совпадает с общеприня­
тым определением песвдодифференциалыюго оператора. 

Рассмотрим набор производящих операторов Av ..., A„, В, 
где В •— вектор-оператор. 

Предположим, что существует такое достаточно большое 
число т, что коммутатор порядка больше или равного т лю­
бых операторов Ли..., Л,,, В равен нулю 

[ . . . [ |A V AJ,AJ , . . . A,k]-0t (1.6)-
' ... ' % -—J 

а коммутаторы меньшего порядка либо равны константе, либо 
содержатся и наборе операторов Аи ..., А,п В, 

О п р е д е л е н и е 1.6. Операторы Аи,.., А„,В, удовлетво- • 
ряющие условиям (1. .1), будем называть образующими, 
а алгебру /V, которую они порождают,—нильпотентиой алгеб­
рой Ли. 

Каждому оператору Ак, к 0, . . . , я, поставим в соответст-
пне оператор с частными производными LALv, — j - - - - - . , - ^ 1 , 
действующий » пространстве Cy;(R"XR"0- Операторы Lft, k•=•---
~=0,.,.,п, мы определим так, чтобы для любого символа 
•р(х, а.)(*Оц> (R"XR'") выполнялись соотношения 

( V f ) U , , . . . , A , , Д J: .••A f t[?U1 . .--M„, В J]. (1-6) 
Из равенства (1.6) немедленно следует, что /.••,--а. 

О и р а д с л е н и е l .7. Набор операторов 1и..., L„, L0 назы­
вается левым упорядоченным представлением набора Л., . . . 

л л-1-1 
• • • • Л , , , -й. 

* Скобки | J имеют смысл ингсмкшпых скобок, см. [7]. 

57 



Определим операторы Gh, <<г —0,...,/г, так, чтобы для 
.любого символа ср(х, a)eC|;(RreXRm) выполнялись соотно­
шения 

(GAtp)(A1,...,-4n,".e1) = [cp(A1,...,A„,".51)]AA. (1.7) 
И+1 2 1 

Определение 1.8. Набор операторов Ov..., Оп, О0назы­
вается правым упорядоченным представлением набора Аи... 

п п+\ 
...,Ап, В. 

Пример 1.2. Вычислим правое и левое представление опе­
раторов Аг = —i —, A2=-= --gf;. B = (yu г/а)- Очевидно, все 
приведенные выше условия выполнены и операторы 

Ax=-i - . A2-—J—-, B,=yu В2^у2 (1.8) 
являются образующими нильпотентной алгебры Ли. Вычислим 

4 / 1 2 3 \ 
•оператор Z-. Рассмотрим оператор А1<"> \Л1 Л2, -SJ. По условию 
надо преобразовать его таким образом, чтобы оператор Л< 
действовал первым. 

Разлагая <р в ряд Тейлора (Ньютона) (см. [7]) по разности 
3 5 
В — В, получим 

4 / 1 2 3 \ 4 ( I 2 5 \ 4 / 3 5 \ Д / 1 2 5\ 

А1? U , A2, 5J-A1CP U , A2, 5J + A. ( ^ - ^ J g - U , А, 5J. 
Поскольку 

4 / 8 5 \ 
то 

4 { 1 2 3 "I Х / - 2 3 \ Лгп / 1 2 8 \ 

Alt?Ui,^.-5j = AlT(A1,A2,5J — ig(A1,A-,J8J. 
Отсюда следует, что для того, чтобы выполнялось равенство 
(Г 7), достаточно положить 

Аналогичными вычислениями получим равенство 
L2 = .x2-id~^, 

Вычислим,представление оператора В. Для этого рассмотрим 
„ Г / 1 2 з \ ] з / 1 2 з \ r v 

оператор В[<р [Аи А2, В)\ = В?[Аи А2, В). Здесь все операто­
ры стоят «на своих местах». Поэтому 

Lo — («u a2). 
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вычислим правое представление операторов (1.8). Имеем 

[<Р [AU A,, ElJAr-cp (А,, А2> 1) Д . 
1оэтому (?i;'-xi< Аналогично G,=,"2, Вычислим G0. Имеем 

Г / 1 2 Я \ 1 / 3 .1 В \ 2 

[<р1А1,.А2,.5Л..51«<р(А1, . А 2 . - М — 
1 -1 Я 2 2 3 1 , - т 1 4 5 

• <?(ЛЬ Л,, B)Br\-Bl(Al-Al)$L(Au Л2, В). 

Тоскольку Вх (А{ — Л,) — /., ТО 
•'I 4 - 2 1 2 3 Я л _ 1 2 .') 

?(Л„ Л,, .S)fi l-«pH„ A, E ) ^ - ^ ^ , Л2, 5). 

1роделав аналогичные вычисления для оператора В2, получим 
г ( ; <> • $ \ 
Q ^ ^ - t ^ , * , - t — r ) . 

Аналогично, для произвольного набора Л1, А2, . . , , Л„,-5 обра-
lyiomux пильпотентной алгебры Ли, в силу условия 
1.5), существует левое и правое упорядоченное представле-
шс. Обозн'.чим через Т оператор 

Тт.-, 2 BJ'A'№»... А{\ 

ЪЛОЖИМ 

Х(Г) = 2 (а)/.^...£{\ 
\]\<м 

у(г)^ 2 о / ' . . . oJ«<tf. 
\j\<M 

П р е д л о ж е н и е 1.1. Для любого символа <р (x, а)6 
":Су: (RnXR'") справедливы равенства 

[Г] [?(Л„ ..., Ап,%) < ••(ЧП?) А . . ..,А„%> 
[?(А, А^Ъ))[Т\^(У (Г)?)(Аи ..., Ап,%. (1.9) 

Д о ic а з п т е л ь с т в о. Очевидно, достаточно рассмотреть 
эператор Г =Л/.Лу. Имеем из (1.6) 

[АкА,\ {? (Л„ . . . , Л„, В)] - Ak [(L/f) (Л„ . . . , Д„ -5)] -

„(Ц ?)(Л,. . . ,А„, Я). 
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Из (1.9) следует 

[Т (Л, . . . , Л„, "$)] [AbAj] -= ЦОк<р)\Аи • •., Ап,'%] Aj = 

= (GjGk<?)(A1,...,An,"B\ 
В [7] доказано, что равенства, аналогичные (1.9), спра­

ведливы и в общем случае. Именно, для любых символов 
/(.x, a)eS00(-$nX.Rm) и G (x, a)eG1 (Rn X Rm) из равенства 

/ (I,, . . . , Z„,'% О (x, a) = ф (JC, o) (1.10> 
следует равенство 

1 It Л+1 1 11 B+ l 1 11 B + l 

[ / ( A , . . . , A „ , / 3 ) ] [ G ( A , ...,ДМ .б)] = ф(А11...,Л„ Я),(1.10'> 
а из равенства 

/ ("Si, ..., Qn, O0)'G (*, a) = Y {x, a) (1.11> 
следует равенство 

1 л «+1 1 в л+1 
[0(.А,...,ЛЯ1 В ) ] | / ( Л и . . . , Л я , 5)],-= 

1 я л+1 
= <|.' (Ль . . . .ЛД 1 .в). (1.12) 

1 л л+1 
Определение 1.9. Оператор /(Л-, . . . , Л„, E) назовем 

квазиобратимым, если существуют такие последовательности 
1 в л+1 1 л л+1 

операторов {xft(At, . . . , Л„, В)} и Ц,(Лъ . . . , Л,,, E)}, что 
произведения [/] [ч] и [я).] [/] представимы в виде 

1/]Ы--Н (̂4 ...X-"'), 
, 1 л л+1 ( - ' - ' - > 

МШ-1+^Иь.. . .Л, 5), 
.'де символы /?,. (л:, а) и /?/г (x, а) удовлетворяют оценкам 

Я,.==О<к(И-'0, /? ;=0-( |д :Г*) . (1.14) 
Последовательность {-/.к} назовем правой {{%} — левой) квази-

1 п «+1 
обратной последовательностью для оператора /(Л-, . . . , Л,,, 5 ). 

Пример 1.3. Пусть функция f (хх, х2, аи а.,,) степенным 
образом зависит от переменных хи хп и равномерно ограничена 

д д 2 -\ 
с производными по (a, a-)6R2, т . е . / ( — *•-----, — (------_, г/ь у,П 
есть дифференциальный оператор. Построение квазиобратнога 
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оператора сводит в этом случае задачу о решении дифферен­
циального уравнения 

д д 2 2 \ 
•̂  ( ~ - ^ Г • - - ЙЙГ • V" Щ иС-Уг- ih)-»f fa, .#.) (1 . is) 

к решению некоторого интегрального уравнения. 

Пусть •/./, | —i. - j ~ , — t-—-, //i, /д.)-правая квазиобратиая после­
довательность для оператора / . Будем искать решение зада­
чи (1.15) в виде 

«0/1, //:!)-= Ы?/Л.'/1, Us), (1.16) 
где ^/.--неизвестная функция. Подставляя функцию и(уиу.2), 
.определенную равенством (1.1(3), в уравнение (1.15), получим 

, •! 2 2 \ -• 

'[/] М<РА! •• 1 + j?* ( - ' ^ 7 ' —£эЬт- -71' •-/-jJ^C'/i' y-.HFG/i, &)• 
Из оценок (1.14*) и представления псевдодифферепциалыюго 
оператора с помощью преобразования Фурье следует, что JRk 
есть интегральный оператор с гладким быстро убывающим 
ядром. Таким образом, для определения функции ер,. (yu у<2) мы 
получим уранпение Фредгольма второго рода 

Ъ + Rii'tk- :=F-
Предположим, что оно разрешимо (т. е. правая часть F удов­
летворяет конечному числу условий ортогональности). Тогда 

Cp f c , i_(--ly ,[^nF-\И«"0 / 

Заметим, что первое слагаемое этого ряда равно E, а второе 
[/-.?.,] F. Но, в силу (1.14), функция [/?-,] F при достаточно 
больших k является гладкой. Поэтому слагаемое [ч]Р содер­
жит негладкую часть решения задачи (1.15). Введем теперь 
понятие .i-разрешимого оператора. 

1 /I Н-1-1 
О п р е д е л е н и е 1.10. Оператор f (А,, ..., Ап, В) назы­

вается Д-разрсшимым, если существуют такие последователь­
ности операторов {ч,.} и Ц,}, что 

ft] [/]«/*'+/?;, 
где символы операторов F и Ff принадлежит S00, равны еди­
нице п области Д, а символы операторов Rk, R'l( удовлетво­
ряют соотношениям 



Квазиобратные последовательности, очевидно, определены 
неоднозначно. Если, например, к операторам квазиобратной 
последовательности {%k} ({v.'k}) прибавить оператор с символом, 
финитным по х, то новая последовательность операторов 
также будет удовлетворять соотношениям (1.13). Поэтому 
ниже мы будем предполагать, что символ квазиобратиого 
элемента обращается в нуль в компактной окрестности точки 
х-=0 и понимать под символом ,, -, где/ (х, а) обращается 
в нуль лишь при х, принадлежащих некоторой окрестности 
нуля U, функцию .-> (x)//(я, а), где cp(x) имеет носитель, лежа­
щий вне е-окрестности множества U и у(х) = \ вне 2е-окрест-
ности множества U. 

Замечание i.l. В некоторых случаях последовательно­
сти О-/.} и {\} мы будем называть квазиобратными, если 
символы операторов R,k и #'1г в равенствах (1.16) удовлетво­
ряют условиям 

^—о^ди-'О, R'h=om{\xf\-% 
где x ' = [xh, .. -,xjm), (ji, ...,jm)a (1, . . . , n). Иными словами, 
символы Rk и Rk быстро убывают лишь по некоторым компо­
нентам аргумента х и равномерно ограничены по остальным 
(см. § 3). В [7] приведены достаточные условия квазиобрати-

1 л л+1 -
мости оператора / (Аи ..., Ап, В ). 

Справедлива лемма (Доказательство ее приведено в [7]). 
Лемма 1.1. Пусть /„ (х, а) — старшая часть асимптотиче­

ски р-квазиоднородного степени г по х символа F(x, а). Пусть 
р-квазиоднородная степени s по х функция О (х, а.) обращается 
в нуль в окрестности нулей функции / 0 (х, а) на многообразии 

Тогда существует последовательность •o/-e.S00(R"XR",)> удов­
летворяющая соотношению 

1 " ."+1 1 л л+1 
[/(Аг,...,Ап, В)]1о„(Аъ...,Ап, В)] = 

_ , J « Л+1 1 „ я + 1 

— 0 ( Л , . . . , Л л , B) + RN(Au...,An, В), 
где ^б5"(R"XR»>), R„ = 0 {\х\-"). Символ оператора 

1 п л+1 
v
N(Au • . . . Лп, В ) представим в виде 

. *»1*'а)=тШ+ 2 A*™-?mK А, а), 
/л=1 
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-PA Л : - ( Д ( ^ ) 'J > Щ~ХНА. \ \gm(m,A,a)\<Cm. 
Из леммы, и частности, следует, что, не уменьшая общности 
вместо единицы и правой части равенства (1.13) можно рас­
сматривать функцию, носитель которой лежит в окрестности 
нулей функции старшей части символа. 

В общем^ случае способ построения символа элемента (пра­
вой) квазнооратпой последовательности следует из равенств 
(1.10) —(1.11), из которых следует, что задача сводится к 
определению функции xiV(x,a) такой, что 

1 л и-М 
/ (L„ . . . . Ln, a ) y.N (x, a) = 1 + / ^ (x, a), 

где R„(x,a) 0,£(\хГ"). 

Пусть символ / . (л-,а) принадлежит S™(%"xR'") и обращает­
ся в нуль при а(;Л. Обозначим f.,(x, a) ==-/(*, о)+ /, (х, a). 
Предположим, что построена последовательность функций 
•Mx, a)(«C .̂ (RnXRm), удовлетворяющих соотношениям 

/.. VLi. • • • Л . a J флг (л, a) : 1 -|- ^д, (х, a), 
где /-Мл, «)• Ofl.vhf) п р н Л > 0 O i Т о г д а последователь-
ность операторон фд, \Аи.. .,А„, В ) является Д-разрешающей 
для оператора /(/11.. .,A„,'/)'). В самом деле, 

/' • и и I 1 \ / 1 ' и «• 1.1 \ 

/и. ДнВ J^Ub-{cdot}.,AnB )•,,-= 
MA, V/JW(A,....A..-'). 

где Гдг (л, а): 1 - - / , ( ; ' „ . . . ,£.,/«'') ф„ (x, a), /?„ (х, а ) в 1 при 
аЬА- .это замечание используется при построении символов 
Д-разрешающих операторов. 

Пусть символ /(л-, а)— асимптотически р-квазиод породен 
по л- степени г. Рассмотрим задачу Коши 

[~ М--»Д -I-/ (/!„. . . . С ? ) ] <[,„ (а, _ I *-, i , x) =-

- ^ . v U , — ijj^x, Л (1.17) 

t/v(a,Yj,x,0)-p(^) + O(A-^), 
где Ви(а,ц,х,*)^0{Аг") при |x|{to}oo, p(7])eC0

M(R"), p(~]) = l 
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;при |'.i|<Y]0. Пусть решение задачи (1.17) удовлетворяет yc 
.ловиям: 

1) Существует такое Г>0 , что при т£[0, Г], 

^(a,^>x,-)eGS(RmXR"XR"), (1.18) 

2) Ыа ,7 . , * ,Т ) -0 (Л-" ) . 
В [7] доказана 
Теорема 1.1. Пусть существует решение задачи (1.17), 

удовлетворяющее условиям (1.18). Тогда символ iV-ro члена 
квазиобратной последовательности определяется равенством 

г 
y.N (х, а)-= i\§'N(а, x, -) d~, 

о 
где 

VN («. х, ") = ——^Флг («. Л Е. )̂ • в-"(»--б)А--+- (Ej d/?d-. = 

2 def , - . J i 
(флг («» —«ST.*, т) Л---+1) 1 (ус), 

1 (x) —функция аргумента x, тождественно равная единице. 
Рассмотрим важный частный случай: представления Lx,...,£„ 

•операторов A,, . . . ,A„ не зависят от — i—. В этом случае 
функция -j^ (a, x, т) может быть построена как решение задачи 
(1.17), удовлетворяющее начальному данному ср̂ . (а, х, -)-== 1 
и правой части B'N(a, x, т)--=0(Л-^). В самом деле, пусть 

' 2 

ФАМ-Ч — £—, л:1, tj —решение задачи (1.17). 
•Нетрудно видеть, что функция 

Q 1 1 

^ (а, x, ^-[Л^-1^ («, - * gp Л, <) A~'+* ] 1 (x) 

удовлетворяет уравнению 
•Эф'., 1 П П+1 

-= A-~-.5^(a, - i g j , i t) A--+-] 1 (Л) 

и начальному данному 

<М«, *, 0)=-[A""-p (-jA)]A--+iW + 0 ( A - ^ . 
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Обозначим 

BN(а, х, х)=[АПВы(а, - j g | , х, ,) л-"-] 1 (х), 

.5^ (а. x> -i~, X, x^A^(x)BN\a, -i£-, i, ^АГ'1(х). 
Докажем оценку BN(a, x, x)-=0(A~^) при |x|~> {infty}. Из конструк­
ции оператора tyN fa, ~-i £—, х, -) (см. § 6) следует, что символ 
E^(a, //, -q, х, г) принадлежит C°(Rm X R11 XRnX [О, Т]) и удов­
летворяет оценке 

0 l T l f)1V' В / N -.V+lvl-r + l 
< cVl v, ж(1 + h | ) - « ( l + Л (x)) A-"! (y), 

где M > О — любое число, cYlV, ж-константы. 
Имеем 

• 3 1 

"^(«»•*-• - ' ^'"*'' t)] l^ !"5 / 7-----3^(a ' - ('ат>г2' - - gr - - ) 8 ( г ) . 
где 5 (г)-™8-функция Дирака, 8(г)еЯ /„ \(Rn). В силу 

приведенной оценки для символа и хорошо известных 
свойств псендодиффереициальных операторов функция 

BN [a, —i Q- ,г, —•/ ^ , -] S (г) принадлежит пространству 
H_.NA п...л (j?") равномерно по а, -с, откуда и следует нуж­
ная оценка. Из условий (1.18) и конструкции оператора 

. О 1 
Фл- (а, — / - к , x, --J следует, что символ ^ ( а , -/, л, Т) удовлет­
воряет той же оценке, что и Вм(&, i\, х, -). Справедливо ра­
венство 

ф;(а,.«,0)-1+0(Л-^(л;)). 
Для доказательства этого равенства выпишем выражение 
для 'Ум (a> {cdot}x> 0) через преобразование Фурье 

TV (a, x, 0) . 1 + \ Л--' (x) [1 - р (б)] Л-'+- (у) е ' ^ - ^ у Я . 
Интегрируя в последнем интеграле по частям вначале по у, 
затем по 5 и применяя неравенство Питре, получим требуемую 
оценку. Суммируя сказанное, получаем, что справедливо сле­
дующее следствие из теоремы 1.1. 

5—7988 65 



Следствие . Пусть выполнены условия теоремы 1.1. и-
пусть представления Li, ...,L„ операторов Аи ...,Ап не зави­
сят от оператора - К - , Тогда символ N-ro члена квазиоб­
ратной последовательности определяется равенством 

т 
«•У (.«I а) = IА"Г+1 J Ф.у (а> Л> г) -*-> 

где функция (|>̂ ,(а, JC, т) есть решение задачи Коши 

— 1А^-^-(а, х, т)+ [/(L1i . ..,Ln, a )] 4?'„(я, x, -) = 5 ^ ( a , .*,т)> 

^ (а, x, 0)== 1 + О (A~N), BN (а, х, -) = О (Л""), 
удовлетворяющее условиям: 

1) существует такое Г>0 , что при -б[0, Т] 
<Ь„(а,х,ч)вС%(Я>пхЯп), 

2)^(«,х,Т) = 0(А-"). 
Условия теоремы \Л выполнены, если выполнены условия. 

поглощения, к формулировке которых мы переходим. 
§ 2. УСЛОВИЯ ПОГЛОЩЕНИЯ 

1 п л+1 
Рассмотрим оператор f(Lx,...,Ln, а). Положим Xi — ylt. 

По построению символы lt (у, -у,) удовлетворяют условию 
Li(y>ri) = yt ПРИ ^ = 0; Uj = 0, ]>п. Поэтому функция 
f{L(y,0),a) при г/у==0, / > я , является асимптотически р-ква-
зиоднородной по yk, 1<А</г. 

Потребуем чтобы функция /(L1 (г/, т.), . . . , L,, (г/, -yj), а) также-
была асимптотически р'-квазиоднородной по у с некоторым1 

набором весов р'. Очевидно, в случае, когда символы Li (у, rt), 
i = l , . . . , n , являются асимптотически р квазиоднородными 
функциями по у степени г.' (например, функции от дифферен­
циальных операторов), последнее условие следует из асимп­
тотической ^ квазиоднородности по .г символа f (х, а). 

Пусть р^+.. = 1 при некоторых 0<£<те. 
О п р е д е л е н и е 2.1. Старшая часть функции / (L1 (у, т,),. . . , 

Ln(y,7\),o) называется функцией Гамильтона, отвечающей 
1 п л+1 

гамильтониану /(L-, ...,£„, а). Обозначим ее % (у, -~, а). 
Пример 2.1. Пусть функция f(xu x2, а ь а2) из примера 

1.1 имеет вид /=x2-\-ix\a{a.x, a2). 
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Используя вычисления, проделанные в примере 1.2, получим 
/ (L„ I,, а) -- U, — 1 А ) - ia («1, а2) (xt - i 5 y I (2.1) 

Таким образом, 
/(Li(y> '1). Ш> 'l). а) — («/2-.У4)~^(а1, а.-)(г/1 + г/з)2. 

Теперь мы должны указать набор параметров р. Выбор этого 
набора неоднозначен и разные наборы приводят к разным 
функциям Гамильтона. Например, при р1----р2-= р3==-р4—1 по­
лучим «(*/, г), a)- — ia(a.u a,,)(yu t/,)2, a при р2--=р4=-=2, р1--=р3----1 
получим 

•к (у, т), а)----(г/а-I-У4> — *«(«I. a-OG/i+ya)2- (2.2) 
Из дальнейших примеров будет видно, к чему надо стре­
миться при выборе параметров р,. В частности, в данном 
примере правильным является выбор параметров, при кото­
ром функция Гимильтона имеет вид (2.2). 

Вернемся к общей ситуации. Введем переобозначение перемен­
ных. Обозначим через /1 максимальное подмножество множе­
ства {1, .. .,/1) такое, что р) .••--• 1 при /ejn а через /2 максималь­
ное подмножество множества {1, . . . , /;г} такое, что р' -== 1 
при jfrln. Заметим, что по предположению, множество /2 не 
пусто. Так как ниже все время рассматривается только функ­
ция /(M-tVI). • • • i £..(</. 'Ч). а)> опустим значок ' у весового 
набора р. 

Положим 
K i «6(1, ...,ii}\Iu 

\Рпп* -е-*-, (2.3) 
^ [О, iGtl, ...,m)\I2, 

в/-::-7лп1 7=J-. . . . . /и. 
clot _ 

Введем функции Ж(р, q, ю).—TtQ/, ~], а); Н = \\е.Ж\ # = 1m,% 
(переход от переменных (у, vj, к) к. переменным (p, у, <о) осу­
ществляется в соответствии с равенствами (2.3)). 

Аналогично определим функцию Ж0(р, q, ш) как суще-
ствениую часть функции f(Lx{y, т ,) , . . . , L„(y, -q), a). Всюду 
ниже будем предполагать, что выполнено условие 

1тЗД?.<М»)<0. 
В случае, если гамильтониан / (L (у, vj), а) не зависит от TJ, 
мы будем использовать другое переобразование переменных, 
оставляя все остальные определения без изменения. Именно, 
положим 

#/--=-u>i; i-=1, . . . , п, 



I Pi' г'6-Г2, (2 30 
-'"'-"""[о, ;e{l, ..,,m}\i„ 

a-j = qf, . / = 1 . •••> >n, 
Определение 2.2. Функция Ж(р,д,ш) называется функ-

г / 1 я п+1\ 
цией Гамильтона оператора f\Au ..., Ап, В ) . 

Обозначим через Й1е (е>0 —некоторое заданное число) множе­
ство точек в пространстве (p, q, со), удовлетворяющих условиям 

в п 

2 К)'" '---- . 2 < z K £ . -"=0 . (^.•••.y«+m)6Rm- (2-4> 
2=1 *= i 

Через Se обозначим множество точек («>, д, р), удовлетворяю­
щих условию 

\Ж{р,Я, Ш)|<- при (ю. у,/>)е^е. (2-5) 
Замечание 2Л. В случае гамильтониана, не зависящего 

от щ, множество Й1е зададим равенствами 
и 

2(ш,)2/р< = 1, ^ = 0, ?GR"'. 

Определение 2.3. Решения системы Гамильтона 
dqi dH / % | п 

(2.6) 
'У 

(p°, ?°, «-№> /ел или j—neh 
1 и ЛН-1 

назовем бихарактеристиками оператора /(A1, . •., Ап, В), 
Замечание 2.2. В случае гамильтониана, не зависящего 

ют ~j, индекс j в уравнениях (2.6) пробегает множество /2. 
Нетрудно проверить, что бихарактеристики оператора, по­

строенные с помощью переобозначения переменных (2.3) и 
(2.3'), совпадают в случае, когда гамильтониан оператора не 
зависит от 7 ] = - i - - . 

В самом деле, в этом случае функция Н(р,д,ю) зависит 
от координат qb...,qn. Поэтому из (2.6) следует p i = . . . 
• • • ==/?п = 0- Смысл переобозначения (2.3) ясен из § 4 гл. VII [7], 
а также из § 6 этой работы. Из (2.3) и (2.6) следует, что, 
во-первых, на поведение бихарактеристик оператора 
f(Au ..., Ап) оказывают влияние лишь те переменные, которым 
в весовом наборе соответствуют единицы, а остальные пере­
менные играют „ роль параметров. Кроме того, переменные, 
соответствующие .х (если гамильтониан зависит от -j), и 
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— i—- играют роль «импульсов», а переменные — iS. и а — 
роль «координат». 
' Пример 2.2. Вычислим функцию Ж(p, q, ш) для функции 

Гамильтона из примера 2.1 с весовым набором р1---=1, р,— 2, 
p,,-r,A, p.r---2. В силу равенств (2.3), 

1Л "'1 - |-/ ; i- lh «>... .{/« — pa, {/4 = 0, -<i = ft, «2 = ?4. 
Поэтому 

^ ^~-^(^,-74)(»>1 + Л + А)2-
Множество % п этом случае задается условиями 

||..»а| • |-«..= - 1 | 0, p, -p ; i = 0, (ft, ft)6R2, 
h - i a ( f t , ?..)">?!<-. (2 ,7) 

Поэтому при достаточно малом е>0 и множество 2-, опре­
деляемое соотношениями (2.7), пусто. Если множество QE пусто 
при е<е0, г/и. -о — достаточно малое число, то определение 
бихарактеристик оператора теряет смысл (см. определение 
2.2), однако п этом случае кназиобратимость соответствую­
щего оператора следует из леммы 1.1. Поэтому, ие ограни­
чивая общности, можно предполагать, что множество Qe не­
пусто. Сформулируем условия поглощения. 

О п р е д е л е н и е 2.4. Будем говорить, что функция Гамиль­
тона оператора / удовлетворяет условиям поглощения, если 
существуют такие константы Т > 0 и е>0 и такое число 
•с', ( ) < - ' < 7\ что 

1) при 0- '-•'" 7' и (.у0, /Д ||.)Г.-".в существует гладкое реше­
ние .у (<-/", /Л -•>), p (<у°, p", ю) задачи 2.6); 

2) при ()••.•'-.<:? и (д(\ p°,<o)6Qe функция H(p(<7°,p°,-~), 
•у (</",/>", in); "О неположительна, а при t.-.-/ это выражение 
строго меньше нуля. 

Соответствующий приведенным условиям поглощения 
вариант теоремы о квазиобратной последовательности, дока­
занной в [7], имеет следующий вид. 

T с о р о м а 2Л. Пусть операторы Аи ..., А„, .8 —образую­
щие иилыютептиой алгебры Ли и пусть символ f(x,a) опера-

1 И Л I I 

тора /(.А,, . . . , Л,„ л9) асимптотически р-квазиодиороден по 
1 л и-1-1 

x. Тогда оператор / (Л, , ...,A,„ 5) квазиобратим, если ег 
функция Гамильтона удовлетворяет условиям поглощения. 

Приведем усиленный вариант условий поглощения (соответ­
ствующий задаче Коши для уравнений с частными производ­
ными, как мы увидим ниже), ПОЗВОЛЯЮЩИЙ выписать символ 
оператора квазиобратиой последовательности в виде 
канонического оператора. 
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О п р е д е л е н и е 2.5. Функция Гамильтона оператора 
1 п п+\ 

/ ( A i , . ..,А„,В) удовлетворяет глобальным условиям погло­
щения, если выполнены пункты 1) и 2) определения 2.4 при 
(д°,р°,<»№и (см. (2.4)). 

Т е о р е м а 2.2. Пусть операторы Аи . . . , Л „ , В — образую­
щие нильпотентной алгебры Ли и пусть символ f{x,a) 

1 П Л + 1 

оператора f(Au .. .,Аа,В) асимптотически р-квазиоднороден 
1 п п+Х 

степени г по х. Если гамильтониан оператора f(Au ..., Ап, В) 
таков, что выполнены условия поглощения в смысле опреде-

1 и л+1 
ления 2.4, то символ оператора v.N (Аи ..., Ап, В) правой 
квазиобратной последовательности имеет вид 

т 

*/v {X, «) — i \ XVN (X, а, т.) dx, 
о 

где 

¥„ (x, а, х) = Г(/С<")ср„) [ i . - i t , a, Л г Н l (x). 

Здесь Кf^-1—канонический оператор с параметром Л-1 на 
ростке (Mm+"+1, rOT+n+1), полученном из ростка 

с помощью комплексного канонического преобразования, 
отвечающего функции &C0(p,q,u>) см. [7] гл. VIII, а также § 3 

гл. I), срд. (x,.7], а, т)—-гладкая функция на ростке (M-+n+1, rmH'"+1) 
(см. переобозначение переменных (2.3)), 1 (x) —- функция аргу­
мента х, тождественно равная единице. 

Доказательство теоремы 2.2 содержится в доказательстве 
теоремы 2.1, приведенном в [7]. 

В теореме 2.1 говорится о символе оператора правой 
квазиобратной последовательности. Построение левой квази­
обратной последовательности проводится с той же функцией 
Гамильтона, что используется для построения правой 
квазиобратной последовательности. 

Действительно, произведение операторов 
п+1 2 1 1 п п+1 

[x;(A, . . .-A„E)n/(Ab . . . ,A l ,E)] 
И+1 2 п 

равно оператору rN(Au . ..,Ап, В), символ которого 
ляется равенством 

опреде-

п+г* 2* , 
rN (X,a)=f (Li, . . . , £ „ , а) ЧДГ (x, а). 
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.Здесь Li, .. .,Lrt —операторы, удовлетворяющие условию: для 
п-М 2 1 

любого оператора ср ( А и ..., Аг, В) с символом fgC^ (Rn X Rm) 
справедливо равенство 

Ai[<?(Au...fAuB)]^(l*i<?)(Au...,AuB). 
Таким образом, Lt есть дифференциальные операторы (ср. § 1), 

-* т (\ . д1 . д 
Lt ---••" Li I Л:, —— I --•—. — I —~— ' \ дх ' да. 

^Очевидно, справедливо равенство 
£?(.*. '1, pHL. (x , —У], — р), 

m которого и следует сделанное выше утверждение. 
З а м е ч а н и е 2.3. Для построения левой и правой А-раз-

решающих последовательностей требуется, чтобы условия 
поглощения выполнялись в смысле определений 2.4 и 2.5 при 
•(.7°, /А <•>) б----П &Е и при (q°, p°, ш) QQU n А8 соответственно, 
д<Е)—-Е-окрестмость Д. 

§ 3. НЕКОТОРЫЕ СЛЕДСТВИЯ 

В этом параграфе с помощью теорем о квазиобращении 
строятся кпазиобратпые последовательности для операторов, 
•отвечающих простейшим уравнениям в частных производных и 
па этих примерах изучаются некоторые свойства квазиобрат­
ных последовательностей. 

R Рассмотрим уравнение 
• да i . да , / 0 ,-. 

~1Ш+1Ш^- (3.1) 
Полагая —-i^ * Аи — i ^.. . - А>, 2.-.-.-..31, х«=Вь получим опе­
раторное уравнение 

(Aj-Ad*--*--. 
Попытаемся построить квазиобратиую последовательность для 

1 Ч <1а[ 
оператора/(Л, i?)^ Л1 — Л2, используя приведенные выше 
результаты. 

Представления операторов Л1 и Л2 мы уже вычисляли: 

-Поэтому гамильтониан оператора Л1 —Л2 имеет вид: 
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/ (А (у, -ф, L2 (y, i))=(yi+Уз)- (y2+ид-
Положим Pi = p2 — Рз = р4= 1- Тогда 

-(£/> ", а)-=«(#)-=/(.--(#)). 
Условия поглощения в этом случае заведомо не выполняются,. 
так как lmit (г/)-=0. Впрочем, ясно, что оператор Ах — Д, не 
имеет квазиобратного. Однако оказывается справедливо сле­
дующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Оператор A.1 — An Д-разрешим. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства этого утверж­

дения нам нужно построить (по модулю сколь угодно гладких 
по х и t функций) решение уравнения 

где оператор е является оператором умножения на функцию 
е(х, z.)6C°° такую, что е(х, t) = \ при (х, ^)6AcR3 (вид области 
А мы уточним ниже). 

Для построения Д-разрешающего оператора рассмотрим 
функцию Гамильтона (ср. стр. 61) 

1 2 3 
/(L-, L-, а) = / ( / . . , L2) — itp(tti, а2) W(xb x2), (3.3) 

где ср(аг, a2)GC°°(R2), ^(а^а-) обращается в нуль в области 
Д и строго больше нуля вне Д. Функция х¥ (хи х%) — положи­
тельно однородная первого порядка функция, строго положи­
тельная на единичной сфере. Для построения символа Д-раз­
решающего оператора рассмотрим задачу Коши ('ср. (Г 17)) 

д 1 1 2 -, 
-* <f-J + / i (Lu А. «)J lir-v (x, а, -с) = 0, 

ФЛГ(а,0)-в(а„оа). (3.4) 
Решение задачи (3.4) будем искать в виде 

WN (х, а, -) = eiAS <*•а- ^ (|i (х, а, ~) (3.5) 
в данном случае А—\х\). 

Подставляя функцию x¥N(x,a,v), определенную равенством 
(3.5), в уравнение (3.4) и приравнивая к нулю коэффициенты 
при степенях Л, получим уравнений: 

§ + (ш1 + ^ ) - ( ш 2 + ^ ) - ^ К -Ч>4>1, <»2) = 0, 

где 0)1 = - ^ . 0 ) - = - ^ . 
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Для того чтобы функция 1Глг(.*-1 <*> "•) удовлетворяла началь­
ным условиям задачи (3.4), достаточно положить 

S|.----o=-l, З 7 

Первое из уравнений (3.6) есть уравнение Гамильтона —Якоби 
с диссипацией, отвечающее функции Гамильтона 

Ж{р, q, «0----=K + A) — (u»2 + Pa)---(P('7i. -/aW-i. <-г)-
Обозначим 

Н = Re Ж =-= (01 + рх — сод — /;.., 
Я - lm #._?=--• —ср (<7i- b) ^ К ">..)• 

Сравним полученную функцию с функцией, Гамильтона №j. 
оператора / , определенной в предыдущем параграфе. Так как 
в данном случае старшая часть гамильтониана 

те (у, а) •.« (у, + у.л) - ((/,, + уА) - /,ff (а1, о.-) W (yu t/2) 

не зависит от т), то воспользовавшись формулами (2.3'), получим 
№/(р, q, <n);~0°i + A) — O-a + Ai) —-Ч»(?1» <7>.) > i r K ">..)• 

Из результатов гл. I следует, что дли решения этого урав­
нении нужно решить систему Гамильтона 

I-*-,--. ^ Г " ' (3.8). 
CJ'2 - П р» -

и систему уравнений ростка 
(г - •= + % + Ж 1 й г + ^„„вд, г -= (г„ г2), 
[•те):...•._ /?/,- — ttCqpW — MtqqZ, 1i)^(Wu Щ). 

Далее все интегралы понимаются как интегралы по> 
траекториям, например, 

1 X 

\Нс1х'^Н(р№, р°, т'.), <7(9о, р\ z'))dx'. 
о 6 

Обозначим 
х 

D^-\Hdx\ р,--<.г,ВС--г>, 
'о 

где 
- • 1 / - J"—-"' « 1 7 " ^ и • 
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£ = 4 1 < Р, H P ) + < я, Hq > -i ( HP,W > - J < я - , г > +'• 

Тогда (см. гл. 1). 

S(a,a),T)—L(^,u),-) + 5.CdT' + 

+ C(q°,x)D3/2(q°,x))q<>=q°(a,x), (3.9) 
Проделав указанные вычисления, получим 

х 
S(u), а, т)== —(coj — co2) -с-[- txF (u>1, <j>2) \ cp (0.1 - - ". + !-, a2 + --— -i)d-i. 

о 
Второе из уравнений (3.6) есть уравнение переноса. Воспользо­
вавшись формулами § 6 гл.I, найдем его решение (в данном 
•случае точное) в виде: 

ф (со, а, т) = е(а1 —т, а2 + ~). 

Таким образом, решение задачи (3.4) имеет вид: 
X 

-l(xi-xt)x~mxi, x,y[ 4P(a--t+g, a.,+t-5)d6 
4r

N(x, a, x) = e ° • e (aj - x, a2 + T) 
Для того, чтобы воспользоваться теоремой 1.1, мы должны 
показать, что при некотором Т>0 справедливо неравенство 

г 
. T(m1,u>2)J<p(ai —.Г + Е, о 2 + Г - ? ) Л > 8 > 0 , (3.10) 

где 8 = const. 
Рассмотрим диссипацию 

D(p(q<>(a,x),x),q(q°(a,x),x),u) = 
х 

—= ^(f-i- °-2)j <p(-<i—••+•;. °.- + ~---£)-#• 
о 

Переходя к переменным (.7°, т.), получим 
X 

D(p(q°, *),q(q», "), ») — Ч'К«>2)$ ?(??+-/, ?« — -') Л ' . 
о 

Очевидно неравенство (3.10) будет выполнено, если линия, 
задаваемая уравнениями q.i = q°1 + x'', q2=q°—^., при любых 
(#i>-Зг)*--- пересечет границу области Л при ~ ' < 7 \ где 
Т = const > 0 (линия, задаваемая уравнениями 
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е сть уравнение траектории системы (3.8), выходящей из точки 
c координатами (q°v q°)). Поэтому в качестве области Д можно 
взять любую область в R2(qu q0), не содержащую прямых, 
параллельных прямым (<?i = .72) или (Qi= — <72). Например, 
в качестве А возьмем полосу, задаваемую в R2(qx,q2) урав­
нением 

A-{(?i.«72)|0<ft<Q}. (ЗЛ1) 
В этом случае можно взять Т — Q-j-l. В силу замечания 3.1, 
отсюда следует, что выполнены условия поглощения для 
гамильтониана 

1 2 / <") \ / - \ 
/ 1 ( L 1 , L 2 , a ) — [x l — t — - j — [ x 2 — t 5 - - - j - - - » > ( « ! , <Х2) Т (x l 7 x 2 ) . 

Решение уравнения Гамильтона —Якоби с диссипацией 
S(u>,a,%) удовлетворяет неравенству диссипативности (см. 
гл. 1) 

ImS (ш, а, т) > fD (со, а, -) , 

где -[ = const, D — диссипация. (В рассматриваемом случае это 
неравенство очевидно выполняется при 7—-). Поэтому из 
условия D(w, а, Г)>8 следует неравенство 

ImS(o), а, Г)>8, 
или 

| ¥ ( х , а , Г ) | < е - а д . 
Поэтому теорема 1.1 применима и символ Д-разрешающего 
оператора для оператора Ах — А2 есть 

-с 
jC -HXi-x2)x~V(xt-xt) j Ф(ан-г+|, 'a,+x-l)dZ 

к(Х, a ) = i \ е . ° • • , X 
6 

Хс(<~1 — "•> a2+t)d-x. (3.12) 
В данном случае проверить утверждение теоремы можно 
непосредственными вычислениями. Предложение доказано. 

О п р е д е л е н и е 3.1. Слагаемое, добавляемое к гамильто­
ниану оператора для того, чтобы были выполнены условия 
поглощения, будем называть поглощающим. 

Пусть f(y, i) —некоторая непрерывная функция t со значе­
ниями в пространстве HS{R\), удовлетворяющая условию 

-оператор, f(y, t) = 0 при t < 0 . Пусть 
соответствующий символу -/(x, a) (3.12). 

П р е д л о ж е н и е 3.2. Можно выбрать поглощающее 
слагаемое так, что функция (*/)(#, t) c точностью функций из 
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/ / « (R-J) будет совпадать в полосе 0<г.<: Т с решением задачи 

[а|-._о-=О. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в . равенстве (3.3) 
х$(хи х2) = \х2\, ?(a1» а2) = v(ai). v(ai)6G°°. v(a-)=--0 при 0 < а 1 < Г , 
v (ai) > 0 при <--i6[0. Т]. Таким образом, в качестве множества 
А мы выбрали полосу 0 < t < r . Равенство (3.12) примет вид 

Чд 
def (• 

(Л:, a) = i ^ 
I -(Xi-x,)t-\x%\ I v(at-x+Z) d\ 

е1(а1—-) dx, 

где e1(aj)gCo° — функция, равная единице в полосе 0<<х1<Г 
и нулю вне полосы — 1/2<а1<Г + 1/2. Отсюда 

M / = t 
/ 1 2 \ 1 р 2 

-г Ui -^ . J t -H . , ! j v(<-*-H)d5 2 
в b 6 i ( t i — = ) / 

1 l p 
M,T-|A,|J v(.'-X+-)d5 2 

e о е г^—c)fi-M '7(y, i) 

dT-

d t . 

„-•M,t Но e-'Aiy(y,t)=f(y,t-x). Поэтому 
Г 

M/l 
(•;-*)<« 

--.,(—-)/(0> —т) дГ-с = 0, 

так как /(£/, t )=0 при t < 0 по условию. Предложение дока­
зано. 

2°. Рассмотрим теперь уравнение, символ которого является 
существенно квазиоднородной функцией 

. да дга , ... ^3.13) 

где g (у, ̂  — некоторая функция, принадлежащая пространст­
ву Hs (Ry, t). Построим функцию, при подстановке которой в 
уравнение (3.13) получается правая часть, совпадающая 
в некоторой области А с функцией g(y, t) с точностью до 
функций, принадлежащих пространству //„(Ry, t). Обозначая, 
как и раньше, A- = — i-----, Л2=— г—-, 2J1 = i, B2 = x, и пере­
ходя к представлениям, получим, что гамильтониан оператора 
(3.13) определяется равенством 
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f(lul2)=,[Xl-il) + [x^ld±J. (3.14) 
Выберем веса следующим образом: 

р--=р3 — 2, р — р4-=1. 

Функция Гамильтона в этом случае есть: 
^ (p , q, со)-=(ш1 + А ) + («ь + А)2. (3.15) 

УСЛОВИЯ поглощения не могут быть выполнены, так как 
1т£^=0. Поэтому, как и в предыдущем примере, мы должны 
добавить слагаемое, равное нулю при (а-, а,) 6Д, которое 
обеспечивало бы выполнение условий поглощения, т. е. дела­
ло бы оператор Д-квазиобратимым. Для того, чтобы опреде­
лить вид области А, найдем решение системы Гамильтона,, 
•отвечающей функции Гамильтона (3.15) 

?i = 0, А = 0, p(0) = 0, З Л 6 

-7»-=2 К + A). p2 = 0, q(0) = qQ. 
Решение этой системы есть 

А — Л —0, ?i = ?ю, Уа —2->2- + ?м-

•Отсюда следует, что координата qY траектории остается не­
изменной при движении по траектории. Поэтому для того 
чтобы траектория системы (3.16) за конечное время выходила 
на границу области Д, необходимо, чтобы было выполнено 
условие; 

(а-, а2)бЛ=Иа2]<const. 
Ho выполнение этого условия еще не обеспечивает того, что 
траектория системы (3.16) выйдет на границу области А, так 
как может быть ш2 = 0 на множестве й1е, задаваемом уравне­
ниями (см. (2.4) и замечание 2.3) 

1Ы + «-2-=-|, (-701- -702)6А. ' 
Поэтому условия поглощения в смысле определения 2.5 не 
будут выполнены ни при каком поглощающем слагаемом, 
•обращающемся в нуль хотя бы в одной точке. Рассмотрим 
теперь множество Q'e, задаваемое неравенствами: 

IKI+u-1 — ll, (-701, -7о2)бА, (2>\7) 
|ЯР(0, ?,--)|<е. 

Очевидно, что при любом поглощающем слагаемом множест­
во, соответствующее множеству 28, будет содержаться в 
множестве йё (так как введение поглощающего слагаемого 
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дает аддитивную добавку к функции Ж (р, q, to)). Неравенство 
\Ж(0, q, ш)| <е в данном случае имеет вид щ + ®\<г. 

Поэтому очевидно на множестве 2е- при достаточно малом 
е выполнено неравенство |<->2|>0 и в качестве области можно 
взять любой цилиндр 

Д--,-={(а1, а2)|— оо < а 1 < а 2 , |a 2 |<i?} . (3.1S) 

Обозначим через ДЛ (а?) сечение области ДЛ плоскостью а , = 
=--ai. 

Поглощающее слагаемое можно" выбрать таким: 
Д/-=-МЛр(а., щ\ _ (З.19) 

<?(c-i, а2) = 0 при (аь a2)eAtf, <p(ai> аг)>° ПРИ (ai> --2)6Д*. Одна­
ко в этом случае мы не можем явно выписать ответ через 
канонический оператор и не можем поставить для уравнения 
(3.13) начальные данные Коши. Но в данном случае (для сим­
вола, линейно зависящего от оператора Л1 — —г—-1 можно, 
изменив определение параметров со, построить квазиобратный 
оператор, удовлетворяющий начальным даннным Коши, анало­
гично тому, как это было сделано в предыдущем примере. 
Именно, положим Л'----|Л2| и введем в гамильтониан (3.14) 
поглощающее слагаемое вида 

д/ '=-;(ло2?(-.1,-.2), 
где функция ср(а1, а2) та же, что в равенстве (3.19). Для по­
строения символа квазиобратного оператора рассмотрим, зада-

- чу КОШИ 

" _ i A ' - £ + ( / + Д / ' ) ] - _ 0 , T|t.o—l. (3.20) 
Решение задачи (3.20) будем искать в виде 

Чтобы функция ¥, определяемая равенством (3.21), удов­
летворяла начальным данным задачи (3.20), положим 

5|t-=o=0, 
ejt_o—l. 

Подставляя функцию W в уравнение (3.20) и пронося экспо­
ненту через оператор, получим 

.-«•-•>-H->1.{(^ + (-i+S;),-«Th.-.j) + 
+<--^+-(ч+£)£+(;.";+'£)»)+ 
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где (о2 = лтд (А')-1, |(fl2| — 1 . Приравнивая к нулю первое слагае­
мое в фигурных скобках, получим, что функция S удовлет­
воряет уравнению Гамильтона — Якоби с диссипацией, отве­
чающему функции Гамильтона Жг = Ы'2-\-р'Л2 — щ (а.ъ а2). 
Решив его и приравняв к нулю оставшиеся слагаемые в фигур­
ных скобках, получим, что функция 0 есть решение уравнения 
переноса (см. § 6 гл. I), решение которого можно построить 
с любой точностью. 

Таким образом, мы можем построить функции S' и б' так, 
чтобы при подстановке в уравнение функции ¥ в правой 
части получалась функция, допускающая оценку О (A~N) при 
А->оо; где -V> 0 — любое число. При этом, очевидно, функ­
ции S' и 9' не зависят от л:1. Траектории вещественной час­
ти функции Ж' совпадут, очевидно, с траекториями системы 
(3.16), но если в последних заменить параметр со2 на а>'2. В си­
лу того, что |(В2|-=1, условия поглощения будут выполнены 
теперь в смысле определения 2.4. Поэтому символ квазиобрат-
ного оператора в данном случае равен 

т 
х (X, а) — 5-уг e-itXl{K,)-,+tA-'s'{x'a'*> 0' (X, а, -с) dx. (3.22> 

о 
Докажем, что если функция g (у, t) удовлетворяет условиям: 

1) ё {У> t)—* непрерывная функция t со значениями в про­
странстве //..(Ri), 

2) g(y, t) — 0 при t < 0 , (3.23> 
то справедливо равенство 

M g | ^ o = 0 . (3.24) 
Используя представление оператора У. через преобразование 
Фурье (см. § I), получим 

т 

• о 

X б' (х, а, -с) Fy^xFt^Xl g {у, t) dxdxxdx<> = 
г 

= ух'У^е'А'3'{х-а-х)^(х2, t-xlA')dxdx2, (3.25> 
6 

где через ~g (хь г) обозначена функция {Fy^>Xig (у, г)) (x2> z) 
Из последнего равенства, в силу условия g(y, t)=0 при t<0, 
получаем равенство (3.24). Суммируя полученные результаты, 
получаем предложение 

П р е д л о ж е н и е 3.3. Пусть правая часть уравнения (3.13) 
удовлетворяет условиям (3.23). Зададимся произвольными чис­
лами R>,0 и JV>0. Существует функция ouw (у, t), удовлетворяю-
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хцая уравнению (3.13) в области АЛ, определенной равенством 
(3.18) с точностью до функций, принадлежащих пространству 
HN(AR(t)) при любом t и справедливо равенство 

wN(y, 0)--=0. 
Приведем теперь некоторые следствия для псевдодифферен-

циальных уравнений. Доказательства приводимых ниже теорем 
непосредственно следуют из теорем § 2 и соображений, приве­
денных нами при рассмотрении предыдущих примеров. 

1 

Пусть JL 1у, —.-аТ-] — оператор с символом А (х, а), при­
надлежащим S°°(RA'XR/!)i являющимся асимптотически р-квази-
юднородной функцией степени г no x. Обозначим через 
.«/#0 (х, а) существенную часть символа A (x, а) и положим 

а0(х, a) = Re«^0(x, a), 
а0 (х, а) — lm А0 (x, a). 

Введем переобозначение переменных (см. (2.3')), полагая 

«i -=?i . ~ = { 1 , . . . , й } , 

где У—максимальное подмножество множества {1,,. .,/.*.}, 

такое, что рг=1 при i£J, 2 . Ю ' | 2 / Р г = 1- 1̂  соответствии с 
1 - х 

переобозначением переменных введем функции Н (р, q, ш) =— 
= а0(х, а), Н(р, q, ш) = аа{х, а.) и потребуем, чтобы выполня­
лось неравенство # < 0 . Рассмотрим систему бихарактерис­
тик оператора А: 

I dt dqC dt dpi' ' _ /о. 07\ 
lp(0) = 0, q{0)~q0, \H(0,q0,m) + iH(0,q0,u)\<B. ^ > 

Теорема 3.1. Пусть замкнутая область FgR" обладает 
тем свойством, что для некоторого е>0 и для любой точки 
•УобГ" существует числоТ = const, что при 0 < - < Г решение 
системы (3.27) существует, а точка с координатами q (q0, ш. Г) 
не принадлежит Y. 

Тогда для любой функции /6H., (Rn) существует функ­
ция WN (у), удовлетворяющая уравнению Ati — f в области 
У с точностью до функций, принадлежащих пространству 
•ffN(Rn), где N > 0—любое число, т.е. 

AwN = gN-\-rN, 
где gNeHs+r^(RR), gff(y)=f(y) при у&Г, r„GHN(Ra). 
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Рассмотрим уравнение 
) / 2 ... 

-i-3t+At,tj,-irij 
u^f{y,t). (3.28) 

Предположим, что символ d{t,a,x) является асимптотически 
р-квазиодиородш.ш степени г по х. 

Пусть правая часть f(y,t) удовлетворяет условию 
/((/, 0(:H*(Rp равномерно по t, f(y,t)==0 при г.<0. 
Обозначим через ,//0(/, а, х) существенную часть символа 
Л(t, а, х) и и соответствии с переобозначением переменных 
(3.2(>) определим, как это только что было проделано, 
функции Я(Л [), с/, о) и H(t, р, q, ш), зависящие от парамет­
ров t и .... Пусть выполнены условия H(t, р, <7,ш)<0 и функ­
ция H(t, 0, с/,».) ограничена по ../ равномерно по (t, ш). 
Рассмотрим два случая. Пусть г-=1. Тогда справедлива 
следующая теорема. 

Т е о р е м а 3.2. Существует функция i»(y,t), удовлетво­
ряющая уравнению (3.28) в полосе R£X[0. F] (Г—-любое 
конечное число) с точностью до функций, принадлежащих 
пространству F/.v(R") (Л/>0 — любое число) при любом фикси­
рованном t и такая, что м(у, 0). 0. 

Пусть теперь r > L Рассмотрим систему бихарактеристик 
оператора ,// 

il/n _dH(t, n, •?• «О rf?; <ЭЯ . , 
~dt Oqi ' dt'^bpf ^ ' 

p(0) - 0 , y(0)--y0. (3-29) 
Т е о р е м а 3.3. Пусть К cR''-—замкнутая область, обла­

дающая тем свойством, что для любой точки .706Y и любого 
i(<R' существует число 7V const, что при 0<~.<Т решение 
системы (3. 29)'существует, а точка с координатами q (q[b w, t, T) 
не принадлежат Y. 

Тогда существует функция wN(y, t), удовлетворяющая урав­
нению в цилиндре YxR1 с точностью до функций, принадлежа­
щих пространству HN(RU) (N>0 — любое заданное число) и 
такая, что ИУЛ-(<"/> 0) =0. 

Теоремы, аналогичные 3.1—3.3, справедливы и для систем 
пссчш.диффереициальных уравнений, см. § 6. 

Выше рассмотрены традиционные, с точки зрения дифферен­
циальных уравнений, задачи. Однако в некоторых уравнениях, 
имеющих физический смысл, условия поглощения выполняются 
и без введения дополнительного поглощающего слагаемого. 
В этом случае изложенный метод позволяет свести рассматри­
ваемую задачу к интегральному уравнению во всем пространст­
ве. В качестве примера рассмотрим задачу 

\-l%~Q-W,y))%r-gV>y) (3.290 
U(o,i/)-o, 
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где функция g удовлетворяет условиям (3.23), (З.24), а функ­
ция <?(t,y) т а же> ч т 0 в равенстве (3.19). 

Гамильтониан оператора, отвечающего рассматриваемой 
задаче, имеет вид 

*- ~ - ЙТ, "Н1 ~ 1> (*-» а-» (•*- ~ * ЭЙ'-
Поэтому бихарактеристики в рассматриваемом случае совпа­
дают с решениями системы (3.17). Отсюда, аналогично 
предложению 3.3, получаем, что существует оператора 

1 
д_ 
дур %N[t, У, — t ---]> удовлетворяющий условиям 

[-i-^-(l-^('.l))-gi][^('J.-i^)ff]-
/ 2 I , 

= £ + #*(*- .У, —•* ---j-y-) fi"-
2 1 

где /М-Ч.---.*-0---0(1*2 |_ЛГ)> [""(--.У' —- ^ J - f f J L o - ° -
Нетрудно видеть, что построение оператора к,-/, удовлетво­
ряющего перечисленным свойствам, позволяет свести уравне­
ние (3.29') к уравнению Вольтерра (см. стр. 59). 

§ 4. КОМБИНИРОВАННАЯ АСИМПТОТИКА 

До сих пор мы рассматривали операторы, гамильтонианы 
которых не зависели от •."-=•— t—-. В данном параграфе мы 
рассмотрим примеры операторов, гамильтонианы которых, 
зависят от *-. 

Рассмотрим задачу: найти решение уравнения 
[ . ди_ • . да « 

г dt "г 1 Ж •*» — •-> /4.1 у 
laN-o-jH, /(x)6H,(R') V 

с точностью до функций, бесконечно гладких по х и убываю­
щих быстрее любой степени | х | при х {to} оо. Вначале отметим 
одно важное обстоятельство. 

П р е д л о ж е н и е 4.1. Пусть символ f(x,a,t) оператора 
1 п п+г 

f(Au ..., Ап, В, t) принадлежит пространству S°° при каждом 
1 п 

фиксированном t. Пусть существует оператор g (A-, . . . , Ап+ 
В , i) такой, что 

kl*-o—i. 
(4.2). 
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Тогда символ g(x, a, t) определяется равенством 
1 2 

g (X, «, /) = g' {х, - i -—, а, t) 1 (x), (4.3) 
где 1 (л.)-функция аргумента х, тождественно равная еди­
нице, а функция gf{x,-r], a, t) — решение задачи 

— f - g ' + / (L1, . . . , i „ a, *)g'---.0, ( 4 4 ) 

g ' | . - o - = P (•)-)• 

Доказательство этого предложения следует из равенств 
1.10) — (1.107-

Обозначим через A1, А2, -3 операторы 

и вычислим их представления (очевидно, операторы Аи А2, В 
являются образующими нильпотентной алгебры Ли). Рассмот-

1 2 3 
рим оператор А1<^{А1,АЪВ). Требуется преобразовать его 
таким образом, чтобы оператор Ах действовал первым. Для 

2 

этого оператор А\ нужно «протащить» через операторы Аг 
з 

и В2. Имеем 
4 1 2 3 4 1 2 5 4 3 5 Л т 1 2 5 

AlV(Al, А2, Д) = .А1ф(.А„ А2, B) + Al{B-B)-^{A1 A3l S) = 
4 1 2 5 Д 1 2 3 

= А1ср(А1, А2, S)-i-|£-(A- A2, В). (4.5) 
4 2 

Осталось прокоммутировать А1 и А2: 
4 1 2 5 4 1 5 05 4 2 5 я 1 S 6 

А1сР(А1, А2, /3)=-Altp(Alt A2, 5) + A1(A2-A2)-g- (A1, А2, -5) = 
1 1 2 3 ,-» 1 2 3 

-=A1cP(A1,A2,-3)-J-g(A1,A2,5). (4i6 

Из (4.5) и (4.6) следует равенство 
т . д . д 
,Ц — Я 1 — f --—• t -(3«i <5.*2 

Представление L2 оператора А2 строится тривиально: 
/v2-=-x2 . 

В силу предложения 4.1, для построения решения задачи (4.1) 
мы должны решить задачу Коши , 
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_ i - - ^ ~ ( L 1 + L2)Y = 0, 

p(71)6Co0°(R'1), p ( 7 | ) = l ПрИ h | < B . 

Решение задачи (4.7) будем искать в виде 

(4-7) 

•а'Ч Iх • д 2 Л (4.8) 

где 5(x, ^j, «, 0) = 0, <p(x, т], а, 0) = р(т]). Подставляя функцию 
W, определенную равенством (4.8), в уравнение (4.7), получим, 
пользуясь формулами коммутации из [7], 

1 OS .dw 
IV dt ldt ' Xl+Lg-+'Aas 

di\i d a i 

x2 + A -3— 
. --Па f — г 

. dcp dtp 
•3T)I •ЗПа 

2 
I • д 

> + i ^ 9 -

= 0, 
. д Здесь y функций S и ср опущены аргументы lx , —'l^a<t 

Обозначая xlA~1=<%, x,A_1 —u)2 и переходя к символам, и 
приравнивая к нулю коэффициенты при степенях А, получим 
уравнения 

ds __ _ds_ __ _o>s_ OS 
dt - 3rji dai 2 

<Эф , <?Ф 
<5lli -""U 

•ЗП2 

=о. 

= 0, (4.9) 

(4.10) 

Их решения есть 
S — (COj + <J>2) t 

, 2 

<р = е 2 2 р(т ) 1 — i , T)2 — i ) . 

Таким образом, 

З-Д1-- --
\j = ei(x^x,)te 2 - 2 ~ p ( 4 l _ ^ ч'а —0 . 

Для построения решения исходной задачи нужно вычислить 
выражение 
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Имеем 
2 1 а 2 1 1Г-11..^-._1Г1А_.Л2 

¥ [х, — I £ , a, tJ(1 (л-)) = е 2 1 ' ™ . j - ̂ - ' х 

В силу предложения 4.1, решение уравнения (4.1), есть 

и (х, t)==0 (Аь А2, E, t)/(jc) — 6"^'g'-?'e»V2/ (X) = 

Таким образом, использование операторного метода в данно\ 
случае позволяет точно решить задачу. Задачу (4.1) можно 
решить и ие используя представления операторов. Будем 
искать решение в виде 

a^..\eiAs[),;x,t)9[l
pj ^ t)\f(x), (4.11) 

где p^-i^-, A==l/p- + Jk 
Подставляя функцию и (х, t), определенную равенством 

(4.11), в уравнение, получим 
.д . Ac>S' 
1ЪП' dt с р - ; - i ^ + P + ^(A5)] ?«-0, 

где. у (функций 5 и ср опущены аргументы [р, х, t). Переходя 
к символам и приравнивая к нулю коэффициенты при одина-
ковых степенях Л, получим уравнения 

dS OS Л 

z _ ._ W l _ 0 ) 2 ____ = = = o , 
вф ftp , . с п (4-12) 

dot dot 
где («^"-pA"1, co2=!::xA-1, A-(x 2 + p2)'". 
Чтобы функция а(х, I), определенная равенством (4.11), удов-
летворяла начальным данным, достаточно потребовать, чтобы 

S(p, х, 0) =ф(р, х, 0)==1. (4.13) 
Однако интегрирование уравнений (4.12) требует более трудо­
емких вычислений, чем тс, что были проделаны нами при pea-
лизацин общей схемы предложения 4Л. 

§ 5. ФОРМАЛЬНЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ 
С КОМПЛЕКСНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

В этом параграфе приведены формулы коммутации канони­
ческого оператора на лаграижевом многообразии с комплекс­
ным ростком и псевдодифференциального оператора с матрично-
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зиачным СИМВОЛОМ, а также изложен способ построения фор­
мального асимптотического решения задачи Каши для систем 
уравнений вида: 

[-thli+ae[l А # = 0 ' (5л) 
t | w - - t » ( 4 Ф = (431. • • -.Фт). 

1 -, 

где /7=— /Л —, Ж {х, р, ^-—матрица с элементами, гладко 
зависящими от xQRn, pQRn, h£[0, 1] и растущими по (х, р) с 
производными не быстрее (]л.[+|.°1)'г-

Обозначим 

\i±)k&e(x, p, оу~зе{к\х, р). 
Имеет место разложение 

- U. к A)- S Чг-д а ( 4 )^ Й + А ^ Ч Д k А), 
ft=0 

i,e символ Q ,̂(x, р, h) есть матрица с гладкими элементами, 
равномерно ограниченными по h6 [О, 1]. Предположим, что 
матрица Ж{0) (х, р) приводится к диагональному виду. Обо­
значим через X, (x, /?)... Х.(х, p) собственные значения матри­
цы Ж°(х, р). Пусть кратность г} собственного числа Х̂  не 
зависит от (x, p) и выполнены неравенства 

supp (X, —Х /)>8>0, 1ф]\ Яи){х,р)<0 / -=1 , . . . , I, 
где 8-=const, H{J) = lm.\j, H(J) =Re lj. Напомним некоторые 
факты из линейной алгебры. Пусть Ej {x, р) — оператор проек­
тирования на подпространство, натянутое на собственные 
функции матрицы Ж°(х,р) с собственным числом lj(x, р) 
Имеют место равенства 

i 
EjEk = bJk, 2 ^ = Ж ( 0 ) . (5.2) 

Напомним конструкцию канонического оператора на лагран-
жевом многообразии с комплексным ростком (см. [7]). Пусть 
(Л", г") — лагранжево многообразие с комплексным ростром. 
Рассмотрим некоторое его покрытие картами {оф, которое 
будем в дальнейшем называть весовым атласом. Обозначим 
через {р;} разбиение единицы, подчиненное покрытию {оф • 

РуеС°°(Л"), s u p p l e » ) , S P / - 1 -
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Это разбиение единицы будем называть весовым. Весовой ат 
.лас и весовое разбиение единицы будем считать фиксирован­
ными . 

Пусть Щ) — некоторой атлас на А" (вообще говоря, отлич­
ный от весового), <р(а, /г) —гладкая по а и Л /га-мерная вектор-
функция и {/л}— разбиение единицы, подчиненное покрытию 

Положим 
^ = - 3 ^ - Р Л Т . (5.3) 

Суммирование в правой части равенства (5.3) ведется по всем 
J таким, что suppp ;nsuppift^=0. B частности, ЗРЛ-РР/Ь —-• 

Через Vjk в правой части равенства (5.3) обозначим операто­
ры перехода из карты шу в карту Щ. Из результатов [7] 
следует, что операторы перехода имеют вид 

^ - ^ • " l + . S e / l » . A) ( r J, (5.4) 
•где ay (а. А)—•гладкие функции со значениями в C1, удовлет­
воряющие оценкам 

U] (а. Л) = 0D {k и) + hl/20D (h,y|-1/2), | j | > 0, 
a0(a, A)-Ofl(h1/2). 

.(Для упрощения записи зависимость от N в обозначении опера* 
торов перехода Мы опускаем). 
Справедливы равенства 

V^y- l / f t i +0 D (A" + 1 / 2 ) . 
V)kVkl~\ + 0D(h^\ (5-5) 

Определим предканонический оператор $С{р с помощью фор­
мулы (см. [7]) 

Г ArgJft(a) 

(^^(x^^F^xJe. 2 + 
л " й 

+ i; [Re Ф(,<) (а) + i*» (-)] I h W Г ^ ty**» Ц — , ( ^ . Sj- )• (б-6> 

где •/,,-— якобиан, отвечающий карте и ,̂ лежащей в зоне Q/ft, 

j f t ^ ' P ^ / < ! + ^ P 7 * + V , <I»(ft> (а) и §<А) (^-соответственно 
•фаза и энтропия в карте Ц, ArgJk (о) — аргумент якобиана 
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определенный в [7]. Дг—-оператор, в случае неособой зоны 
определяемый в §6 равенством (6.10). В случае особой зоны 
оператор Llfl! определяется той же формулой при (3v-,-= 

( д [q'k+ *V р7, +wl,)\1 /*'/--?'* \ 

решение уравнений 
^ ( ° ) + Т/А(-•)-=-«/Л. Pjk (в) + ^(-)=- ••:>;. 

Определение 5.1. Оператор, определенный равенством 
5.6, называется предканоническим оператором в /V-ом прибли­
жении на лагранжевом многообразии Л» с комплексным рост­
ком г". 

Обозначим через С5° (Л«, С00 (0, 1J) пространство фи 
нитных бесконечно гладких функций на Л" со значениями в 
пространстве С°°(0, 1] и введем в нем отношении эквивалент* 
ности —- следующим образом: <р (а. Л)—".pi (а. Л) тогда и только. 
тогда, когда ср(а, Л) —<р(а, h)^0D(hN+i/"). В частности, «—"fi, 
если проекция носителя разности <р —?1 "а А" не пересекается 
с Г (множеством нулей диссипации D). Обозначим через 
[Со00(Л", С(0, 1]].у факторпрострамство О? [А», (Г'(<), Ц) по от­
ношению эквивалентности •—•. Обозначим через С№(Л",С~(0, lj). 
пространство бесконечно гладких функций на /?" со значени­
ями в пространстве гладких функций па полуинтервале (0, 1] 
и введем в нем отношение эквивалентности, полагая 

Обозначим через [С00 (R", С (0, 1])]^ факторпроетраиство 
C°°(R", С (.0, 1]) по введенному отношению эквивалентности. 
Учитывая локальность V операторов перехода п операторов. 
Lft , получаем, что предканонический оператор индуцирует 
оператор 

ет$ЧС"(Л .С"[0, 1])]jV{to}lCr(R»,C(0, l])j„, 
который мы будем называть каноническим оператором на 
лагранжевом многообразии А" комплексным ростком г" и N-сш 
приближении (сокращенно—к. о.), отвечающим параметру 
A {to} + 0 , 

В [7] доказана лемма: 
Лемма 5.1. Канонический оператор Ж^ по зависит 

{mouO{hN+l/2)) от выбора покрытия {uk} и разбиения единицы. 
{hi}-

Пусть функция to (x)—начальное данное задачи (5,1) — 
имеет вид 
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Ы-*)-=(-*$Ч)И. (5.7)' 
где - Я - ^ - к . о на ростке (А", г"), ?0еС°° (Л«, C<»[0, 1]) вектор-
функция. Теперь,используя каноническое преобразование Dgt% 
дадим определение лагранжева многообразия А*+1 (с краем) в 
фазовом пространстве R2n+2 переменных (/?-, p, q0, q) и комп­
лексного ростка rnj+1 на нем аналогично тому, как это было 
сделано в [7], гл. VI, Vlll. 

Предположим, что при 0<а.<:_ ' определен диффеоморфизм 
ёнцу — преобразование сдвига вдоль траекторий системы. 

def 
Гамильтона, отвечающей функции Гамильтона Нкп (q, p) = 
def 

= Re'kj(q, р). Определим многообразие Л""1" уравнениями: 
Л5+ -{р0-=-Я (--(?<-)(а, t), p{f)(a, t)), Pi=pl» (а, t), 

q0=t, ql = q\}){a,, t), j —1, . . . ,«} , 
def 

где (/?{-> (а, 0, ?1л («, 0) = £я<л (Р (а)> ^ («))• 
Введем комплексный росток г""1"1 на А*+1 

« Ь - - < Я < < > - < g». - > - < *', , > - - 1 ( < г. р г > + 

TO==(B"i(a, t ) , . . . , W,,(a, )̂), 
•2 — (2i(a, 0 , . . . ,г я(о, t)), 

г0 — 0, (™(Л(а, t), ^ ( а , t)) = rfg^(w(a),j.5(a)). 
Здесь у функции \j опущен аргумент {q{ (a, t), pU)\(a, t)). 

В гл. VI [7] доказано, что пара (А*+\ r"+1) является лаг-
ранжевым многообразием с комплексным ростком. (А""и, Г"+1).. 

Обозначим через DU) диссипацию на ростке. Через •---, 
обозначим векторное поле на A'j+1 

d -^ / «(./> 1 \ _ / Я ( ; ) - ^ -4- — щ— {пр , dq ) \"ч > др / -г м' 
где у функции Ни) опущен аргумент (q(a., t), p(a, t))=-
=gliu){q(a)> p («•))• 
Введем классы дифференциальных операторов на (А"+1, Г"+1)-

О п р е д е л е н и е 5.2. Дифференциальный оператор (завися­
щий от параметра h{to}+0) 

A^^ai(a,t,h)[l)1 

l.l=o 
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.принадлежит классу SPf, если at(a, if, h) — mXtn—матрицы, 
элементы которых принадлежат пространству С°°(Л"+1) при 
.каждом фиксированном к и удовлетворяют условиям 

+ А1/2Оо0)<А(|"-1)/2) при|/ |>1, i,k = l,...,m 
и 

(aa)lk = 0DU) (Л1/2) + ( VPl4Hj, ©DU) (Ao) >. 
vieeT место лемма: 

Лемма 5.2. Для любого AQEPJ существует целочисленная 
/нкция tt(r,s), г,-s—-целые неотрицательные числа, что 

1) A(IAy °DU^'2) - Р Д Ш ( ^ П 

2) limit(r, s) = оо. 
Г-*со 

Доказательство этой леммы дословно повторяет доказатель­
ство леммы 6.1, гл. 1. 

О п р е д е л е н и е 5.3. Дифференциальный оператор (зави­
сший от параметра /г->-+0) 

[ринадлежит классу 2j, если bt(a, t, /г) — тХм—матрицы, 
лементы которых принадлежат пространству С^Лу^'х 
><[0, Г]Х[0> 1]) и удовлетворяют условиям 

№)» — -5о(Л(А«'1+1)/2) + A-/-<9D(y)(A(l'l--)/-). 
•Справедлива очевидная лемма 

Лемма 5.З. 1) Пусть BuB0£j. Тогда ВгВ,£%;. 2) Пусть 
En ...,BkQ£j. Тогда справедлива оценка 

(А.... ..в*)ч>=е>вШ(А*/-)vcpeCo^A^1, с«[0,1]). 
З) Пусть Ae-^y, тогда кАЩ, IAeZj, 4) Для любого BQZJ су­
ществует функция я (/•,.-) целочисленных аргументов г, s, что 

а) ^GD(/')(/-J'2) А-/- --=-0Л(Л(А"(---)/-), 
б) limn(r, s)— СХЗ. 

-~*СО 

Последнее утверждение леммы 5.З, доказательство ко -
торого дословно повторяет доказательство леммы 6.1 гл. I, 
имеет простое, но важное следствие 

С л е д с т в и е . Для .ВСЯКОГО S > 0 , iV>0 и оператора В&} 
существует такое M > 0 , что справедливо равенство 
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|°.ош(А"2) (- + -3)2(--)-"* $н—ы»т-4 - 1 

О п р е д е л е н и е 5.4. Дифференциальный оператор•С (за­
висящий от параметра h{to}+0) 

принадлежит классу JV), если Сг(а, t, h) — гладкие комплексно-
значные функции, удовлетворяющие оценкам 

Сг(а, t, h) = @DU)(hW*) \l\>0. 
Справедлива лемма: 

Лемма 5.4. Пусть Се-^ . Тогда если A%&>Jt то ACeePj, 
CAQSPj. Если BeXj, то CBQ%j. BCG%]. Если Си СоЯ-^р то 
коммутатор [С-, С2] принадлежит .J^n-S-v. 

Доказательство этой леммы мы представляем читателю. 
Замечание об обозначениях. Если А (соответственно 

В, С( — дифференциальный оператор, коэффициенты которого 
определены только в карте ц\ зоны Q/kcA-1+1 и удовлетво­
ряют в карте и-1 условиям определения 5.2 (5.3, 5.4), то мы 
пишем 

-46.9-, I v (соответственно 5 е $ , | v, Ce-^fil у)-
'\ah | "ft I u k 

Введем канонический оператор ^(/»+i н а ростке 
-v 

(A"+1, r"+1), индуцированный предканоническим оператором 
УС^п+т., действующим на вектор-функциях <?(?.,t, А) 6 

€Co°(A5+1, С°°[0, 1]) по формуле 

Л / -fej 'k -ft1. 
у /г 

def 

хм-, о|-^*^2^.-.-(-. '• ">)}-..-,.•<,,.,-,,...-

- ? № ] • • (5-8) 
где Jk(a, t)-якобиан, отвечающий карте и\ зоны й,д на A.J+1, 

— - - . - j 
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Ф<л)(а, t) и §(ft>(o, t) соответственно фаза и энтропия в карте 
uj, Arg J к — аргумент якобиана, Llv — оператор в карте и\ + 
определяемый равенством 

д ^ = 2 ( - - ) ^ ^ 
Ivl-o аа 

где 

Значок у в обозначении операторов в случае иеособой карты 
мы будем опускать. 

З а м е ч а н и е . Очевидно L ^ e - - ^ у. Нетрудно видеть, что 
предканонический оператор ffiV+i при t~0 переходит в пред-
канонический оператор ffiN

n\ определенный равенством (5.6). 
j 

Кроме того, DU){a., Q) — D(a), D (а) —диссипация на А". Поэто­
му справедливо равенство 

<% — Ji.n . 
/ - о "• 

Пусть F (р, х) —• m X tn матрица, элементы которой примадле- \ 
жат S°°(I^nXR'1)- Докажем следующие формулы коммутации. I 

Лемма 5.5. Для любого целого /V > 0 справедливо pa- i 
венство 

1 2 i 

[E(p, x)] [MW+^W^RjV + hv+WQK, 

где через QH обозначена гладкая функция, равномерно огра-
N 

ничейная при A{to}0, # у - = 2 (_ J/-)™». /?<*>—диффереициаль-
ft-0 

пый оператор на многообразии А*+\ причем 
, --?j0) = F ( p ( ; ) ( a , / ) , ?</>(«, i))+e'j, B,e<£jn&>j 

2(--*А)*^А,€^ПЗ-у. 
ft-i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно достаточно доказать фор­
мулы коммутации для предканонического оператора Л^+i . 
Из них, в силу локальности оператора Rj, будет следовать 
утверждение теоремы. Пусть {и%} — некоторый атлас на A'j+1, 
{ей}—-подчиненное ему разбиение единицы. Пусть ср(a, t, h)Q 
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,gC~ (A"+1, C°°[0, 1]). Определим в любой карте и\ зоны 9, 
функцию вида 

ArgJu(tJ,<) 
• " • У 1 - . " - 1 m = F7i lik->xik 

+ -£-[ReC&» + J**J, 

Jk{pJ)\-^LYe^}e^k(X lT 1)щ 
(5.9) 

Обозначения здесь те же, что и в равенстве (5.8). 
Пусть проекция носителя функции ф(а, i, Щ на многооб­

разие Л""И принадлежит неособой карте щ неособой зоны. 
Обозначим соответствующую ей, в силу (5.9), функцию через 

2 I 
Пусть E(x, р) — оператор с символом F (х, р). Вычислим 

При-результат действия оператора F на функцию 
.мильтониана 
олучим: 
_№+<5(0 ( , , . - ) 

меняя формулы коммутации гамильтониана с комплексной 
экспонентой, доказанные в [7], получим: 

2 1 

F(x, p) 
Л.} 

А-1 

(5.10) 

где через .S(i)(x, t) мы обозначим функцию 
Sw(x, t)-RecI>(;)(-, t) + i8{l)(a, t)\«-«x,t), 

®(i)(a, t), §(l)(<-, t) соответственно фаза и энтропия в карте щ. 
Операторы OiN)(S{l)) в формуле (5.10) имеют вид: 

2.V-2/. ( 2ft А . ... SY 
1 (d\mSW(x,t) 

lYl-0 l|a|-ft|p|---0r дх X 

a«+v J aRes-'»(*,Q\ ф ( « ,S («K ер \ 

aMst'H-x.O 
где Фа.в —-полиномы относительно производных Y 
/ u _ 2 , . ,2k) с матричными коэффициентами, причем 

'Остаток Q.V в формуле коммутации (5.10) имеет оценку 

Из результатов §§ 1-4, гл. 1 а также [4] и [7] следуют 
•оценки 
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IraS") > CDU), C=const, (5.11) 

-—gj--/><«(•*. 0. t)~0DU){№). 
Из (5.10) следует, что оператор Q^N) имеет вид: 

М--

x ^ h - ^ - ) . (5. is, 
Используя соотношения (5.11), равенство (5.12) перепишем 
в виде 

G r = F to (а (*. -0. .Р (и (•*> 0)+G^) (й1/2)- (5- 1з> 
В § 6 гл. 1 доказано существование оператора Rl

N такого, 
что 

£ / Л = 1 + ODU) (h^1/2), (5,14) 
причем R^JTjUr 
Перепишем равенство (5.10) в виде 

F ( i i)[fiAr)<W«---№Pi*]i+A-v+1/-QiV, (5 ,15) 

где -3^(л:, ^ — гладкая функция, равномерно ограниченная 
при h{to}0, 

def f •i-i ] def 
~ ' ' " " - - - - - - . . . . . . . - ~l . 

,-V 
A-0 J 

def N 

~У;(-шуР\ь), (5.15') 

P\k)=Rl
N{\Ji{°, 011/2ОГ>(5<«)|/|(<-, 0|-1/2}---jy 

Из равенств (5.10), (5.1 3), а также из определения операто­
ра Rl

N следует, что оператор Рь представим в виде 
p,=F(q{a, t),/»(a,<))+p;,p;ea5y. (s.ie) 

Равенства, аналогичные (5.15), (5.15'), (5.16), справедливы 
в любой карте Щ любой зоны Q/v. 

В [7] на стр. 505 доказано, что на пересечении карт и\ 
и Щ выполняется равенство 

VklPb = P}Vjh + 0D(h>*+V*). (5.17) 
Рассмотрим выражение [F] [№"Щк, Г д е ч»еС§° <А«+-, С00 [0,1]). 
В силу равенства вида (5.10) и определения канонического 
оператора, имеем: 
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J 

л."+ 

•/ 'б^ 

/АР-i ад +A"Q;., (5.18> 3?+i-°*f2^ 

rp.eQ'N(x,t,h)eC<»(R«xx[0,nC">lO,l]). Определим оператор, 
Jfy в карте и! на многообразии Л"+1, полагая 

где 

«=-«+00ш(АА '+1/а). (5.19) 

Через (-ЛАР/)""1 обозначен следующий оператор. Из определе­
ния канонического оператора и V — операторов перехода из-
карты в карту следует равенство 

2Vw.|7-=i+-v.> e/№Ly-
fg/C "А "Л 

Поэтому для любой функции *» (a, t, A)GCg°(tf£, С°°[0,1]), в силу 
леммы 5.3, справедливо равенство 

• . — , 2ЛГ+1 

Опуская в обозначении оператора зависимость от TV, положим 
N - i 0ot{cdot}--V+l 

\ гв/ч / /-о 
При этом из условия ь,0£>]\ у, в силу леммы 5.3, следует 

(2 у^У&3\ у. 
Из равенств (5.18), (5.19), а также из (5.4), (5.5) следует., 

что оператор ftj\ у представим в виде 

Щ-Р^.дЩ^Щу (5.20) 

где 
Ч^К 
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Пусть карты и\ и иУт пересекаются. Докажем, что опера 
торы R,\ у и R}\ у совпадают modODU) (hAr+1/-), т. e. для любой 

ик am 

функции v(a, t, /г)бС~(^П«^, С00 [О,1]) справедливо равенство 

Имеем, учитывая (5.17), (Щ°- ^vimypJ2vttPt 

^VikPtYVkinPmllVtmPt 

'e* ) V&< I. 

v — 

- + OflW(A-v+-l-)=-

Таким образом, справедлива формула 
1 2 

[F(p,x)} „W. W^Rj<?\ + hWKbt (x, t, h), 

где QN&C°° [RXX[0, T], C00 [0, l]), Rj-~дифференциальный опе­
ратор на Л*+1. Утверждения леммы следуют из равенств 
(5.20) и (5.15) —(5.155). 

Обозначим через В., j — \ , .. .,1 оператор, полученный в 
2 I 

результате коммутации оператора Е,(х,р) с символом 
,bj(x,p) с оператором •Я5,

дл+1 

[Е)( х,р)] [х{$-19 ] = [<*+--Я/р] + hW*QN(x,t,h),(5.2l) 

Теорема 5.1. Пусть A/>0—некоторое целое число. 
Тогда справедливо равенство 

[Ж (х, р, h)\ [a$jk<p] - [#$+-Я/Р] + h"WQN (x, t, h), 
где QN(x, t, A)eCM(R"X[0, T], C- [0,1]) 

R^i-ifi)^, 
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-Ry*' —дифференциальные операторы и Л"+1 порядка не выше 
к с гладкими коэффициентами, причем 

RT -= 2 [h (<7<» • PU))- X; (qU), РЩ Eh (qU), pU)) + ej->. ej->6 <g 

£)">/?}'>Ef >~Ef> ( ' - 1 tr *%L+»*Z.a ( ^ L % ) + 
' ' ' \cltj 2 dqdp 'dp dg ' 

Д о к а з а т с л ь с т в о. Применяя лемму 5.5 к оператору 
о 1 

рг\-Ж (х, р, Л), получим равенство 

[р'1 -|- Ж (х, /1 А)] [жЦм] = [ ^ - R - V ] + A-v-n/2Qflr> (5.22) 

где 
Rrmf) {(/U), p(j))-xj{qu)t Pu)) + Bp, ef)&f£j. (5.23) 

Здесь мы учли соотношения (5.11) и то, что функция 
••5ft(x/fti ^'л' 0, равная 

5* (А-/,,, ;,,., /) - Re Ф(*> (а, 0 + ISW (о, t)|e-0ft(-7|, S r , „, 

где -И'0 м W-'-' соответствешю фаза и энтропия в карте и\ 
зоны й/й удовлетворяет уравнению Гамильтона — Якоби с дисси­
пацией, отвечающему (функции Гамильтона \}{q, р) (см. (3.2), (3.3) 
и теорему (2.3)). 

Рассмотрим произведение операторов 

([E* (i, /;)] [tf ]) [<£W]. 
В силу леммы 5.5, 

[Яft (i, p)\ W)) К " W 1 -= |>ff+i(Sy/?y) <pl + A^Q.v. (5-24) 
где (^(.x, *, A)GC-°(/?»X[0, Т], C°°[0. -])• В силу леммы 5.5, 
леммы 5.3 и равенства (5.23), 

fi*/?y«(E*(^-,.P(-,) + ^)^-=-

Отсюда, суммируя по k от 0 до / и учитывая, что __ Eft=l, 
получаем первое утверждение теоремы. 

Для доказательства последнего утверждения теоремы 
с помощью формул коммутации преобразуем произведение 
операторов 
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+ 

[Ejd p)\ [-ih -^ + Ж{x, p, A)]: 

U , .,sh 2 . 2 " -

(—ihy < • - . - • 

+ 
+ h-V+W(x,p, h) + 2 - ^ ^ W ( ^ P ) [E;(X,p)]=--

= щ (x- />)] 1л+h (x, P)\+2 --kr— [-у ^ • (•*» P) + 
+ №,&, Р)]2Цт-1*-#(*,<*. j5) + A-v+W»(i, p, A), (5.25), 

2 i. 
где символ #"(x, p, h) оператора Я"(л:, p, h) есть тХт матри­
ца, элементы которой принадлежат пространству 

S">(R"XRn,C°°[0, Ц). 
В [7] доказано (в других обозначениях) тождество 

2 } г^т.^__{_,Ш)^ю+1Г^+ 

+ hN+ll2H(l){x,i,h)> (б.26> 
где т){х, t, h)£S">(RnxC<"[0, Т], С"[0, 1]), г—-оператор на 
A"+- вида 

Подействуем на обе части равенства (5.26) оператором; 
Ej(x,p). Получим, учитывая (5.25), 

(-«A) [Ej(l p\] ̂ +1rj<?]+h^+1/2)H^(xJ, А)-

= [Ej(к р)][W^+IRJ^-MJ[M^Ul (5.28) 
Здесь через Mj обозначен оператор 

dp" J?' ix'P) + M 
N 

+ [S,(*J)] 
L—Ti 
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2 „1 

Преобразуем выражение [Ey (x, p)\ ptfj^j.fy.pl В силу лем­
мы 5.5, имеем 

[ - ^ , Й 1 [ * ^ t, h), 
где Я(3) —функция из пространства C°°(RnX[0,T]X[0,l]). Вы­
числим произведение операторов BjR]. В силу (5.18), в любой 
карте и\ зоны S/ft имеем* 

Вычислим произведение операторов Р\ и Pt в неособой карте 
Ui неособой зоны. В общем случае соответствующие вычис­
ления проводятся также, 

В силу (5.15'), 

Р\Р -Rl
N \ J, (a, t) |1/2 2{ - thYQu W ) (S{1)) X 

А-0 

х 2(-^)'°-v(s(')))i-7«(°. o r 1 / 2 ^ -
— M^{|/|(e,Olv'(0-w(S('))Oow(5(,>)-|- (5.31) 

+ ( - ^) [G;w (S(/)) Gr> (S(0)+Go(;v)Gr)]+^), 

Из (5.12) следует 

+ <Я^,0 Д ( Л (Л)>, 

Из последних равенств и равенства (^(0 -Xy)E -• 
= E / (^ 0 ) -X , ) = 0 следует 

O ^ O i ^ - O i ^ ' o r - < ОЫЛ (А), Я</> > +0Л ( Я (Л3/2). (5.32). 
В силу лемм 5.5 и 5.4 и (5.32), равенство |(5.31) перепишем 
в виде 

* Штрих относится к величинам, входящим в оператор Bt. 
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р>._(_й){/?#> (|/t(c tf'G'^Gr \Jt («, *)r1/2)L.v + 
+JRW\M°t ^ ' V l j i t - - ОГ'ЭД + Л 

Аналогично, используя (5.32), получим 

Отсюда, в силу (5.15), 
BjXjB^i-iQlBpJRpBp + gj], gjG&j. '< (5.34) 

Теперь, учитывая мономорфность канонического оператора и 
полагая »=5]0)ф, из равенств (5.28), (5.29) и (5.34) получаем: 

Я.о>о(->я<-)_Гд(0)/ •"• 1 fr g-V \ | <->£/ <?(,^(0)--У) 
•«7 - ^ -У; - [-#> (й". — 2 " t r l p 7 / +~dj dq Г" 

+ Bf)!№<}) + *?)\B?\ ^ . ^ 
Теорема доказана. 

Из теоремы 5.1 следует, что для построения формального 
асимптотического решения задачи (5.1), (5.7) достаточно 
определить функции срДа, t, /z)eCo°(A"+1, CM[0, 1]), удовлетво­
ряющие соотношениям 

XjVj=epU){hfr+1/a), / - - - ! , . . . , / , (5.35) 

2 ср/ (а, 0, h) = ср0 (а, li) + ®D [к"*1*3), (5.36) 
/-1 

где <р0(а, А)еСо°(Л", С°°[0, 1])—функция из равенства (5.7). 
В самом деле, пусть такие функции найдены. Положим 

i 

uN{x, t, A) = 2 ^ $ W 
i=i i 

Тогда, в силу теоремы 5.1, HuN = 0 {hN+xli). Далее, 

«.v (x, о. h)=_ MVi? л = 2 » s } GvM =• 
j=l I J J -—0 y = I 

= ^><Po + 0(/^+I/2). 
Прежде чем доказать существование решения задачи (5.35), 
(5,36), привадем некоторые соотношения, которым удовлетво­
ряют операторы Bf). 
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Предложение 5. Г Справедливы равенства 

2 . б ^ = я + 0ыл(й"+1/а), 
У - - - 1 

В^В^^Ь]кВ^ + 0ои) (kN-H'\ 
VI» (a, t, Л)6С?(ЛГ|-1, С°°[0, 1]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычисления проведем для случая 
неособой карты tti иеособой зоны. В других картах вычисле­
ния аналогичны. Имеем, в силу (5.15), (5.15'), 

ВТ ВПп -= ( 2 VrttYWHlf, (-, 0 Г * К ! Ш 

где 

Из равенства (5.37) и равенства 
•C.Eft = 8;/.E/, 

следует 

Поэтому 
Bf]Bi\t -•bjAXi (mod 0DU) (A-V+-/-)). 

Аналогично доказываются оставшиеся утверждения предложе­
ния. 

Лемма 5.6. Существуют функции <р-(а, t, h)6Co°(A"+x, 
C°°[0,l]), /-••М, . . . , / , удовлетворяющие соотношениям (5.35),. 
(5.36). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся формулами предло­
жения 5.1. Для любой функции -о (a, t, Л)бСо° (Л"+1, Сго[0,1]) 
имеем 

Rjv « [flJ°>/?;̂ °> + BfR, (1 -s}°>) + (1 —Я<°>) А>̂ °> + 
+ (1 -ВТ) RJ (1 - ^ 0 ) ) ] V + ODU) (h^12). 

В силу лемм 5.4--5.6, справедливы равенства: 
BfRjBf^^ [(_ ik) ВТ (R?]+гУ>) -ЗУ41*+#„<л <У™). 

где g j 1 ^ и ДГ/? ; (1-^ 0 ) ) - ( -1А)15ЗД ) (1-ВУ , ) + 
+ 5 ) Ч ( 1 - ^ 0 ' ) + ^ ( Л ( ^ + 1 / 2 ) . -М-*/-
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Применяя теорему 5.1, окончательно получаем 
JRjV=[(-ih)Bf> [R^ + g^)B^ + B^Rj{l-BP) + 

+ ( 1 - Я П R/JF + (1 - З Г ) Rj (1 -Bf)] *+# D ( / ) (^+1/2). 
Для определения вектора <рДа, <*, /г), удовлетворяющего соот« 
ношениям (5.35), (5.36), достаточно определить его «проекции» 

B^fj, k=\,...,/. Положим 
в? W4g№ $\= -в™ W+'j] (1 -вП ъ+ 

+'^иЛ^+Л (5-38) 

-0Мл(<^+ 1 / 2)- (5-39) 
Для решения уравнений (5.38), (5.39) поступим следующим 

образом: из уравнения (5.38) найдем выражение 

Bf\} через ( l - 5 f > ) ? / = 2 - 5 i 4 

подставив это выражение в уравнение (5.39), определим из 
последнего величины B{°\j. 

Итак, обратимся к уравнению (5.38). Обозначим 
Р,= -В?>№> + аА(1-ВУ>)ь. (5.40) 

В силу теоремы 5.1 и леммы 5.4, справедливо равенство 

dtj 2 дддр ~ dp dq 

+ 3l«) + fl))Bf> + 9Du)i!tt+l% gf'^j- (5.41) 
Рассмотрим систему уравнений относительно Bf 

+ В?>аепв?> + ВМ)ВТ>) tJ-Fj+0Dm(h»+l»), (5.42) 
-;|/-O---0oy, 

где элемент боубС§° (Лге, С°°[0,1]) будет выбран ниже, ."—• 
определена равенством (5.40). Докажем, что если Si —решение 
уравнений (5.42), то В^%}—решение уравнений 

Для этого, в силу (5A1), достаточно доказать равенство 

BT^BfH^Bf^Bf^b,. 
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Но это равенство является непосредственным следствием 
.предложения 5.1 и формулы Лейбница. 

Решение уравнения (5.42) по существу не отличается от 
решения уравнения переноса (см. § 6 гл. V). Заметим, что, 
в силу леммы 5.5. 

M0)=Eft+8u, A e ^ , k=\,...,i. 
Поэтому в силу лемм, сформулированных в начале параграфа, 
уравнение (5.42) МОЖНО переписать в виде 

Id 1 . d*Xj , р d p dEj diM^-lj) , 

\dtj 2 U dqdp^' Utj^'-J dp 7dq г" 

+ Ey^ (1)E, + A,) б;. = Р^+^( ; ) (^ + 1 / 2 ) , L£9r (5.43) 

Обозначим через Ф̂  фундаментальную матрицу следующей 
-системы уравнений: 

( d i + r д%,р р dEj,F dEj d^-Xj) , 
[IIJ 2 Lr dqdp L/J'1~c'i dt}~ruJ dp dq ~r 

+ E^(1)Ej]®/. = 0, 
Ф,|£3 — - , 

где Е — единичная т-Х-^-матрица. 
Положим 0у==Ф/^. Для определения v;. получим следующую 
систему уравнений 

•v ; |*_o=eOJI 

где, в силу (5.43), Фу^Ф/б^ . Аналогично § 6 гл. I можно 
выписать явную формулу для v̂ : 

ж 
^ = 2 (j (Ф -̂-;*/))* [9o; + j (Ф71-5";)!. 

/.=о 
•где М>тс(Л/,0). Обратимся к решению уравнения (5.39). Поло-
жим Bf^j^Bf^j. Тогда 

Bf\j~B?)C¥)Bf\j(a,0,h)-}-Bf)C?\\-B?))<?p (5.44) 

•где 
г м -1 

"J0><рД<~, 0 , h ) , cmBf]
b(a, о, л)=Ф; _ ( / (Ф7^уф# 

|_fc=0 

/ ( Ф / ^ ' Х (5.45) 
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Подставляя полученное . выражение для В^\} в уравнение 
(5.39), получим 

[l-Bf) R, (1 -Bf) «ру + (1 — E<0)) / ^ f c j 1 _ j % (а, О, К) + 

+ ( l-5n^W'(l-Bf)T r# f lU )(Aw . . (5.46) 
Используя леммы 5.2 — 5.5, теорему 5.1 и равенства (5.45) 
преобразуем уравнение (5.46) к виду 

2(ч-*/)де?,)+ 2B^iBf4)Bf)cfj(a' °. Л)+ 
+ 2 2 B^jkWf) (Вть) = 0, (5.47) 

4fi%j, k = \, ...,/, £-£/. 
Заметим, что, в силу леммы 5,3, справедливо равенство 

hCf = Ф / 2 (/(Фг-Д .Ф,))*]/ (Cf (1 -£(-))<?,.), (5.48> 

где 
С(.з)-/-1/2Я(.1,ежу. (5.49> 

Обозначим через А операторную матрицу с элементами 

и введем векторы Y и F с компонентами 

-Л=-з|%. - 9 «=- -^W / -3fcy) T >, о, А). 
Равенства (5.47), очевидно, можно переписать в виде 

• (.Б + Л)Г = -Р + #дШ(А"+-/-). 
В силу леммы 5.3 и равенств (5.47), (5.49), 

"ЧсМА"2) (Е + А)2<--)*-А* hw =©DU){h^-W). 

Положим Y-

А=0 

м 
F, где М—достаточно большое 2(-1)м* 

ft-0 
число. 

Выберем теперь начальные условия 0QJ для уравнений (5.42) 
при J = l,...,l так, чтобы удовлетворялось равенство (5.36). 

Имеем 
/ i t i 

2ъ\<=о=22(^)Ф^2в?%+2в'ё)'?1\<=°' (5.5o> 
/ - 1 / - 1 * - i j=i ft-,--у 
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Определим векторы В^0)?.|<_о, *=?--./ из уравнения (5.50). Пред-
варительно перепишем равенство (5.39) в виде (при t = 0): 

2-3S,0)^(5^0)-oy) + . 2 - 5 № . 2 ВШ™) = ем{Ь"+1/1)- (5.51> 
В силу леммы 5.5 и теоремы 5.1, справедливо равенство: 

В№№ = ВЮ [(lk _Ху) ЬЛт + аЬп] 5(0) + # D 0 - ) ( ^ + I / 3 ) , (5.52). 
где OmkQX. (Здесь и ниже мы опускаем индекс j в обозначе­
нии классов операторов, т. к. это легко видеть из определе­
ний, введенные классы операторов не зависят от j при t = 0).-

Введем векторы У и F с компонентами 

Обозначим через О операторную матрицу с элементами 

(G)ft,m — ——-TGft.m; k , m = 1 , . . . , / , А-7--У, m - f / . 

Из равенства (5.52) и лемм 5.4, 5.5 следует, что соотношения' 
(5.51) можно переписать в виде 

(l + 0 )F = F + #o(y)(AJV+1/2). 
В силу леммы 5.3, оператор (1 + G) «почти» обратим. Поэтому-
справедливы равенства 

В^(Ъ\^) = ВР%РЖ%т+@0и)Ф"+У\ кф]. (5.53> 

Заметим, что, в силу леммы 5.4, 
B№RjBf$t при кф]. 

Поэтому операторы Р\Ц в равенствах (5.53) также принадле­
жат классу X. 

Возвращаясь к равенству (5.47), получаем 

2 BfX + ^BV 2 j > M 4 m = = 2 Bf\o, (5-54). 

где 
Р^б.2, й , т - = 1 , . . . , г , k^j, m=j. (5.55) 

Для определения элементов е0теАСо° (Л", С°° [0, 1]) рассмот­
рим следующую систему уравнений 

0ог + 2 Р&В^-ВРъ + ЫЬ"*1'*). (5-56) 
тф\ 

Пусть найдены такие функции 801, . . . ,60 г , что справедли­
вы равенства (5.56). Тогда, в силу равенства (5.54), соотно-
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шение (6.36) будет выполнено. Обозначим через У яг Химер­
ный вектор с (векторными) компонентами Yi = %t, i = \, , . , , / , 
через F — тX/-мерный вектор с компонентами Рг—5|0)ср0, 
i = l, . . . , / . Через А обозначим операторную матрицу, эле­
менты которой есть Aij — г.у(1 — Ьи). 

Положим 
/2ЛЧ-1 \ 

Из леммы 5.3 следует, что определенный таким образом век­
тор удовлетворяет соотношению 

r + Ar = F + @D(hN+V2). (5.57) 
.Лемма доказана. 

Из теоремы 5.1 и леммы 5.6 следует теорема (обозначения 
здесь те же, что и в теореме 5.1). 

Теорема 5.2. Пусть матрица ff£(x,p,h) с гладкими эле­
ментами удовлетворяет условиям: 

1) Матрица Ж (x, р, 0) в каждой точке х, р гладким пре­
образованием приводится к диагональному виду. 

2) Кратность собственных значений A- (x, p), , . . , ! , (x, p) 
матрицы У6{х, р, 0) не зависит от (x, p). 

3) 1шХг<0. 
Тогда существуют вектор-функции срь . . . , <р-, 

^ecg"(Af.с0 0[0,1]) , y = 1 , . . . , i , 
такие, что функция 

i 

U{x, t,A)-{sum}r/^Vi-f/ 
]=i 

•А') 

есть формальное асимптотическое решение задачи (5.1), (5.7). 
Замечание. Из доказательства теоремы 5.1 и леммы 5.6 

следует, что вместо условия постоянства кратности собствен­
ных значений матрицы Жт (х, р)) достаточно потребовать, 
чтобы выполнялись неравенства 

1п1|АДр«>,.7(0- t)-\j(pW, qW, t ) |>8>0 , 8 = const, 

(Pil\gw,t)etf+1. 
Отметим еще, что доказательство леммы 5.6 является конст­
руктивным (все обратные операторы явно выписаны). Поэтому 
приведенная в лемме 5.6 конструкция может рассматриваться 
как один из возможных способов построения функций <Pi,.. .,-р*. 
В случае Hj = 0 V/ можно несколько упростить процесс на-
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хождения функций <pls .,,,tp (. В этом случае решение ищется 
в виде 

.V 

«Р..--2 «р?.. 

где Ф(/5 —(-5
с,(/)(&А/2). Подставляя такие разложения в уравне­

ния (5.30), (5.39) и приравнивая слагаемые, имеющие одинаковую 
оценку О U) (hk), /г-=0, .'.., получим рекуррентную систему 
уравнений относительно функций <p(.ft), которые решаются тем 
же методом, что и уравнения (5.30), (5.39). Однако получаю­
щиеся в этом случае уравнения несколько проще и решение 
их менее трудоемко, чем в общем случае, рассмотренном в 
лемме 5.6. 

В заключение параграфа приведем формулы для некоторых 
формальных асимптотических решений систем уравнений вида 

Ж\х, _ ^ | _ ; / г ] ф = 0, (5.58) 
где матрица Ж(х,р,к) удовлетворяет тем же условиям, что 
и матрица системы уравнений (5.1) (см. также замечание на 
стр. 106). 

Пусть Х1 (p, q), . . . , ) . , (p, q) — собственные значения матрицы 
Жт (q, p) (обозначения здесь те же, что и выше). 

О п р е д е л е н и е 5.5. Диссипативный росток (Л.п, г") (с по­
тенциалом Е и диссипацией D) называется инвариантным 
относительно комплексного канонического преобразования Dg$, 
отвечающего функции Гамильтона Ш (р, q) — H+ Ш, если 

3/2ч 1) Я (?,/>) JA,. — 0 D ( , n ; 
2) функции z и w удовлетворяют с точностью 0D (h) системе 
комплексного ростка с функцией Гамильтона S№(q,p); 
3) выполняется равенство 

# = itf+ < Жд, z > + < Жр, w > = 0D (/г); 
4) справедливо равенство 

где через ----- обозначено векторное поле, отвечающее диффе­
ренцированию вдоль траекторий системы Гамильтона с гамиль­
тонианом Н. 

Один из возможных способов построения инвариантных 
ростков изложен в [4], стр. 155. 
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Пусть (A.f, г?) —диссипативный росток, инвариантный от­
носительно функции Гамильтона комплексного канонического 
преобразования D[ . Пусть, далее, выполнено соотношение 

inf |X;(p, q) — l]{p, g ) | > S > 0 , 8 = const (5.59) 

Обозначим через Mt канонический оператор на (Л?, rf). 
Т е о р е м а 5.И. Формальным асимптотическим решением 

системы (5.58) является функция 
i 

..=-1 

здесь Ci — произвольные константы, <р;еО°(Л?, C°°(0, 1])—• 
функции, удовлетворяющие уравнениям /?/срг-=0, где R, — опе­
раторы на многообразиях А* (ср. теорему 5.1). Доказатель­
ство теоремы 5.3 вполне аналогично доказательству теоремы 
5,1, 

В качестве примера построим коротковолновую асимптоти­
ку решения системы уравнения Максвелла, сосредоточенного 
в окрестности геодезической (см. [1], [4]). Известно, что в 
линейной анизатропной среде с магнитной проницаемостью 
\х = 1 система уравнений Максвелла сводится к системе урав­
нений для вектора Щ — напряженности электрического поля 

V X V X - I + Z ' - ^ J ^ O , (5.60) 

где с —скорость света, е — диэлектрическая проницаемость 
среды, / — единичная ЗхЗ-матрица. 

Будем искать стационарные формальные асимптотические 
решения уравнения (5.60) в виде 

ё=еш% (х.со), (5.61) 
где u>{to}oo—большой параметр. Подставляя функцию Щ в 
уравнение (5.60) и вводя малый параметр /г-=—, получим, что 
функция & удовлетворяет системе уравнений вида (5.58), где 
матрица &£ (х, р, К) имеет вид: 

Ж(х, p,h) = Mm{x, р) = 
'р?-/>!!-<•(*) Pip* PxPz 

PlP2 р\-р*-в(х) р2рг 
РгРъ Р2ръ р2

3~р2-г(х); 
где /-2=р\-\-р\ +р\. Собственные значения матрицы Жт сле­
дующие 
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Х2= — в(д). 
Соответствующие проекторы имеют вид: 

£2 — / - ^ ( ^ + e(<7)/.). 

Пусть система Гамильтона 
? = 2p, 

отвечающая функции \(р, q), имеет незамкнутую траекторию, 
Tt = {Р (х), Q (•--), —- со < - < оо}, удовлетворяющую условиям 
MP- Q) = 0. Пусть е(-.7)=?--0 Уд- Из последнего неравенства 
и системы (5.62) следует, что 0=5-= 0 при всех значениях -.. 
Не уменьшая общности, будем предполагать, что справедливы 
равенства 

Qi(0)==Q2(0)—-о. 
Пусть a.QR2, Вх и В2 — вещественные диагональные матрицы, 
причем В2>0. Обозначим через (p(a, х), q (a, х)) и (z (a,-.), 
is) (a, x)) соответственно решения системы Гамильтона и систе­
мы комплексного ростка, отвечающие функции Гамильтона 
\{р, q) и удовлетворяющие при t — 0 начальным условиям: 

/Pl(a, 0)\ _ (РгЩ • д (a.\ f ?,(«, 0)\ _ /Q»(0) + «Л 
U(«,0)J W O ) / ^ 1 W ' l<7.(a. 0)j \Q2(0)+aJ' 

p3(a,0)-=P3(a), .78(a,0)-=Qa(0). 

£;<";SHM";)* ^ 0 ) = = 2 ^- 0 )= г - ( а -° )= г з (^о )=0 . 
Положим 

Л 3= {p — p(a, x), q = q{a., ")}, 
-•3 = {да — да (а, х), г = г(а, х)} 

и введем функции 
D(a)-|a|2, E(a) = i-<B2a, a ) . 

Нетрудно проверить (см. [4]), что многообразие Л3 с опре­
деленными на нем функциями является лагранжевым многооб­
разием с комплексным ростком, инвариантным относительно 
преобразования D{t. 

Как доказано в [4], из условия Q-7--0 следует, что мно-
тообразие А3 покрывается одной неособой зоной. Поэтому в 
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силу теорем 5.2 и 5.3, стационарное формальное решение 
уравнения (5.60) имеет вид 

е(*-0 = « ' ш ' е ^ % ( * . — ) . 
где функция S(x) есть решение уравнения Гамильтона-Якоби 

H)2- s(x) — 0S2(An (5.62') 

Вектор-функция ср 1.x, — I удовлетворяет уравнению переноса 
Rl9=Os£h»). 

В частности, в случае s(x)E=l в [4] получены следующие 
формулы 

5 И = *з+2-7г^-Г> г^х\Л-х\, 
где -)-комплексный параметр, 1ту>0, 

х=х{х) UT7--8.) 

Проектор на подпространство, отвечающее собственному зна­
чению Х1, в этом случае имеет вид 

/ 1 0 0 \ 
Е 1— о 1 о +Ол(АП 

\о о о/ 
Таким образом, в силу леммы 7.6 получаем, что решение 
уравнения переноса имеет вид: 

где с1, с2~пРоизвольные комплексные числа. 
Окончательно получаем, что функция 

удовлетворяет уравнению (5.60) с точностью до 0(k3/2). 
Уравнение (5.60) описывает процесс распространения 

электромагнитных волн в линейном приближении. При более 
общем, квантовом рассмотрении линейное уравнение должно 
быть заменено на уравнение более сложного вида. Рассмот­
рим уравнение (см [2]) 

V X V X £ + ^-^(e(x){cdot}/-E + x ( - i A xJEE) = 0.(5.63). 
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где функция e(.x)—та же, что и в уравнении (5.60), а нели­
нейная восприимчивость XI—г----, х) есть псевдодифферен-
циальный оператор с тензорным символом. Следуя [2], реше­
ние уравнения (5.63) будем искать в виде разложения по гар­
моникам eis>kt 

. - - - 2 e ' V Я*(-*.<-»)• (5.64> 
к 

Здесь M/j—-——- РЙ, А—-малый параметр, с —скорость све-
2у л h 

та, (В-. — некоторые константы, Ek — векторные функции. 
Подставляя функцию Е вида (5.64) в уравнение (5.63) и 

приравнивая к нулю коэффициенты при различных гармони­
ках eia>ki, получим систему связанных уравнений для Ек. 

«Естественно, что ростом числа учитываемых Фурье-компо-
нент трудности решения этой системы быстро возрастают. Весь-. 
ма важно из физических соображений выбрать такое число 
Фурье компонент, которое необходимо для получения прибли-' 
женного решения» ([2] стр. 121). 

Мы рассмотрим случай нелинейности самого низкого поряд-. 
ка, приводящей к взаимодействию шести волн с частотами 

Ш1, (в(_1)==--ю1, ш2, (о_——ш-, ш3 = а)г4-ш2, 
'->_3—0>_i + ffl-2. «г-^О. 

В результате несложных вычислений, предполагая, что ли­
нейная восприимчивость &(х) не зависит от частоты, и сохра­
няя при этом члены порядка до h2, придем к следующей сис­
теме уравнений 

^VXVXEA-piUWEft — X ^ E ^ , (5.65> 
где Pi + Py-=PA, £, /.. k— ± 1, ±2, +3 , .Х$-некоторые тен­
зоры. 

Пусть Ек = е ера, к= ±\, ±2, +3 , — решения систе­
мы линейных уравнений Максвелла 

Ь? V X V X Eh - pie (x) Ё„ = О, 
о которых говорилось выше, и пусть <рА = 0 при k= ±2: 
Обозначим через E-, (с, х, р) решения системы| обыкновенных 
уравнений 

-(4SX4S)XEf!-P!ls(x)Ek=X0
ijEiEJ, б ) 

h + h = h> i, i, A=±1, ±2, ±3, ЁЩ-i^jE,, 
удовлетворяющее при 1 т - = оо условиям: 
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Ek(ioo, x, P)-=0, fe—±l, ±2 , ± 3 , 
С/ .е |lrat=oo = cpft. 

Лемма 5.7. Существуют решения системы (5.66), пред-
•ставимые в верхней полуплоскости Im->c (с — достаточно 
большое число) в виде сходящихся рядов 

E* — 2 ^ P l + n P a ) t C L ( * . р), А = ± 1 , +2, + 3 . (5.68) 
т,п 

При lm~<c функции Ек быть может имеют особенности не 
выше второго порядка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подставляя разложение (5.68) в 
систему уравнений (5.66) и приравнивая коэффициенты при 
экспонентах с одинаковыми показателями, получим рекуррент­
ную систему уравнений относительно коэффициентов С*,т 

V S X V S X G ^ ^ + rt^-pbC^ — 
^XijCLr.m-iCl.t, A — ± l , ± 2 , + 3 . (5.69) 

I, г 

Для того, чтобы выполнялись условия (5.67), положим 

Ст. =0, Cio —ф±ь Col —Gio =0 , Cm = <р±з> СИ = 0 , 
Соо = 1, к= + 1 , ±2 , + 3 . 

Очевидно, для доказательства леммы достаточно доказать, 
-что линейная система уравнений относительно вектора X 

(Ni + ^ ) V S X V S X X - p | s X — K (5.70) 
разрешима при любом Y и любых натуральных т, п. 

Нетрудно проверить, что собственные значения матрицы 
линейной системы (5.70) имеют вид 

1* (dSy Pi , -. 

•Очевидно Хз=т--0, & = + 1 , ±2, ± 3 . 
Докажем, что Xf>2-=jt0 при k = ±1 , ±2, + 3 . 
В силу уравнения (5.62) для этого достаточно доказать, 

что при любых п, т справедливо неравенство 

Но это неравенство очевидно справедливо в силу условий, 
наложенных на f}ft. Таким образом, разрешимость рекуррент-
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ных систем (5.69) доказана. Заметим также, что из (5.69) 
следует оценка для компонент векторов С*я 

|CmJ<TT+A. T = const, 
из которой, в свою очередь, следует утверждение о сходи­
мости рядов (5.68) в некоторой полуплоскости 1тх>с. 

Лемма доказана. 
Из леммы и результатов [4] непосредственно вытекает 

следующее утверждение 
Т е о р е м а 5.4. Пусть функция S(x) удовлетворяет урав­

нению Гамильтона —Якоби (5.62'), а функция <pft —уравнению 
переноса Ri9k = 0DW{h). 

Тогда функции et<a,ltEk (~, x, pj, k== ± 1, + 2, + 3, являются 
главными членами t периодических обобщенных решений 
(см. [4]) уравнения (5.63). 

§ 6, КВАЗИОБРАЩЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ 
С МАТРИЧНЫМИ СИМВОЛАМИ 

В этом параграфе приводится обобщение теорем', сформу-
лиро-ванных в §§ 1—2 на случай, когда символ f(x, а) квази-

1 п л-М 
обращаемого оператора /(-41, .. .,Ап, В) является тУ^тп-ыо.-
трицей. 

Прежде чем переходить к формулировке теоремы о квази-
обратном операторе, сформулируем некоторые вспомогательные 
утверждения. Пусть Ж (х, р, h) — /га-Х^-матрица с элемен-

-тами, гладко зависящими от xQRn, p£Rn, hG[0, 1] и растущими 
по (х, р) с производными не быстрее (| x|2 + |p[2)fe. 

Рассмотрим следующую задачу: (ср. § 5 гл. II) найти 
_. 2 i 

оператор Y(x,p, t,h), удовлетворяющий соотношению 

-Ш - ^ + [Ж (х, р, h)] [У (х, р, t, h)] = 0(hN), 
Ч(х, p,0,h) = /v(x), 

2 1 

(б.Ъ 

где p=—ih-j-, символ оператора Ж (х, р, К) есть mXm-ua-
трица, элементы которой принадлежат пространству 
Sco(RnXRn, C°°[0, -]), / — единичная /тгХ-^-матрица, v(x)6 
(gCo° (Rn). Введем операторы 
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Согласно § 2 их представления есть 

Ll=x1 — ih~^...,Ln^x—lh-~; L0=a. 
В силу предложения 4.1 для определения символа оператора 
'Г достаточно построить решение задачи 

(-ih-jp + X (a, x-ih —--, t, AJ) У (и, х, t, /i)-=0 ОТ, 
T|(-o = /.v(a). 

Ш j ' 
ложение 
Обозначим (i - j ffl(x,p*h)h й-=Жт(х,\р). Справедливо раз-

^ 
00 

А---0 

Пусть матрица #?(0) (х, р) приводится к диагональному виду 
и ее собственные значения .\x(x, p), ...,-X-(x, p) (l<tn) имеют 
постоянную кратность rJf j= 1, . . . , / . Пусть, далее, выполне­
ны неравенства 

Я(Л(л:,/7)<0, / = 1 , . . . , / , 
где Х7-Ни)(х,р)-}-Ши) (х, р). Пусть (А",/•")•—росток в фазо­
вом пространстве R2n, задаваемый уравнениями 

A"={^-=p, p — 0},. r"sO 
(Р*гфинадлежит малой окрестности U8 носителя функции \* 
см. § § 1 - 2 ) . 

Предположим, что при tg[0, Т] существуют решения систе­
мы Гамильтона 

ш=Чг{д'х+р)> q(-0)^> PeUe. (б.з> 
Определим в фазовом пространстве ~,2-+2 переменных 
(Ро> <7oi Р> Ч) семейство лагранжевых многообразий MJ+1 (x)< 
(с краем), зависящее от параметра XQJR". 

Положим 
Ж?+1 (х) - {р0 = - Я / (q (р, x, 0. л + Р Ф, х t)),p = x + p (x, р, fy 

•70 — *, q=q®,x,t)}, 
где р (р, x, t), ^(p, х, ^—решения системы (6. 3). 
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Определим комплексный росток гп+г {w0, w, z0, z) на М"+г, 

+-<*^-> + <•.$»). 
ш = (а^(Р,л:. *).•••.ok (P. x, t)), 
z = fa($, x, f),.. .,гя§, х, t)), 

г0=0, 
(w($,x,t),z($,x,t))^dg<%j(0,0), 

где y функции ~kj опущен аргумент (-у (Р., х, t), -x + p([3, x, t)). 
В гл. VI [7] доказано, что при каждом фиксированном 

значении параметров пара (M*+* (x), гп+\х)) является ростком. 
Определим на ростке (Mnj+l(x), rn+\x)) канонический оператор 
^{1Vn+i .1 отвечающий параметру h{to}+0 (см. § 5, гл. 1) 
Справедлива 

Теорема 6.1. Существуют матрицы <?-.,. ..,<р<, элементы 
которых есть гладкие, равномерно ограниченные по А с про­
изводными функции такие, что функция 

¥„ (a, x, t, h) = 2 » 1 ( I ) T i ) К X, t, h) 
есть решение уравнения (6. 2). 

Доказательство этой теоремы дословно повторяет доказа­
тельство теоремы 5.2 гл. П. 

Теперь мы можем перейти к формулировке теоремы о 
квазиобратном операторе. Предположим, что элементы FtJ(x, a), 
i, j=\,...,m, принадлежат SM(^"X-M'"), а сама матрица 
F(x,a,) является асимптотически р-кзазиоднородной степени 
г по х, т. е. (ср. § 1) 

ж 
F (X, а) = ^ EC) (х, а) + о (x, а) . 

Здесь матрицы E<*) (л., а) квазиоднородны степени rt по • х 
с одним и тем же весовым набором р15.. .,р„, т. е. справедливо 
равенство 

FW (XPl хи.. . ,1р"хп, а) = ХГ- FW (х, а), 
где r;>r,+1 + S, 8-const >0 . 

Элементы матрицы о удовлетворяют условиям 
а м дт 
дла -5ар <Сар(1 + |х|)^+м-1. 
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Матрицу о (л, а), элементы которой удовлетворяют этим соот­
ношениям, назовем подчиненной матрице F(x,a), матрицу 
E(°> (x, а) назовем старшей частью матрицы E(x, a), 

ЛГ 

а матрицу Ec(x, a)== 2F ( i ) (x , а) —существенной частью матри-
1=0 

цы F (х, а). 
Число г0 будем называть степенью асимптотической 

р-квазиодиородности по х матрицы F {х, а). 
1 п в+1 

Пусть L-,. ..,£„, а —левое упорядоченное представление 
1 п л+1 

операторов Аи...,Ап, В. Как и в § 2, предположим, что 
матрица 

F (А (У. •*)). • • • •М .У . 7 ?) . а ) , 

где ^==x£, i = l, . . . , » ; #/*+„ — ~'1—> А = 1, .. •,/и, является 
•За* 

асимптотически р'-квазиоднородной по у степени г с весовым 
набором Р ; , . . . , Р'п, Р;+1, . . . , рп+т, причем j>; — 1 хотя бы 
при одном значении .-6{/г+1, .. .,«+m} и выполнено условие 
Р; — Р/) 7 = 1, .. .,п, где (pi, . ..,р„) —весовой набор, отвечающий 
символу F (х, а). Обозначим 

F(Li{yrri), ...,Ln(y,fl),a) = f(y,ri, а). 
Из определения асимптотической р-квазиоднородности следует, 
что матрица f(y,i}, а) представима в виде 

/ (У, Ъ а)----Л" _ An-rFW (А-Р>, 7), а) + Л-1а(Л-Р'г/ , Ъ <*) - (6-3') 

где обозначено Л~Р'г/ = (Л—Р1 г̂, . . . , A_pm+nt/m+„), A2 = {sum} (jt.)2/Pi. 
Числа гг — г при г-=1,...,7И будем обозначать через е.. 
Из определения следует, что е ;<0, i = \, .. .,М. Таким 
образом, с р'-квазиоднородной функцией/7(у, % а) ассоциирован 
набор е = (е1, ...,еМ)-

Обозначим через T-Q/.Y;, а) старшую часть матрицы 
F(Li (У, -п), ...,Ln {у, 7)), а). 

Переходя к гамильтоновым переменным, в соответствии с пере­
обозначением переменных (2.3) ((2.3'), если символы L1 (у, ч\), ..., 
Ln {у, 7J) не зависят от т.) получим, что матрице тс (у, т., а) 
отвечает матрица Ж(р,д,и>). } 

Обозначим через Шх (р, q, о.) существенную часть матрицы 
F(Li (У> '>?)•» •..,/-- (t/, т)), а) в переменных (p, q, со). Ниже будем 
предполагать, что матрица Жг(р, q, ш) гладким преобразованием 
приводится к диагональному виду, ее собственные значения 
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|i1, . . . , | i , (Km) имеют постоянную кратность и удовлетворяют 
условию 

lm[j,/<0, i — 1, . . . , I. 
Пусть Хг (p, q, ш), . . . , Xj (p, q, ш) — собственные значения матрицы 
Ж{р, q, со) и пусть Sie-многообразие в пространстве перемен­
ных р, q, со, задаваемое неравенствами (2.4). Через Q--> 
обозначим множество точек (p, q, со), удовлетворяющих условию 

IX^p, .7, co)|<s, (p, q, со)бЙ1Е. 
Предположим, что матрица #?(p, -7> <•>) приводится к диагональ­
ному виду и кратность собственных значений Х-,..., X, не зави­
сит от р, q, со. Из этого предположения следует, в частности, 
что при достаточно малом е множества Qil) не пересекаются. 
Будем предполагать ниже е настолько малым, чтобы 
^ii)r\QiJ) = 0> i, j—\,...,lj, i=hj. Обозначим 

H(i)(p, q, co) — ReX;(p, q,u>), 
H{i)(p, q,ui)=:\mli(p, q, со), .? = 1, . . . , i. 

Решения системы Гамильтона 

py'U—p^, (6.4) 

dt а?Ф -7/ l-c-O - -Уоу i 
j 

где /6-7i ИЛИ /-n6-/2 С8 случае, когда СИМВОЛЫ операторов 
Li(y,rq) не зависят от -rj, jQj2, см (2.6)), будем называть i-м 

1 п re+l 
семейством бихарактеристик оператора F (Л1,..., А п , В ) . 

1 в п + 1 
О п р е д е л е н и е 6.1. Оператор F(A-,..., А„, 5 ) удовлет­

воряет условиям поглощения, если существуют такие констан­
ты Т > 0 , е>0 и т/, 0<т. '<~,что при любом г = 1,. . . , /таком, 
что множество Qil) непусто: 

1) на отрезке 0 < т < Г существует решение 
?(,)№l\/tf,.«-.'-). pw Ы;), pr,«,-.); .pi'WJf\«W 

системы (6.4), принадлежащее С°°. 
2) при 0 < т < Г и {ptfKqtfKah&i^ функция 

HW(p"(qV\pV\«^), q{l) №\ рР, со,,), со) 
неположительна, а при t = -' строго меньше нуля. 

1 п л+1 
О п р е д е л е н и е 6.2. Оператор F(AU..., Ап, В ) удовлет­

воряет глобальным условиям поглощения, если существуют 
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такие константы Г > 0 , е>0 и -', 0 < т / < Т , что выполнены 
пункты 1) и 2) определения 6.1 при (po'\ qa\ co)G2u. 

Справедлива 
Теорема 6.2. Пусть символ F(х, а) оператора 
г п л+1 

F (Аи..., Ап, В) — асимптотически р-квазиоднородная степени 
г по x матрица. Пусть существенная часть матрицы/(x, TJ, a) 
приводится к диагональному виду, причем кратность ее собст­
венных чисел постоянна и мнимые части ее собственных чисел 

1 п п+1 
неположительны. Если оператор F(Au...,An, В ) удовлетво­
ряет условиям поглощения, то он квазиобратим. 

Доказательство этой теоремы во многом совпадает с 
доказательством теоремы 9.1 Введения, приведенным в [7]. 
Здесь мы остановимся на некоторых различиях, связанных 
с тем, что символ квазиобращаемого оператора является 

матрицей. 
Справедлива следующая 
Лемма 6.1. Пусть матрица F- (х, а) — старшая часть сим­

вола F(x,a), асимптотически р-квазиоднородного по х. Пусть 
О (х, а)—-р-квазиоднородная по х с тем же весовым набором 
матрица такая, что элементы матрицы FflQ принадлежат 
S°° (-^"X Rm)< Тогда существует последовательность матриц 
t).v(x,a) с элементами из S00 (RnXRm), удовлетворяющая 
соотношению 

1 п л-И 
[F(Lu...,Ln, a )]vN (x,-a) = 0 (x, a)+-RN(x, а), 
где элементы матрицы RN(X, a) удовлетворяют оценке 

(RN)ij(x)a) = 0(\x\-N). (6.6) 
Доказательство этой леммы дословно повторяет доказатель­
ство леммы 3, [7], стр. 527. 

Рассмотрим конечное покрытие многообразия Мх = 

—1.2 (•*») к== lfXM" открытыми множествами {]/{; i — - 1 , . . . , 
S]. Пусть li — l^x, a), i~l,...,5, — отвечающее ему разбиение 
единицы. Рассмотрим набор р-квазиоднородных функций 

Ft (х, a) = /- (x1A-%..., хпА~Р", «). А = f _(x f t) 

Очевидно {sum}F;(x, a)=l . ' Обозначим через Ft(Au..., An, В ) 
i 

оператор с символом Ft(x, «)• I, где /--единичная матрица 
порядка тХт. Если мы найдем такие операторы 
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, , , 1 л л+1 ... 1 л л+1 

а){м\А1,...,Ап, В ), RW(Au...,Aa, В ) , что ^ ( х , .-) = 
— О-(И"") и 

1 И И+1 1 п Л+1 
l./(At .А„, В )}[ъ$(Аъ...,Ап, 5).] = 

1 га я+1 , , , 1 я re+i 
= Ft(Au..., Ап, В ) + R\!!

)(A1,...,An, В ), (6.6) 
то сумма vN = 2dv$ дает решение задачи о квазиобращении 

1 В Л+1 
оператора F (A., . . . . А„, 5). 

Покрытие {1/г} многообразия M1 выберем с учетом условий 
поглощения (см. определение 6.1). Пусть связные множества W{ 
и константа Г \ таковы, что 0<Т1<т/, UW/ioSs1 и 

J 
; H{i)(pw{qV\ p\t\ «>• ^), ? ( ' Ч # . ^ г ) , "-,-), ш)<0 
при (^г), рЧ\ а>)еа^пИ, i = l, . . . , ? • Обозначим №0= 
= - И Л ( и ^ 1 ) , Wo = V-x, . . . , 1 7 , ^ , 

*. у 
Замечание . Некоторые из множеств Q^\ i = 1, ...,<?, 

могут оказаться пустыми (т. е. соответствующее собствен­
ное значение не обращается в нуль). Поэтому, вообще гово­

ря, р<1 + \. 
По построению на множестве V- (т. e. WQ) ни одно из 

собственных^; чисел старшей части матрицы (символа) F (х„ a) 
, , , 1 л л+1 

не обращается в нуль. Поэтому оператор vy (At, ...,An,B), 
удовлетворяющий соотношению (6.6), существует в силу лем­
мы. Остается найти решения задач вида (6.6) при i---=l.. Обо­
значим через E-(x, a), i = 1, . . . , " , оператор проектирования 
на собственное подпространство матрицы Fc(x, а), отвечаю­
щее собственному значению i^. Применим оператор 

1 , в л+1 
•E-,(A-, . . . , Ап, В) при кф'г к левой и правой части равенст 
в а (6.6). Получим 

1 л л+1 1 л л+1 ... 1 п л+1 
[Ек {Аи . . . . Ап, В)} [F (Аи ..., Ап, В)} [v® (Аг, . . . ,А„, В)} = 

1 л л+1 1 л п+1 
^{Eli(Au...,An,B)\[Fi{Au...,An,B)\ + 

' +Ш\и{Аь ...Лп'%, .(6.7) 
(где в силу формул коммутации (см. [7]) RN\ k = 0<gi\x\~N). 
Из тех же формул следует, что существенная часть символа 

1 л л+1 1 л л+1 
произведения операторов Ek (Л1, . . . , А„, В) я F (Аи ..., Ап, В) 
^есть произведение матриц EA(x, a)F<,(.x, a). Справедливы ра­
венства (см. § 5 гл. 11) 
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E / / c EC-Eft P'AEft-
B силу предыдущих построений \ik (x, a) =7-= 0 на носителе 
Ft(x, а). Поэтому при й-f i легко видеть, что существует 
решение -DV (Ai, • •.. An, -5) задачи (6.7). Для построения 
решения задачи (6.7) в случае k==l рассмотрим задачу Коши; 

п л-Н 1 п и+1 
-»А--- £ + [ Е , ( А . • . ., L«, «)] [F(Li, •. . , L„, «)]¥#> = 

-0 (A-^ ) , 
2 

1 п п+г , ^ ч 1 2 
фУ|*-о—1.-м(~-1 •---. а)]-Р( — ig-JPг С-Л-- «)• 

(6.8) 

где г-степень р'-квазиоднородности по х символа E(x, a)r 
функция р ( - i ~ ] та ж е , ЧТ0 в (1-17")- Рассуждая аналогична 
[7], стр. 526, с помощью ЛГ-формулы и равенства (6.3') пред­
ставим гамильтониан в виде 

1 ' п я+1 1 п л+1 
[--/ (А, • • •, L«, «)] [F (А, • • •, £„, «)] = 

—А1 1' Г / 1 - 1 ' , 1' , 1 л 2 -' 
^-(xA-p , -ZA-p -£-, - * £ , а, Ае] + 

1 2 

где 

+ (—;А-№^Л- р ' , - i A - p ' ^ , ~i~, а, i j ] , (6.9> 

обозначено .х:А~р' == (x-A I , . . . ,x„A "J, 

и символ оператора «%2г) есть произведение Ei(L1 (у, у], а),. . . , 
/--.(y,^, а), a)-F(Li(y> ^.-О, •••>Ln(y,4}, а), а). Поэтому матрица 
ЯЙ" .равна 

5$' -{*,£,. (6.10). 
Задача (6.8), в силу (6.9), сводится к следующей 

- i A - i A + 5 i P ^ . 4 - ( - i A - - ) ^ ' ) ] ^ ( a 8 , _ i - ^ , i f , ]---- • 

=о(л-), ^ (6Л1> 

Y# (a, - j ^ - , х, о )=р ( - t 4 ) F i ( i «)•• 
где у операторов #.?2

 и .-̂ з опущены аргументы, указанные в. 
равенстве (6.9). 
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Применим к обеим частям уравнения (6.11) преобразование 
Фурье Eji--. Получим 

--Д"1 Ж + № + (-̂ 1Л-1)̂ з)(̂ Л-Р', - Г ' | , -*4.<-Л' 
ах r w T r « ^*a^—- >-<•-- иг»-*-й 

1 
. _^ 

^ ( a , 2 , — i - ^ , 0 ) = p(2)F;( — i A , a ) 

X 

(6.12Т 
2 2 i ' -. 2 

/ " / a-VM1/2 
Здесь Л-оператор, Л—l ^ - г - - г . Так как оператор 

ч * - 1 - 'dZ* / 
Л имеет номер V, т. е. действует самым первым, во веек 
промежуточных вычислениях, связанных с коммутацией опера­
торов, можно считать его просто параметром, A{to}oo. Поэтому 
задача (6.12) аналогична задаче, рассмотренной в § 5 гл. 1L 
(здесь роль малого параметра /г{to} 0 играет «параметр» А"1). 

Заметим, что матрица Жъ1) имеет в качестве собственных: 
значений \>.1 и 0. Соответствующие проекторы есть, в силу 
(6.10), Et и нулевой оператор. 

Для решения задачи (6.12) применим технику, изложенную' 

в § 5 гл. И. Пусть [А,, (*Л-р', - i A _ P ' ^ , — t ~ , a. А8]— собст­
венное значение матрицы Ж^ • Рассмотрим, следуя [7],. 
стр. 512, функцию 

Ъ (XQ, X5 Po. р-> ш> *ь *2> *8)-Нч (-- + А1-рЛ Аг-рР0; X, Х0; Л8),. 
где x0eRm, xeR", p0eRm, PeR'\ «- / -A"^, i=i, ..-.,&. 

d - f / р.ч def. - 1-n •. .. def / i _ n 

« l i :(A! l,...,A! i), ^(A 1 -^ A1 4 43 = U P w , . . . 
Л ,t+m). Функция т. зависит гладким образом от параметров 

п 
со, 011, х2, х3 при Л->оо, причем 2 (шг) - - • Пределом функ-

t-i 
ции тг при A{to} оо является i-e собственное значение старшей 
части F0 (*/,?,, а) матрицы f(y,v],a). Из условий теоремы сле­
дует 1тт г <6. 

Обозначим H p = Re 7г и рассмотрим систему Гамильтона 

^-—--i--(X0 , X; Р0, Р; ш, *,, *,, ч3), 

J"" - 5 - а р CXQ» X! -°0» P! Ш> Х1> Х2> чз)> 
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1F=-W(*0' X ; p°' P; ш' *•'*2 '*s) ' ( 6 , 1 3 ) 

dX^ Ш~(Х^ X; P°' P' (U' *-' *2 ' "З^' 
(XM, X0|x-=o) = ^0; Po|t-o-=0; .P|,_o=0; 

J°=(?l C - . ?«+,*)• 
В силу условий поглощения, наложенных на предельную 
функцию Гамильтона H ( i —HmH^, когда параметры (q0, со) 

Л—>со 

системы (6.13) лежат в области 0<г), решение этой системы 
«существует при 

Х1--0; х2-—(аа),...', .С,)), -.(О _ {^ 

Поэтому по теории возмущений можно построить такие функ­
ции X0, X, Р0, PQC00, которые удовлетворяют системе (6.13) 
с точностью до гладких функций, имеющих оценку О (Л_Лг) при 
A{to}oo (VV>0 — любое число). Обозначим через gx

H(i) сдвиг 
вдоль этого асимптотического решения. Рассмотрим систему 
уравнений 

У_б!ту<| , д-уг 1F/ , a=yj_ 1F/ , -З-уг 7 , д2уг у 

;„, _ aimy; . d-y. 7 , dsyi • 7 , a-уг tpy , 

d'yi 
дХ0дР •W, (6,14) 

iV— д1щЪ i д2Уг у I дгуг -- , -3-у; --., , д-уг w 

Й70-=-(Нф,.... W$->), ^ — (IF(1),..., H?<n)), 
Z0 = (za)1...) z(-)), Z—(Z(1),..M Z(w)), 

Z |..._0=Z0 |T=0 = Г |-.-o = Wo |x=o •== 0 
(здесь у функции тг опущены аргументы (Х0, X; Я0, Р; со, «1, х2, 
«з), X0, X; P0, P-асимптотическое решение системы (6.13). 
Обозначим через dgx

y преобразование (ср. гл. 1), переводящее 
начальные данные системы (6.14) в ее решение. Пусть 
щп+т) гп+т)_росток, задаваемый уравнениями 
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Мп+т = {Х0 = а, Х = 7], Р — Р ~ 0 } , Гп+т = 0. 
def 

Используя преобразования (gl (.-,. dg* \=Dg* аналогично § 5 
гл. 11, построим росток (M"+ffi+1, rf+m+1\ и определим канони­
ческий оператор в N-u приближении на ростке Шп+П*+1, r1+m+l), 
отвечающий параметру Л-> оо. Обозначим его CfC^l+m+i. В силу 
результатов § 5, решение задачи (6.12) можно записать в виде 

ИЛИ' _ ; А I J \_/*•<"> W 2 2 * 

где - = <р (a, z, ев, *-., х2, *з> Т) — гладкая функция на ростке 
fУЙГ"+т+1, гп+т+г). 

Применив преобразование Фурье Fz.+X, получим 
, 2 2 

¥ # (а, *, _ i JL, х) = ( ^ W i ? ) («, x, - i a j - •-)• 
В силу неравенства , диссипативиости и условий поглощения 
при -. = -/ на ростке (M?+m+l, rf+m+1) в любой карте Щ любой 
зоны S /K выполнено неравенство 

©о -̂  /•-• 
где §/,-энтропия в карте £/*, а Сй >0-константа. Поэтому 
в силу определения канонического оператора (см. § б гл.II) 

на ростке (Mf+m+1, •r$+m+1) функция •"/$ la, x, — i-—.1-] Удов­
летворяет условиям (1.18), из которых точно так же, как и в 
скалярном случае, следует, что функция 

г 2 
*#•> (a, ^.-^{[(iA-H-i) 47$ (а, x, -I ^ , -xj] 1 Ц d" 

о 
является символом оператора, который удовлетворяет соот­
ношению (6.7) в случае к = L Теорема доказана. 

Приведем вариант теоремы 6.2, отвечающий глобальным 
условиям поглощения. 

Теорема 6.3. Пусть выполнены условия теоремы 6.2. 
1 п п+г 

Если оператор F (Аи ..., А„, 5 ) удовлетворяет глобальным 
условиям поглощения, то он квазиобратим и символ *N(x,a.) 
квазиобратного оператора равен 

Ту/ 2 -1 

xN (х, а)=\ _ ' ( - * 2 - + я + 1 ? ) («. х, - i £•, т)»А--« 1 (х) dt 
о L'=- ' 

(обозначения здесь те же , что и в теореме 6.2). 
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Приведем набросок доказательства этой теоремы. Для 
построения символа квазиобратного оператора для оператора 

1 л я-И 

F(AU, , . . , Ап, В) рассмотрим задачу Коши 
2 

/ - Л - " "+1 \ / ! д Л 
( -&'- • -I- + [F(L-, .. ., L„, «)]) ¥*(<*, X, -l£, <с)---

-=0(А-^, (6.15) 
2 

T J v | t - o = / - p ( - t ^ - ) , 

где A=A(jc), 7—-единичная матрица порядка mXtn, функция 
Р (т.) та же, что в (1.17). 

Рассуждая аналогично [7], стр. 526, с помощью /С-формулы 
1 п л-Н 

и соотношения (6.3') представим оператор E(L1, . . . ,£„ , a ) в 
виде 

1 в я - и • Г г / 1 Г v , д . д 2 г \ 
E ^ , . . . ,£„ , a)=Ar[^-(xA-P', - i A - P ' - - , -*—,а ,А- ) + 

+ (-iA-i)^3LV'A-P', -iA-P'A-, - i A , a, A«)] (6.16) 

(обозначения здесь те же, что и в:(6.9)). Символ оператора Жъ 
есть существенная часть символа A~rF(y, -j, a). В силу (6.3'), 

ЖУ{ХА-Р', 6А-Р', ~j, а, А")— 
/V 

= 2 Ar-~7(')(--i(-«---p'. -А_р'> а)> • • -, L„(xA-p', ЕА-Р', а), а), (6.17) 
г=о 

где обозначено яг = г/г, i— l, ...,/г, •>; —Уи+у> ]' = \,...,т. 
В силу равенства (6.16), задача (6.15) сводится к следующей 

( _ а - ^ + [ ( ^ 2 + (_г-А-1)ад(^А-р', -iAP'gl, _ j ^ , a. A-)]) X 

г 2 

X ^ f a . A - . - i A , ,)-0(A--V),] 

- <Mt-o-/-P ( - * £ ) . (6.18) 

Применим к обеим частям уравнения (6.18) преобразование 
Фурье Fx-lz. Получим 
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X-fJV(a,-i-^,8>{cdot}x]--=0(A--V), 

t.v|{tau}=o-=7-p(z). "(6.19) 
Напомним, что через ^ = ^(1/, 4 a), i = l, . . . , | , мы обозначили 
собственные значения матрицы F.(y, т,, a). Используя системы 
уравнений (6.13), (6.14), построим для всех t = 1, . . . , z росток 
(M"+w+1, r?+m+1). В силу результатов § 5 гл. II решение зада­
чи (6.19) имеет вид 

+"-=2 № m + l t P i ) (*• -1ъ>*> *\ (6-20) 

где ср. — гладкие функции на ростке (M"+m+\ r'/+m+1), 
i — l, . . . , / . Из условий поглощения и неравенства диссипа-
тивиости следует, что при ---—<-/< Г в любой карте UX; зоны 
2j,, -cM?+ m + t выполнено неравенство 

ImS.*0 >.-*,,, (6.21) 
где с/г,*-— const, k пробегает множество номеров карт ростка 
(МГЬ"!+1, rf+m+l), i = l, . . . , ; , S^-энтропия в карте Ub. 

Применим преобразование Фурье Fz-*x к функции tyN, опре­
деленной равенством (6.20). 
Получим 

2 1 l 2 г 
^ ( а > ~ ' ^ » Л' 'с) = 2 (-*Iif+m+-<P.) (a' ""' ЭГ' •х' Т 

Из неравенств (6.21) и определения канонического оператора 
(§ 5 гл. Л) следует, что функция 

с 
i|>jv(а, т], Х , - ) - 2 (^в+я+1Ф|) 0х' 71> *» т) 

удовлетворяет условиям (1.18). Из этих условий так же, как 
и в скалярном случае, следует, что функция 

г 2 . 
gN (х, a ) - i \ \ [[A (x)r+ 1 X?N (<-,—i g j , *, *)] 1 (*)} dx 

о 
является символом квазиобратного оператора для оператора 

1 п я+1 
F(Au...,An,B). 
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Приведем аналог теоремы 9.1 Введения из [7] для 'случая 
операторов с матричными символами. 

Рассмотрим однопараметрическое семейство m-мерных мат­
ричных символов F(-*b. • • >xn, a, 1), где |— параметр, 0<g<oo. 
Пусть 

lira F (хи ..., хп, а, 1) -=f0 (хи ...,хп, a)6S°° (Rn X Мт). 
I-J.OO 

1 Л И+1 

Рассмотрим семейство операторов F (Аъ ...,Ап, В , •;). Пусть 
1 л п+1 

L1, ...,Ln, а—левое упорядоченное представление операторов 
1 П П+1 

Ах, .. .,А„, 5 . Предположим, что функция F(L(y, -,-), a, i;), где 
tfi=xh i = \,...,п; */„+• — — i—-г, Л=-1, . . . , л , 

является асимптотически р-квазиоднородной по у, % степени г 
с набором весов р1, ...,р„+ш, причем pt — 1 хотя бы при одном 
i6{n+1. •• . ,«+m}. Будем предполагать, что спектр набора 
операторов Аи...,Ап связан с параметром !• 'следующим 
образом: совместный спектр набора i~ptAu ...A~PnAn лежит 
в шаре | x | < d , d—-некоторая константа. 

Введем • переобозначение переменных (см. стр. 67). 
Пусть /-—максимальное подмножество множества {1,...,л} 
такое, ЧТО р^=1 при /6.71, а через J2— максимальное 
подмножество множества {l,...,7n} такое, что р„+у — 1 
при /бЛ. Заметим, что по предположению множество У-
не пусто. Положим 

».=/ --i. t{in}{i,...,«}\Л> 

Ь-=?!> 1 = 1,...,Л, 
у , = / A t i ' •*G-j2i 

Замечание. В случае, когда гамильтониан оператора не 
зависит от т), переобозначения переменных производятся по 
формулам, аналогичным приведенным на стр. 68. 

Обозначим через и (у, т., а, £)' старшую часть матрицы 
F(L(y, т.), а, Ц) и пусть ^f(p, q, to, v)-матрица, полученная из 
матрицы л (г/, TJ, а, Щ с помощью введенного переобозначения 
переменных. 

Через Ж\ (р, q, to, v) обозначим существенную часть матрицы 
F (L (у, 7)), а, -;) в переменных p,q,w,v. Аналогично тому, как 
это было сделано в начале параграфа, сформулируем условия 
поглощения. Единственным различием, связанным с наличием 
дополнительного параметра v, является добавление неравен 
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ства M < d к неравенствам, определяющим многообразия Qil\ 
2ie . Справедлива 

Т е о р е м а 6.4. Пусть оператор F удовлетворяет условиям 
поглощения. Тогда существует последовательность символов 
gN (x, a, £)бС^ (RnXMm), зависящих от параметра S, таких, что. 

1 п п+1 1 2 п л+1 
[F {Аи •. •, А п , В )] [gN (Au А 2 , ... А п , В ,£)] = 

—я0(гр,л1,...,гр"Л„)+^(Л, ...,л„; пв?г), 
где RH(XU .•.,.*•«, а, •?)--= 0^(1x1"^) для любого 7\/>0 равно­
мерно по i. и а, Р0(хг, ..., хп) — функция класса С", равная 
единице в области | x | < d . 

Для операторов с символами, зависящими от параметра,, 
справедлив также аналог теоремы 6.3. 

В качестве примера, иллюстрирующего теорему, построим 
формальное асимптотическое решение задачи Коши для раз­
ностных схем. Введем сетку 2Л в пространстве JRlxR" 

it, y)eQh&{t = /ih, y l = j l h , ...,yn = j n h ) , 
где п, jj, . . . , /„ — произвольные целые числа, включая нуль-

Рассмотрим следующую разностную задачу Коши 
„ft+l ,,А п 
Uh In—U]i,~-.J„ __ V . r ( i ) 

" h ~~ JU^h in 
1-1 

Uh / . •+! In "••'• H - 1 ' • • • ' h i , -ft+1 /c o n \ 
ft ' + //..••••/„> {Ь.Щ 

где G;'!...,/„ — вещественные mX^-матрицы, являющиеся су­
жением на сетку 8Л матриц С( '(г/) с гладкими ограниченным 
элементами, а*, ./,,, /*, /„— сеточные функции, заданны 
на сетке 2Й. Относительно функции / £ -,, предположим, что 
она обращается в нуль во всех узлах сетки Qft, лежащих 
вне компактной области Л, Дс[0, Т]. 

' С ПОМОЩЬЮ теоремы Котельникова (см. [З])1 сопоставим се­
точной функциии <$u...,in, удовлетворяющей условию 

llnH 2 \<?'L ; / < о о , (6.23> 
'!>h in 

целую функцию fh(t,y), удовлетворяющую условиям: 

1) ТА (•*-. / А • • •• hb)=-9h -/„"• 

2) $ \n(t,yfdydt< оо. 
Rn+i 
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Положим 

\2к , 
.-=o;.:-,n lb/not фщ 

h"+1 . i ?/.....,/„« *-1 -^Л . 
ft. A ./n 

Нетрудно проверить, что определенная таким образом функ­
ция <?h(t, у) удовлетворяет всем требуемым условиям. 

Обозначим через fh(t,y) функцию непрерывного аргумента, 
построенную по сеточной функции Fkj ;. с помощью форму­
лы (6.24). 

Предположим, что построена непрерывная функция, являю­
щаяся решением задачи 

U(t + h, у, h)-U(t, у, h) _-\c<iwy,y, 

^U(i + h, yu -.., t/i + fi, yi+l yn, fi) — U(t + h, yu ...,yi — h, ...,yn, h) . 
x h "Г" 

+ fn(t + h,y), (6.25) 
U(0,y, A) = 0. 

Очевидно, сужение функции U(t, у, h) на сетку Q,.. является 
решением задачи (6.22). Поэтому построение формального асим­
птотического решения задачи (6.22) сводится к построению фор­
мального асимптотического решения задачи (6.2Б). 

Отметим еще, что из оценок 

следует, что совместный спектр операторов —Ihj-, ..., —ih^~ 
лежит в шаре |x|<i-]/r/z. Обозначим 

- 4 i=— lW> Л - = — *§"--. ••••Л-ы——i— j l - = —. 
Bi = t, fi. — y!, .. . ,£.1+1-г/„. 

Нетрудно проверить, что левым упорядоченным представле­
нием введенных операторов являются операторы 

г — • д г _ • д 

Lx — Xl — i—s . ..,L„+1-x„+i —tg-£—, a. 
Используя введенные обозначения, перепишем уравнение (6.25) 
в виде 
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1 - - l - M . Й , 1 2 2 1 
! _ ! _ _12CW(B i t ...,Bn)sinГ-Л, 

- S 1=2 

U{Bx + h,Bb...,Bn)-

==Д(5). (6.26) 
Формальное асимптотическое решение задачи (6.26) построим 

с помощью некоторого Д-квазиобратного оператора. Именно, 
рассмотрим оператор 

1 1 2 def i ^ p - l - M , 'it,1 2 
F(Au...,An+1, B, t)=~l * +s ;Sc ( - ) ( .g )s in6- -A t -

S i—2 
/ .ч+l Ч1/2 

-iE.cp^h+g^j - (6-27) 
где функция ср(а1) —та же, что и в примере на стр. 76. 

Переходя к переменным р, q, w, v, получим, учитывая заме­
чание на стр. 126, 

ге+1 

Ж{р, q, со, v) = ! _ L 2 - _ + ^ 2 c < % „ + 2 , ...,«72„+2)X 

Xsinv(«i + p„+j) —iEcp(^+2)( 2(Шг + Р"+г)2] . 

Проверим, что оператор F удовлетворяет условиям погло­
щения. Собственные значения матрицы Ж (р, q, ш, м) имеют вид 

e - iv( (o e + P „ + 1 )_ 1 

•Ч ( p . <7> ->, ч) = И г (<7я+2. • • • . ^ « + 2 -

/л+1 \1/2 
ш2 + pn+2. • • •, «Wl + p2*+2» )̂ — -"? (<7»+l) I 2 (Ш« + Pj^ j » 

i = 1, . . . , m, 
где fi—собственные значения матрицы 

Я+1 

~ _ G(0 ( W . • • •> -72n+2)sin^ K + JVn). 
г-=2 

Предположим, что при всех % существуют решения системы 
Гамильтона 

А 4 — - ^ " - ^ . ^ . « . А 
( Р ( ( ) (0), ?<г) (о),<•>, v) е ^ 8 . 
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В силу системы Гамильтона 
£j'> = cosv((o1 + />B+1), p„+1 — 0. 

Заметим, что для любого s > 0 из неравенства 
| cos v(№1 -+-/7„+1)|< 1 — s следует неравенство ImX-<-•—. Если 
же значения функции cos v(u.-+pn+1) на некоторой траекторий 
q (q0, со, т) близки к единице,, то при достаточно малом в при: 
% — Тг эта траектория пересечет границу полосы [0,7]Х-*?". 
Так как 1тХг<--ср(<~я+г), ТО при qx>T lmX.<0 при всех г. 

Таким образом, оператор F, определенный равенством (6.27),. 
удовлетворяет глобальным условиям поглощения. Поэтому в 
силу теоремы 6.4 оператор F квазиобратим и символ квази-
обратного оператора имеет вид 

v.N (хи ..., хп, a, £,)=J x'N (х, a, x,h)e h d~, 
о 

где функция -/Д. является решением задачи: 

- 1ж - т 2 c W ( a - ' • • • • a«+osin {(•«* - «-4, 

--•?ы2(-+(-**-*-4гЛ \I/2 

ft=2 

- A \ v' (x , a , T, S ) - 0 ( [ J : | ) , 

•л' (Л'2, . . ., x„ + 1 , a, 0, H) = P 0 (JC) 
и не зависит от хг. 
Докажем равенство 

(6.28> 

Имеем 
к (11, ...,A„+1,E, 1]мв)= лп 

г. -
' - А Л , J 1 1 2 

хя(Ла, . . . ,A„,E, i.)d~. МВ) = 

= j {К, (Л, • • •. Ая, 5, |)] • f exp f—^—--}] Л (5)} dx. 
о ' 

Таким образом, задача сводится к вычислению выражения; 

У = {ехр \х е
 а ' - 1 A0U) 

<=о 
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причем - > 0 , fh(t,y) = Q при t — kh, k<0 . Имеем 
я/ft 

/ - [ ^т/йехр{|^Ы/й(С0,г/)Л0, (6.29) 
- я / А J 

где / й (С0, г/) —преобразование Фурье функции fh(t,y) по 
переменной £ 

Л (Со, У) = Л 2 «-•"•'•./* (у, h). (6.30) 
В силу (6.24), 

л 

/.to.*)-(i)" 5 «•«.»*• J Л...,„ Д""« . 
1>->.й|<я Л ./„ 

По условию, /..(£/, h) = 0 при k<0 . Сделаем в интеграле (6.29) 
замену переменных е-т^ = г. Получим 

у-'$«^72л<М)*»)т-°-
i-Hi V*>i / 

Равенство (6.28) доказано. Поэтому сужение функции 
«(Л y, ^) = [Х.у (Аь . . . , Ал+1, Ь, б)|] / Л (г., г/) 

не сетку Q/i является в полосе [0, Г] X-Rn формальным асимпто­
тическим решением (по гладкости) задачи (6.22). 

Используя полученное формальное асимптотическое решение 
по гладкости, нетрудно, аналогично тЬму, как это проделано в 
[7] для случая уравнения кристалла, получить асимптотическое 
разложение по h решения уравнения (6.22) и связанные с этим 
разложением эффекты (шлейф осцилляции и т. д.) 

Авторы пользуются случаем выразить благодарность 
С. Ю. Доброхотову за ряд ценных замечаний. 
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