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В в е д е н и е 

W / ? -кольца ( weak Bezout rings) введены П.М.Коном в ра­
боте [ i j . Ниже мы приведем все необходимые определения, понятия 
и свойства, относящиеся к этим кольцам. 

Мы будем рассматривать такие *W23 -кольца, в которых выпол­
няется условие факторизации ( т о есть каждый ненулевой и необрати­
мый элемент в них разложим в произведение простых)*^. Доказанная 
Коном факторизационная теорема для таких колец состоит в том, что 
два разложения 

элемента на простые 

во-первых, содержат одинаковое число множителей:, /т =srz i 
во-вторых, существует перестановка ?Г такая, чтор^ по­

добно <цЖ(£) (pt^yzct))-
Из наших рассмотрений, в частности, вытекает следующее допол­

нение к этой теореме: 
Пусть ( % - произвольный двусторонний простой идеал ( соб­

ственный) W3 -кольца. В разложении ( I ) выпишем последователь-

Под простым элементом понимаем необратимый элемента,аФО, 
не представимый в виде произведения двух необратимых элементов. 
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но все простые множители, принадлежащие С£ : 

Свойства разложения (I) далее таковы: 

г? Рг,~9/,'->&«~-9/*-
Перейдем теперь к другим результатам работы. 
Пусть Р=-А [X] -произвольная ассоциативная свободная ал­

гебра над некоторым полем J< со свободным* порождающими X 
П.М.Кон показал ( см . \ \ ~ ] ) , что /7 является W29 -кольцом ( j c -
ловие факторизации проверяется тривиально;. С другой стороны , в 

[ V ] он показал, что в /7 любые два разложения однородного зле-
•мента на простые ассоциированы д р у г ' с другом, то есть почленно 
простые одного разложения ассоциированы с простыми другого разло­
жения. 

Надо отметить, что свойства элемента алгебры /7 быть одно­
родным зависит от т о г о , как "навеиить" степени на свободные поро­
ждающие из Л . Так что возникает вопрос о том, можно, ли в тер ­
минах, не зависящих от понятия степени, выделить в свободной ал­
гебре какое-нибудь множество элементов с однозначным разложением, 
которое содержало бы однородные элементы (.при любом определении 
степени) . Доказываемая ниже теорема I про Wz£? -кольца с уело -
вием факторизации позволяет в случае кольца /7 указать полугруп­
пу, которая содержит указанные элементы (и не только и х ) , и каж -
дый элемент _которой обладает однозначным разложением. 

Пусть /7 замыкание кольца /7 по естественной топологии . 
Другими словами, /7 является кольцом формальных степенных рядов 
над полем /< со свободными порождающими из X . В / 7 два глав­
ных правых идеала & . / ? и S/7 имеют ненулевое пересечение т о ­
гда и только тогда, когда один идеал содержится в другом [ 3 ] . От­
сюда легко вытекает, что в /7 элементы имеют однозначное разло­
жение. Этот же факт получается и из теоремы I . 

Будет показано, что в \</3 -кольцах (.с условием факторизация) 
всякое "естественное" утверждение о двух разложениях элемента на 
простые достаточно проверить на элементах, разлагающихся в произ­
ведение двух простых множителей. В частности, упомянутое выше д о ­
полнение к факторизационной теореме Кона доказывается именно та­
ким образом. 
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§ I 

Рассматриваются ассоциативные кольца без делителей нуля и с 
единицей -/¥=-0 • Пусть р такое кольцо. Кольцо / р из рас­
сматриваемого класса колец называется \ * / £ -кольцом, если вы -
полнены следующие условия: 

а ) для любых главных правых идеалов a.7t? и г/ур кольца / 2 
а.7? п , то есть пересечение есть главный пра -

вый идеал; 

в ) если с/Фо в о ) , то есть если пересечение ненулевое, 
то 

а£+£ /2= ср. 
Следует заметить, условия а ) и в ) в совокупности равносиль­

ны условиям а 7 ) и в 7 ) , которые являются левыми аналогами уело -
вий а ) и в) ( с м . ) . 

Поэтому, хотя в дальнейшем мы будем иметь дело с правыми иде­
алами, для всех утверждений будут справедливы также и их левые 
аналоги. В дальнейшем кольцо Р у нас будет W / ? -кольцом в к о ­
тором каждый элемент разлагается на простые. 

Под простым идеалом в кольце Р понимаем, как обычно, дву­
сторонний идеал, фактор-кольцо по которому ненулевое и без де­
лителей нуля. 

Элементы & и £ кольца Р подобны (<2~-6) ,если пра­
вые р -модули и ^/s/Z изоморфны. Заметим, что тогда 
изоморфны и левые g -модули и , и наоборот ( с м . р Э . 
В частности, элементы <2г и S подобны, если они ассоциированы, 
то есть если a. — £.f 3 £ г , где £ / и £ 2 - обратимые эле­
менты. Легко видеть (.|jQ , 2 . 1 ) , что элементы сс и S кольца 

£ подобны тогда и только тогда , когда в А2 существуют эле -
менты Tj^jZ, £ такие, что 

а) = / ; 

в) d ; ( I ) 

[ с) аРп yg=dp . 

Ввиду факторизационной теоремы Кона ^см. введение) , для каждого 
элемента Ссе Р; СсФО, определено неотрицательное целое ч и с ­
ло % (О.) такое, что - число простых множителей Яри раз ­
ложении элемента на простые. 
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Относительно числа ^(d) отметим, что если а: подобно $ 
и £ ( & ) определено, то есть а ¥-0 , то и определе­
но, ( [ i ] , 2 . 2 ) . 

§ 2 . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I . П у с т ь ^ Г - п р о с т о й и д е а л 
в к о л ь ц е / ? . Е с л и S и а: е т о &eCfc . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение вытекает из определения просто ­
г о идеала и условий а ) и в ) из ( I ) . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 , П у с т ь / 7 и ^ " - п р о с т ы е э л е ­
м е н т ы к о л ь ц а /Р . Е с л и р р п<р (о) 
ъ р р ± % £ , т о р£+g/Z= /2 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Та:< как Р - W& - кольцо, vopA?+^A?=SP 
Тогда p=S$',g—SS" . Если бы S было необратимо, то s / и 

S" - обратимые и р£=дР=д£ . Поэтому Sp = A? 
СЛЕДСТВИЕ. П'у с 1 ь ^ - п р а в ы й и д е а л в /р, 

£%*Р . рр^фд'ФО . г д е ^ / ) / ^ ^ / - э л е ­
м е н т ы и з /р , /7; ^ - п р с 1 в е и п р и н а д л е ­
ж а т ^ . Т о г д а р/В — ^Р 

Собственный (правый) идеал кольца Р назовем & -идеалом, 
если он выдерживает умножение слева на обратимые элементы. 

ТЕОРЕМА I . П у с т ь < ^ - < £ - и д е а л , / ? •pZj~JP*&-9z 
п р о с т ы е э л е м е н т ы к о л ь ц а / Р , п р и н а д -
л е ж а щ и е С% • П у с т ь , д а л е е , 

Р, •Р2----Рп=<?/ '<?г ' <?гг -
Т о г д *РГ?,£,, рг=£7'92%,-">Р£=££/?с£*-">Р'?&?ъ-

Доказательство получаем индукцией, пользуясь определением 
£ , -идеала и предыдущим следствием. 

Рассмотрим пример, когда кольцо Р есть свободная алгеб -
pa Р . Совокупность элементов алгебры / 7 , свободный член к о ­
торых равен.нулю, образуют, очевидно, простой идеал Р0 • Прос -
тые элементы из Р , принадлежащие Ра , порождают полугруппу/^ , 
которая содержит в себе полугруппы однородных элементов (при лю­
бом допустимом навешивании степеней на образующие элементы). Лю -
бое разложение в Р элемента из Р, на простые' состоит из про­
стых, свободный член которых равен нулю (ввиду факторизационной 
теоремы Кона и предложения I ) . Следовательно, ввиду теоремы 1 ,это 
разложение однозначно ( с м . введение) . 

Для кольца / 7 из введения дело обстоит еще проще, посколь-
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ку « с е необратимые элементы в Р образуют £ , -идеал. 
ЛЕММА. П у с т ь р и - п р о с т ы е э л е м е н ­

т ы к о л ь ц а Р 

рр 7= d=t=0 и р р n y g = с/Р. 

Т о г д а л и б о р ' и ^ о б р а I и к н е ( . в этом слу­
чае р—<7£ ) , л и 0 о р у и - п р о с т ы е . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если р=<7£, £ - обратимый, то тогда, оче ­
видно, р / и <2/- обратимые. Пусть теперь / ? * • ( ? £ , т о есть/?/£У££?. 
Ввиду предложения 2 имеет место соотношение pp+<gp — £ , то 
есть существуют элементы сс и z такие, ч т о / ? - 2 * + ^ Г = / . Учи­
тывая условия в лемме, вспоминая ( I ) из § I , получаем, что р и 

q ; подобны. Значит, /^^(р)—^ (д/) , то есть - прос -
той. Далее, £ (рр/)=у-^ (р/)=^ (д<7/)=-2 . Поэтому и /? 7 -про­
стой. 

Лемма доказана. 
ТЕОРЕМА 2 . П у с т ь р / , . . . ) р п ? y / f ^ - п р о с т ы е 

э л е м е н т ы к о л ь ц а р,гг* 3 ^•Р/-р2'-''Р^=9/'^'--р^ 
Т о г д а л и б о Р/—<?,€-,£ - о б р а т и м ы й , л и б о 
p2"pn,%2'—'$sz.ePc « г д е с - н е к о т о р ы й 
п р о с т о й . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если р . то < ? , £ , £ . ~ обра -
тиный. Пусть . ^ ы р р / У ^ Р ^ с / Р ^ ^ р р ^ , ? ' . 

Р, (Рг.:Р/г)—ф/ (92—9П^~ ' ЕСЛИ бЫ ЭЛеМеНТ 

ратимый, т о , ввиду леммы, элемент / 7 ? . . . / ? / £ должен был бы быть 
простым. Но это не так, потому что по условию . Поэтому 
С-''£ Рс , где С - простой. Отсюда следует теорема. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Пусть имеем два разложения элемента CZ с£{ZtJ=/7-/ : 

Относительно элемента £ , полученного из <зг умножением справа 
(соответственно, слева) на некоторый простой элемент, мы будем г о ­
ворить, что он получается из о: с помощью преобразования I ( с о ­
ответственно, преобразования 2 ) . С помощью теоремы 2 легко полу -
чить,что утверждение £ о любых двух разложениях элемента кольца/4? 
на простые справедливо, если 

1. утверждение справедливо для всяких двух разложений произ­
вольного элемента Сс с £(&J=-2 ; 

2 . если утверждение £ справедливо для двух разложений эле­
мента д. с ^ ((2)= П—/ и если элемент S с ^($—rz. п о ­
лучен из /2 с помощью преобразований I или 2 , то утверждение £ 
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верно и для соответствующих разложений элемента z9 ; 
3 . если для элемента имеем три разложения на простые, запи -

санные в виде последовательности из трех равенств, то из справед­
ливости Е для пары из первого и второго разложений, для пары 
из второго и третьего разложений следует справедливость £ для 
пары из первого и третьего разложений. 

ТЕОРЕМА 3 . П у с т ъ р г . . р п = - ^ / р 2 . ^ г с - д в а р а з ­
л о ж е н и я э л е м е н т а н а п р о с т ы е в к о л ь ­
ц е / ? . С% - п р о с т о й и д е а л к о"л ь ц а р и, 
н а к о н е ц , р ^ р - . , . / / 7 £ ; . . . ^ п о с л е д о в а 
т е л ь н о в с е п р о с т ы е и з э т и х р а з л о ­
ж е н и й , п р и н а д л е ж а щ и е . Т о г д а 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ч1ункты 2 и 3 предыдущего замечания выполня­
ются очевидно. Пусть p^—St , гдеPj t y jS ,? - простые.Пусть 
p;q<£(Z . Тогда ^.предложение I ) Sj£e££ . По теореме I 
р=££, ^£<7-t , £• - обратимый. Тем более p - S ,<?~£. 

Если р ; д ё (л , то р д ё CV , ste(Х} SeCV; teat. 
Теорема доказана. 

Поступила в редакцию 
5.УШ.1966 г . 
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