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И.А.Шахиров 

ОБ ОДЮМ ПОДХОДЕ К ИСШЩОВАНИЮ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУ! 
НМВЫСЖЙ СТЕПЕНИ ТОЧНОСТИ 

Рассмотрим квадратурную формулу (к.ф,) прямоугольников 
if i - Я ' . Л 
— / xfodsx—.ZjXfs^ . (х= xCs^e-C*)- (I) 

о 

по семейству равномерно распределенных на отрезке\0,2%\ узлов 

SK-sl~2&(9/tf Cs*~£%/c//V9 jc = 7rf 9ЖеЖ)9 (2) 
зависящих от параметра '& , где .^<г[#,/] ', С = С [ 0 -
множество непрерывных комплекснозначных 23Г - периодических 
функций действительного аргумента, Варьируя 0 в указанном про­
межутке (при фиксированном. /V ) , получаем всевозможные равноотс­
тоящие узлы на периоде. 

с Обозначим через Жп множество тригонометрических полиномов 
( т . п . ) степени не выше Ж . Известно tl,-с. 162]9 [ 2. с.119], что 
.к.ф. .прямоугольников по Ж равноотстоящим-узлам из отрезка\0 ," 
ВЖ] точна для любого полинома T C s ) , а также длянеко -
торых подмножеств т.пв степени /К при соответствующем, выборе 
этих узлов. Здесь эти результаты несколько усилены в'том 'смысле, 
что они являются .следствиями одной общей теоремы, в которой уста­
новлена связь меду точностью к.ф. прямоугольников для" т.п. "про-" 
извольнбй степени и расположением узлов квадратурной формулы на 
'периоде [0,2Я] . 

— yj. — 



Т е о р е м а. К.ф. (I) по узлам. (2) точна для т.п. -
произвольной степени т (rneM)% если выполнено сле­

дующее ограничение на его коэффициенты аа 9 , ̂ . Г^ = /,^г) : 

27 Ы) Cameos 2Ж@г-<$гМзж 2£6?г)=0 , (3 ) 

где[<£] - целая часть числа £ . 
.С л е д с т в и е I. Среди семейства квадратурных формул 

( I ) . - (2). существует хотя бы одна к.ф. (например, при , 
точная для полинома произвольной степени. 

С л е д с т в и е 2. Для каждого полинома 77s) е ̂ /V-l 
ществуют вполне определенные равноотстоящие узлы 

&K = S^2St0/At, Г̂ ^̂ ТЖ) , ( 4 ) 

зависящие от его 'коэффициентов при cos Afs и в&л А/& , и такие, 
что к.ф. (I) по этим узлам точна для полинома /7s) , где 0 е\0\ 
f/f; / / 2 ; 3/4} ,есж а„*0 , ; # e ^ ; ^ ; / j 
если ̂  , €„*0 %&е\0 •; / / ^ ., вот а^ФО * <?*г 

[0,*] » если же ^ ... 
С л е д с т в и е З . К.ф. правых ( S = 0), средних (0=1/2 ) 

и левых ( <Я = I ) прямоугольников по /V равноотстоящим, узлам, точ­
ны для любого т.п. фида 

Т($)~ T^/s^+^Son /Уз . (5) 
С л е д о т BHje e e 4. К.ф. (I) по уздам S^S*-M/2/V или 

^ e ' 5 / c fc^ffN) точна для произвольного т.п. степени Ж 
вида жT^ £(s) -ь-а^ cos/Уз . 

С л е д с т в и е 5. Не существует к.ф. прям.%тольников с 
W..равноотстоящими узлами из отрезка , точной для всех 
тригонометрических многочленов степени А/ « 

С л е д с т в и е 6« Тригонометрическая степень точности 
формулы прямоугольников по любым Ж равноотстоящим узлам из от­
резка [Оъ2М] равна Ж - / . 

Д о к а з а т е л ь с т в а теоремы и следствий. Нетрудно • 
шчиряшэтся следующие суммы: 



* г Z£$m Js*= senЩзтffifcfy+cosSFJ]-О tie If) ; (6 ) 

27 COS V 5 „ *̂ лг ^ C^Z^L (&)//}/) ~$£ic 5fJ 1 

Используя теперь ортогональность триногометрическои системы, со­
отношения (6), (7), ( 3 ) , вычислим для многочлена ^ левую и пра­
вую части к.ф. (I) по узлам. (2): 

1 / 1 С 
• I Т(в} ds = —z / a ds ~а : • 

. ^ V 1 ^ ^ 27 5 ^ ^ ) - — — ) =а ̂ -27 Сa, cos —— -

• СarN cos 2&&r- Srfif sm £Шг) -=-ao . 

Таким, образом, при выполнении ограничения (3) в формуле ( I ) 
достигается равенство, и теорема доказана. 

Для доказательства следствия I достаточно показать выпол -
нение ограничения (3) хотя'бы, при одном значении параметра 8 из 
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о т р е з к а - Д л я ЭТОГО обозначим-левую' часть (3) через ff0) 
( < ? е [ < 9 , / ] ). Ясно,, что эта функция непрерывна и интеграл от 
нее по отрезку [(?>/] всегда равен нулю. Следовательно, суще от -
вует хотя бы одна точка в я # ' е [ # " . / ] , где функция (СО) при­
нимает нулевое значение, и следствие I доказано. 

Если в условиях теореш положим тп ~2Af-£ то соотношение 
(3) примет следующий простой вид: 

• cos 2ЯО ~ ̂  sm 2$в ~0 . (8) 
В этом случае, как нетрудно убедиться, ограничение (8) выполняет­
ся при О- С£/2$) atcig I 1 ̂ -8* (допустимые значения 0* 
см. в следствии 2 ) . Следовательно, существуют вполне определен -
ные узлы вида (4) из семейства (2), зависящие от коэффициентов 

и ^ /-полинома TCs) с Р^_^ такие, что (I) по ним точна 
для ТСs) . Следствие 2 доказано, 

' Следствия 3 и 4 следуют из следствия 2 при = 0 и ^ =0 
соответственно. Пусть для: определенности а ^0 , а ^ - произ­
вольное действительное число, отличное от нуля. Тогда в (4) 0 
может принимать значения О , и / « Теперь ясно, что к.ф. 
(I) для узлов, соответствующих этим значениям, параметра & , точ­
на для полиномов вида (5). 

Следствие 5 также следует из следствия 2.. Действительно, 
предположение о существовании квадратуры с равноотстоящими фикси­
рованными узлами (т.е. в (2 ) 0 фиксировано) противоречит след­
ствию 2. 

Если в условиях теореш m ~Af~-£ , то, как: видно из ( 3 ) , ни­
каких ограничений на коэффициенты тригонометрического полинома 7^ 
не будет, следовательно, справедливо утверждение следствие 6 . 

Доказательство завершено. 
3 а м е ч а н и е . Из следствия I и аппроксимационкой теоре­

мы Вейерштрасса легко следует интегральная теорема, о среднем ^ 
(вернее, ее обобщенный вариант): для произвольной функции хе С 
существует 0(NeK) фиксированных равноотстоящих узлов из се -
мейства (2 ) (например, при 0^0 е[0,4] ) таких, что:,.к.ф. (I) 
по ним точна для я". А при Ж « / получаем обычную теорему о 
среднем [3, с .363] . 
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П.Г.Овчинников 

МЕРЫ НА ЛОГИКАХ ГДЦДЕРА И МАРШАНА 

Пусть ть 9 I еЖ , п *2 , I >2 ; W^tz • / и пусть О * 
"\0, . . . в .Множество С? есть группа относительно сложе 
ния по модулю /У . Через 27 обозначим наименьший ^ -класс 
подмножеств множества Q , содержащий все множества видаТ^/Г*-

, где /f £ £? [ I], Через Р(О) обозначим, алгебру 
всех подмножеств множества О . 

Т е о р е м а , . I). Любой заряд на Z продолжается до заря­
да на Р(О) . 2). Если ть или гг^1^2 , то любая мера на 
27 продожается до меры на P(Q) 3). Если /£ , Z >6 , то 

существует мера на 27 ,- которая не продожается до меры на 
З а м е ч а н и е . Утверждение I) .равносильно теореме I [ I ] . 

Мы приводите другое доказательство. Утверждение 2) в работе [ 1 } д о -
казано для частного случая Z -2 (теорема 2). К сожалению, в т е ­
ореме 3 [ I ] ошибочно утверждается, что если I *6 , то на Z су­
ществует мера, которая не продожается до :я.еры на P(Q) (на са­
мом деле это так лишь при п^2 ) • Для случая п = 5 в [ I ] 
говорится, что на Z существует мера JU , для которой 

^9Ъ ,«3 f 29S92,39 2,6). Покажем, что такой ме­
ры jk на 57 не существует. В противном с л у ч а е у ^ ( ( / Д ^ ] ) - / ^ ^ ^ ) ~ 

^О~р({1,2АУА({оАА) = М-0~5~-1 кО -противоречие. 
Д о к а з а т е л ь с т в о I ) . Пусть W и V - вектор­

ные пространства всех (вещественных) зарядов шРСО) и Z 
соответственно; линейное отображение б'. W V ставит в соот­
ветствие каждому jU elV его ограничение на И . Пусть flC€: 
Кег б и J U ( U ) ) ^ . . = J U ( { £ ~ A ) ^ 0 . Легко видеть, что тогда ju=0. 
Следовательно, dim /Сетб ^1 -У . Пусть $ £ V и -=• 


