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ФОРМИРОВАНИЕ ТРЕЩИНЫ ГИДРОРАЗРЫВА В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ 

О.Е. Ивашнев, Н. Н. Смирнов 

Введение. С целью п о в ы ш е н и я н е ф т е о т д а ч и п л а с т о в п р и м е н я е т с я т е х н о л о г и я ф о р м и р о ­
в а н и я т р е щ и н г и д р о р а з р ы в а . Д л я э т о г о в с к в а ж и н у п о д в ы с о к и м д а в л е н и е м п о д а е т с я в я з к и й 
п о л и м е р — ж и д к о с т ь г и д р о р а з р ы в а , к о т о р а я , н а д а в л и в а я н а б е р е г а н а ч а л ь н о й т р е щ и н ы , р а с ­
ш и р я е т ее. И з - з а в ы с о к о г о давления в т р е щ и н е ч а с т ь ж и д к о с т и п р о н и к а е т в п л а с т . В д а н н о й 
р а б о т е исследуется п р о ц е с с р о с т а т р е щ и н ы п р и з а к а ч и в а н и и в нее ж и д к о с т и с у ч е т о м ее 
п о т е р ь н а п р о с а ч и в а н и е в п о р и с т у ю среду. 

Допущения* I. Б у д е м с ч и т а т ь , ч т о справедливо следующее с о о т н о ш е н и е м е ж д у ш и р и ­
ной т р е щ и н ы 5, ее в ы с о т о й h и длиной L ( р и с 1, а): 6 <^h<^L. 

П р о в е д е м д в а сечения т р е щ и н ы п л о с к о с т ь ю yOz — плоские сечения П е р к и н с а . В в и д у м а ­
л о с т и и з м е н е н и я ш и р и н ы т р е щ и н ы в н а п р а в л е н и и ее д л и н ы : дб/дх ~ 5/L <С 1, б у д е м с ч и т а т ь , 
ч т о у п р у г и й м а т е р и а л , п о п а в ш и й в сечение i , не п е р е д а е т усилия н а м а т е р и а л , п о п а в ш и й в 
сечение 2 (рис . 1,о). С в я з ь м е ж д у н а п р я ж е н и я м и и д е ф о р м а ц и я м и в с е ч е н и я х 1} 2 будем 
с ч и т а т ь т а к о й ж е , к а к для о д н о р о д н о й в н а п р а в л е н и и Ох (плоской) т р е щ и н ы , — г и п о т е з а 
П е р к и н с а [1]. 

П. В ы с о т у т р е щ и н ы с ч и т а е м п о с т о я н н о й : h ~ cons t . 
III. С ж и м а е м о с т ь ю и и н е р ц и е й ж и д к о с т и п р е н е б р е г а е м . 
IV. П р и м о д е л и р о в а н и и п р о ц е с с а п р о п и т к и н е ф т е н а с ы щ е н н о г о п л а с т а ж и д к о с т ь ю г и д ­

р о р а з р ы в а п р и м е н и м а г и п о т е з а плоских сечений: ж и д к о с т ь г и д р о р а з р ы в а п р о с а ч и в а е т с я в 
п о р и с т у ю среду т о л ь к о по н о р м а л и к т р е щ и н е . 

V. В я з к о с т ь ж и д к о с т и , и з н а ч а л ь н о н а с ы щ а ю щ е й пласт , с ч и т а е м малой в с р а в н е н и и с 
в я з к о с т ь ю ж и д к о с т и г и д р о р а з р ы в а . 

Рис. 1. Общий вид вертикальной трещины (а) и сечение в горизонтальной плоскос­
ти (б): 1, 2— плоские сечения Перкинса; 3— плоское сечение Христиановича [2]; 

4 — область прилегающей породы, пропитанная жидкостью гидроразрыва 
Математическая постановка задачи. В т е о р и и плоских т р е щ и н в у п р у г о й с р е д е [3] 

у с т а н о в л е н а связь м е ж д у ш и р и н о й щели и давлением в ней: 

6 = 2 

г д е иа — к о э ф ф и ц и е н т Пуассона ; fia — м о д у л ь с д в и г а м а т е р и а л а ; Р — п р е в ы ш е н и е д а в л е н и я 
в т р е щ и н е н а д давлением в г р у н т е ( и з б ы т о ч н о е давление) . 
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П р о и н т е г р и р о в а в 6 по z , п о л у ч и м п л о щ а д ь п о п е р е ч н о г о сечения т р е щ и н ы 

О т с ю д а следует связь м е ж д у и з б ы т о ч н ы м давлением и с р е д н е й ш и р и н о й т р е щ и н ы 6* = 
F/h: 

Р = Ь8\ (1) 

где Ь = ^ А = const — п о с т о я н н ы й к о э ф ф и ц и е н т . З в е з д о ч к у , о б о з н а ч а ю щ у ю с р е д н ю ю 
n{l-va)h 

ш и р и н у т р е щ и н ы , в д а л ь н е й ш е м опускаем . 
Т а к и м о б р а з о м , в п р и б л и ж е н и и П е р к и н с а т р е щ и н а " о т к р ы в а е т с я " п р и нулевом и з б ы т о ч ­

ном давлении (в с о о т в е т с т в и и с (1)) . П о э т о м у н а ее носике в ы п о л н я е т с я условие 

х = Щ : Р = 0. (2) 

Д в и ж е н и е ж и д к о с т и г и д р о р а з р ы в а в т р е щ и н е о п и ш е м в о д н о м е р н о м п р и б л и ж е н и и . И н е р ­

цией , с ж и м а е м о с т ь ю ж и д к о с т и и п о т е р е й и м п у л ь с а п р и ее о т т о к е в п о р и с т у ю с р е д у п р е н е ­

б р е г а е м : 

где и — с к о р о с т ь ж и д к о с т и в д о л ь т р е щ и н ы ; v — с к о р о с т ь ж и д к о с т и по н о р м а л и к б е р е г а м 
т р е щ и н ы ; П « 2h — п е р и м е т р т р е щ и н ы в сечении П е р к и н с а ; /i — к о э ф ф и ц и е н т д и н а м и ч е с к о й 
в я з к о с т и ж и д к о с т и г и д р о р а з р ы в а . 

П р и м е н и в м е т о д плоских сечений, ф и л ь т р а ц и ю ж и д к о с т и в г р у н т о п и ш е м у р а в н е н и я м и 

v = v(t), (5) 

г д е рг — давление ж и д к о с т и г и д р о р а з р ы в а в г р у н т е ; к — п р о н и ц а е м о с т ь г р у н т а . 
Условие н а г р а н и ц е с т р е щ и н о й (рис. 1, б): 

у = «5/2: рг = Р. (7) 

Условие н а г р а н и ц е м е ж д у ж и д к о с т ь ю г и д р о р а з р ы в а и ж и д к о с т ь ю , и з н а ч а л ь н о п р о п и ­
т ы в а ю щ е й г р у н т : 

у = l{t)/2 : р г = 0. (8) 

Ч т о б ы м а т е м а т и ч е с к а я п о с т а н о в к а з а д а ч и (1) - (8) б ы л а полной, н е о б х о д и м о о п р е д е л и т ь 
г р а н и ч н о е условие в м е с т е с о п р я ж е н и я т р е щ и н ы со с к в а ж и н о й — в сечении х = 0. Э т о условие 
будет определено п о з д н е е п р и а н а л и з е к о н к р е т н ы х п р и м е р о в ф о р м и р о в а н и я т р е щ и н ы . 

П о д с т а в и в полученное из (1) в ы р а ж е н и е ш и р и н ы т р е щ и н ы ч е р е з и з б ы т о ч н о е давление 
в у р а в н е н и е (4), в ы р а з и в в у р а в н е н и и (3) п л о щ а д ь т р е щ и н ы ч е р е з ее с р е д н ю ю ш и р и н у и 
п о д с т а в и в полученное из (4) в ы р а ж е н и е для с к о р о с т и в (3), п р и в е д е м у р а в н е н и я (3) , (4) к 
в и д у 

дб дб „£ д fs2d5\ 0 

О С L 

и = -Кб2—, К = — - = c o n s t . (10) 
ох 12/х 

Т а к и м о б р а з о м , п р о ц е с с эволюции т р е щ и н ы о п и с ы в а е т с я п а р а б о л и ч е с к и м у р а в н е н и е м (9) . 
У р а в н е н и я с п е р е м е н н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и т а к о г о р о д а н а з ы в а ю т с я к в а з и л и н е й н ы м и . В т е ­
ории р е ш е н и я к в а з и л и н е й н ы х у р а в н е н и й [4] п о к а з а н о , ч т о по о б л а с т и "покоя" 6 = 0 с и г н а л 

15 ВМУ, математика, механика, № 6 



30 BECTH. МОСК. УН-ТА, СЕР, 1, МАТЕМАТИКА. МЕХАНИКА. 2003. № б 

р а с п р о с т р а н я е т с я с к о н е ч н о й с к о р о с т ь ю . И з э т о г о с в о й с т в а следует к о н е ч н а я с к о р о с т ь р о с т а 
т р е щ и н ы в д а н н о й п о с т а н о в к е з а д а ч и . 

И н т е г р и р у я у р а в н е н и е (6) п о глубине з о н ы п р о п и т к и 0 ^ у ^ У (рис . 1, б), у ч и т ы в а я 
г р а н и ч н ы е условия (7), (8) и с о о т н о ш е н и е (1), п о л у ч и м 

kb 6 
v = 7 r <"> 

Поскольку с к о р о с т ь п р о п и т к и v = v(t), г л у б и н а з о н ы п р о п и т к и У о п р е д е л я е т с я и з р е ш е ­
н и я у р а в н е н и я 

8Y 

П о д с т а в и в в ы р а ж е н и е для v из (11) в у р а в н е н и я (9) и (12), и м е е м 

дУ2

 п кЬ е 

дб , дб I r i д (лдб\ пкЬ 6 
di + ud-x=K6d-x{Sd-x)~2Jy- М 

Т а к и м о б р а з о м , п о л у ч е н а з а м к н у т а я с и с т е м а у р а в н е н и й (10), (13) , (14) , к о т о р у ю необхо­
д и м о д о п о л н и т ь г р а н и ч н ы м условием в носике т р е щ и н ы 

_ s = L ( t ) , 8 = 0 (15) 

и г р а н и ч н ы м условием н а входе в т р е щ и н у (в м е с т е с о п р я ж е н и я т р е щ и н ы со с к в а ж и н о й ) 
х = 0. 

Анализ безразмерных уравнений. Два предельных режима формирования 
трещины. Введем б е з р а з м е р н ы е п е р е м е н н ы е : 

8 = - - = — х= — t = - Y = ~ 
8*' U и*1 Х L * ' t* ' у * ' 

где 8* = Р*/Ь — х а р а к т е р н а я ш и р и н а т р е щ и н ы , Р* — х а р а к т е р н о е давление н а входе ; L* — 

х а р а к т е р н а я д л и н а т р е щ и н ы ; t — х а р а к т е р н о е в р е м я процесса ; и = К ——, у = ' 
L* у ft 

х а р а к т е р н ы е с к о р о с т ь ж и д к о с т и в д о л ь т р е щ и н ы и г л у б и н а з о н ы п р о п и т к и с о о т в е т с т в е н н о . 
С и с т е м а б е з р а з м е р н ы х у р а в н е н и й з а п и ш е т с я в виде 

-,2дб дУ2 -
и = -$Ш> ~дТ = 26> 
л дб _дб д /, (16) 

где G = u*t*/L*, В = цу*и*/кЬЬ* — б е з р а з м е р н ы е п а р а м е т р ы . П а р а м е т р G ^ 1 х а р а к ­
т е р и з у е т о т н о ш е н и е о б ъ е м а ж и д к о с т и , в т е к а ю щ е й в т р е щ и н у (/i<J*u*£*), к о б ъ е м у т р е щ и н ы 
(h8*L*). П а р а м е т р В ^ 1 х а р а к т е р и з у е т о т н о ш е н и е о б ъ е м н о г о р а с х о д а ж и д к о с т и , в т е к а ­
ю щ е й в т р е щ и н у (u*8*h), к о б ъ е м н о м у расходу ж и д к о с т и , у х о д я щ е й ч е р е з с т е н к и в п о р и ­
с т у ю среду (v*L*h). Х а р а к т е р н а я с к о р о с т ь ф и л ь т р а ц и и о ц е н и в а е т с я из у р а в н е н и я ( И ) к а к 
У* = kP*/(fj,y*). И з ф и з и ч е с к о г о с м ы с л а п а р а м е т р о в G и В ясно , ч т о с у м м а и х о б р а т н ы х 
в е л и ч и н п о р я д к а е д и н и ц ы : G"1 + В"1 ~ 1. 

Б е з р а з м е р н о е у р а в н е н и е (16) п о к а з ы в а е т , ч т о в процессе ф о р м и р о в а н и я т р е щ и н ы мо­
г у т б ы т ь в ы д е л е н ы д в а п р е д е л ь н ы х р е ж и м а : м а л о г о и б о л ь ш о г о п р о т е к а н и я в г р у н т . П р и 
м а л о м п р о т е к а н и и , к о г д а В » 1, последним членом у р а в н е н и я (16) м о ж н о п р е н е б р е ч ь . Н а 
э т о м р е ж и м е ф и л ь т р а ц и я мало в л и я е т н а п р о ц е с с ф о р м и р о в а н и я т р е щ и н ы . П р и б о л ь ш о м 
п р о т е к а н и и , к о г д а G » 1, м о ж е т б ы т ь о т б р о ш е н п е р в ы й член э т о г о у р а в н е н и я . 
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Режим малого протекания в грунт. П р и э т о м р е ж и м е с и с т е м а у р а в н е н и й , о п и с ы в а ­
ю щ а я ф о р м и р о в а н и е т р е щ и н ы , с о с т о и т из у р а в н е н и я (10) и у р а в н е н и я , п о л у ч е н н о г о и з (14) 
п р и условии В > 1: 

дб , д& „ с д fs2dS\ 

м+»тх=К5тЛ6т*)- (17> 
Н а й д е м все в о з м о ж н ы е а в т о м о д е л ь н ы е р е ш е н и я , у д о в л е т в о р я ю щ и е у р а в н е н и я м (10) , (17) и 
г р а н и ч н о м у условию в носике (15). З а т е м у к а ж е м , к а к о м у г р а н и ч н о м у условию в с е ч е н и и 
х = 0 с о о т в е т с т в у е т к а ж д о е и з них . Р е ш е н и е з а д а ч и и щ е м в в и д е 

S(t,x) =tnD*D(0, (18) 

u{t,x) =fU*U{0, (19) 

г д е 

f - 5 * = ' <20> 
n , r , m — б е з р а з м е р н ы е п а р а м е т р ы ; ! ? * , [ / * , # * — р а з м е р н ы е п о с т о я н н ы е ; £ — б е з р а з м е р н а я 
а в т о м о д е л ь н а я п е р е м е н н а я . 

П о д с т а в и в р е ш е н и е в виде (18) - (20) в у р а в н е н и я (10), (17), п о л у ч и м д в а о б ы к н о в е н н ы х 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и я о т н о с и т е л ь н о а в т о м о д е л ь н о й п е р е м е н н о й ( 

f = - » 2 ^ . (21) 

* | ( * | ) + < " < - ю | - • * - . « , W 
д в а а л г е б р а и ч е с к и х у р а в н е н и я о т н о с и т е л ь н о п а р а м е т р о в n , г, га, в ы п о л н е н и е к о т о р ы х г а р а н ­
т и р у е т с у щ е с т в о в а н и е а в т о м о д е л ь н о г о решения : 

Зп - m - г = 0, (23) 

г - m + 1 = 0, (24) 

и связи м е ж д у р а з м е р н ы м и п о с т о я н н ы м и 

(С/*) 2 = K(D*f, E* = U*. (25) 

В и д а в т о м о д е л ь н о й п е р е м е н н о й (20) п о к а з ы в а е т , ч т о т р е щ и н а р а с т е т п р и m > 0 и у м е н ь ­
ш а е т с я п р и тп < 0. И з у р а в н е н и й (23), (24) следует, ч т о р а с т у щ а я т р е щ и н а д о л ж н а п о д ч и ­
н я т ь с я условиям 

т > 0 , п > ~ ~ , г > - 1 . (26) 

И з н а б о р а а в т о м о д е л ь н ы х р е ш е н и й , у д о в л е т в о р я ю щ и х условию (26), п р о а н а л и з и р у е м два , 
к о т о р ы е с о о т в е т с т в у ю т г р а н и ч н ы м условиям п о с т о я н с т в а р а с х о д а и п о с т о я н с т в а д а в л е н и я 
н а входе в т р е щ и н у . 

Г р а н и ч н о е условие в н о с и к е т р е щ и н ы следует из у р а в н е н и я (15). Д л я всех р а с с м а т р и в а ­
е м ы х з а д а ч оно одно и т о же : 

£ = Д = 0, (27) 

где £о — к о о р д и н а т а н о с и к а , неопределенный п а р а м е т р . 
Первое решение. Условие п о с т о я н с т в а расхода н а входе в т р е щ и н у и м е е т в и д 

х = 0 : иб — Qo/h = cons t , 

о т к у д а , переходя к а в т о м о д е л ь н ы м п е р е м е н н ы м (18)—(20), п о л у ч и м г р а н и ч н о е условие д л я 
с и с т е м ы о б ы к н о в е н н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й (21), (22) 

£ = 0 : Ш > = 1, (28) 
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связь м е ж д у п а р а м е т р а м и п и г 

п = - г (29) 

и еще одну связь м е ж д у р а з м е р н ы м и п о с т о я н н ы м и 

U*D* = Qo/Л. (30) 

И з а л г е б р а и ч е с к и х у р а в н е н и и (23), (24) и (29) н а х о д и м п = 1/5, г = - 1 / 5 , m = 4 / 5 , а и з 
у р а в н е н и й (25), (30) н а х о д и м 

Рис. 2 Автомодельное решение задачи о ро- Рис. 3. Автомодельное решение задачи о ро­
сте трещины при постоянном расходе на ее сте трещины при постоянном давлении на ее 
входе для предельных режимов малого ( f 0 i ) и входе для предельных режимов малого ( f 0 i ) и 
большого (£ог) просачивания жидкости через большого (£02) просачивания жидкости через 

стенки трещины стенки трещины 

Т о ч к а £ = £о> г д е р а с п о л а г а е т с я н о с и к т р е щ и н ы D(£o) — 0, я в л я е т с я о с о б о й т о ч к о й си­
с т е м ы у р а в н е н и и (21), (22). Р а з л о ж е н и е D = ( 2 , 4 ^ ( 6 - £ ) ) 1 / 3 

+ • • • д а е т р е ш е н и е в малой 
о к р е с т н о с т и н о с и к а . Р е ш е н и е в д а л и о т особой т о ч к и ищем, р е ш а я численно к р а е в у ю з а д а ч у . 
Р а с п р е д е л е н и е б е з р а з м е р н ы х ф у н к ц и й а в т о м о д е л ь н о й п е р е м е н н о й п р е д с т а в л е н о н а р и с . 2 в 
ф о р м е з а в и с и м о с т е й б е з р а з м е р н ы х ф у н к ц и й D , [/, У о т а в т о м о д е л ь н о й п е р е м е н н о й £. Т а к ж е 
н а рисунке п р и в е д е н г р а ф и к б е з р а з м е р н о г о р а с х о д а ж и д к о с т и DU. К о о р д и н а т а н о с и к а т р е ­
щ и н ы £oi с о о т в е т с т в у е т р а с с м а т р и в а е м о м у п р е д е л ь н о м у с л у ч а ю м а л о г о п р о с а ч и в а н и я ж и д ­
к о с т и в с т е н к и . В и д н о , ч т о в д а н н о й з а д а ч е с к о р о с т ь по длине т р е щ и н ы п р а к т и ч е с к и не 
м е н я е т с я . Р е ш е н и е п о к а з ы в а е т , ч т о п р и п о с т о я н н о м расходе т р е щ и н а р а с т е т со в р е м е н е м по 
з а к о н у L « C/*t 4 / 5 , а ее ш и р и н а в м а к с и м а л ь н о м сечении у в е л и ч и в а е т с я к а к 5 и 1,33D**1/5. 
П о д о б н а я а с и м п т о т и к а б ы л а т а к ж е п о л у ч е н а в р а б о т е [5]. 

После т о г о к а к п р о ц е с с р о с т а т р е щ и н ы описан , м о ж н о р а с с ч и т а т ь м а л о е п р о т е к а н и е ж и д ­
к о с т и г и д р о р а з р ы в а в г р у н т . П о д с т а в и в н а й д е н н у ю з а в и с и м о с т ь ш и р и н ы т р е щ и н ы 5(х, t) в 
у р а в н е н и е (13) и п р о и н т е г р и р о в а в п о л у ч и в ш е е с я у р а в н е н и е п о в р е м е н и , о п р е д е л и м з а в и с и ­
м о с т ь г л у б и н ы п р о п и т к и г р у н т а о т в р е м е н и и к о о р д и н а т ы : 

to 

г д е to = ( x / t / * ) 5 / 4 — м о м е н т п р и х о д а т р е щ и н ы в сечение с к о о р д и н а т о й х. Г л у б и н а п р о п и т к и 
м а к с и м а л ь н а в сечении х = 0. И з у р а в н е н и я (31) п о л у ч а е м 

(32) 
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С п о м о щ ь ю у р а в н е н и й (31), (32) м о ж е т б ы т ь н а й д е н а о т н о с и т е л ь н а я г л у б и н а п р о п и т к и 

Ц*/2 } D&) 

2ДпахУ (£05/2 

г д е £ = x/(U*t*/5) — б е з р а з м е р н а я д л и н а т р е щ и н ы , Dmax = D(0) « 1,33. 
З а в и с и м о с т ь о т н о с и т е л ь н о й г л у б и н ы п р о п и т к и У/Ушах о т а в т о м о д е л ь н о й п е р е м е н н о й £ 

п о к а з а н а н а рис . 2. 
О т н о ш е н и е м а к с и м а л ь н о й г л у б и н ы з о н ы п р о п и т к и к длине т р е щ и н ы и о т н о ш е н и е ш и ­

р и н ы т р е щ и н ы к ее длине м е н я ю т с я со в р е м е н е м следующим о б р а з о м : 

^max 1 о о , - 3 / 5 * т а х _ о п л д ^ b D * , - 2 / 5 

И с к л ю ч и в из э т и х у р а в н е н и й в р е м я , п о л у ч и м з а в и с и м о с т ь о т н о с и т е л ь н о й г л у б и н ы з о н ы п р о ­
п и т к и о т о т н о с и т е л ь н о й ш и р и н ы т р е щ и н ы : 

L max ^ Q I Отах \ 
1/3 

, С = 2,05>/fc = c o n s t • 
L \ L 

Второе решение. Условие п о с т о я н с т в а давления н а входе в т р е щ и н у и м е е т в и д 

х = 0 : 8 = PQ/Ь = cons t , 

о т к у д а , переходя к а в т о м о д е л ь н ы м п е р е м е н н ы м (18) - (20) , п о л у ч и м г р а н и ч н о е условие д л я 
с и с т е м ы о б ы к н о в е н н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й (21), (22) 

£ = 0 : D - 1 , (34) 

н а й д е м п а р а м е т р 
п = 0 (35) 

и в ы р а ж е н и е для р а з м е р н о й п о с т о я н н о й 

D* = Ро/Ь. (36) 

Из а л г е б р а и ч е с к и х у р а в н е н и й (23), (24) и (35) п о л у ч а е м 

г = - 1 / 2 , т = 1/2. 

И з у р а в н е н и й (25), (36) п о л у ч а е м 

Р а з л о ж е н и е р е ш е н и я в с т е п е н н о й р я д в о к р е с т н о с т и н о с и к а т р е щ и н ы и м е е т в и д 

0 = ( 1 , 5 Ы * > - « ) 1 / 8 + --- . 
Р е ш а я к р а е в у ю з а д а ч у (21), (22), (27), (34), получаем распределение б е з р а з м е р н ы х ф у н к ­

ц и й D и U по длине т р е щ и н ы , п о к а з а н н о е н а рис . 3 , в ф о р м е з а в и с и м о с т е й б е з р а з м е р н ы х 
ф у н к ц и й D , U о т а в т о м о д е л ь н о й п е р е м е н н о й f. К о о р д и н а т а н о с и к а т р е щ и н ы £oi с о о т в е т ­
с т в у е т р а с с м а т р и в а е м о м у п р е д е л ь н о м у случаю малого п р о с а ч и в а н и я ж и д к о с т и в с т е н к и . Из 
р и с у н к а в и д н о , ч т о п р и п о с т о я н н о м давлении н а входе т р е щ и н а р а с т е т со в р е м е н е м п о з а к о н у 
L&0№U*t1/2. 

Второй предельный случай. Большое протекание в грунт. Р а с с м о т р и м случай , 
к о г д а о т н о ш е н и е м а с с ы ж и д к о с т и , в т е к а ю щ е й в т р е щ и н у , к о б ъ е м у т р е щ и н ы н а м н о г о больше 
е д и н и ц ы , т . е . большая ч а с т ь ж и д к о с т и п р о с а ч и в а е т с я в п л а с т ч е р е з с т е н к и т р е щ и н ы . Т о г д а 
п а р а м е т р G » 1 и у р а в н е н и е (14) п р и м е т вид 
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С и с т е м а у р а в н е н и й , о п и с ы в а ю щ а я п р о ц е с с р а с к р ы т и я т р е щ и н ы во в т о р о м п р е д е л ь н о м случае , 
с о с т о и т из у р а в н е н и й (10), (13) и (37). П о д с т а в и в в э т и у р а в н е н и я в ы р а ж е н и я д л я ш и р и н ы 
т р е щ и н ы и с к о р о с т и в в и д е (18), (19), в ы р а ж е н и е для г л у б и н ы з о н ы п р о п и т к и в в и д е 

y = tsY*Y(0, (38) 

п о л у ч и м т р и о б ы к н о в е н н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и я о т н о с и т е л ь н о а в т о м о д е л ь н о й пе­
р е м е н н о й £, определенной в ы р а ж е н и е м (20): 

f = " D 2 f , (39) 

dY2 

т£— - 2 s Y 2 + D = 0, (40) 

dD 
d( 

т р и а л г е б р а и ч е с к и х у р а в н е н и я о т н о с и т е л ь н о п а р а м е т р о в п, г, т и s , в ы п о л н е н и е к о т о р ы х 
г а р а н т и р у е т с у щ е с т в о в а н и е а в т о м о д е л ь н о г о р е ш е н и я : 

Зп - m - г = 0, (42) 

2s - 1 - п = 0, (43) 

Зп — 2 m + s = 0, (44) 

и связи м е ж д у р а з м е р н ы м и п о с т о я н н ы м и 

U*E* = K{D*)\ {Y*? = 2k±D\ | ^ = ^ . (45) 

В и д а в т о м о д е л ь н о й п е р е м е н н о й (20) п о к а з ы в а е т , ч т о т р е щ и н а р а с т е т п р и т > 0 и у м е н ь ­
ш а е т с я п р и т < 0. И з у р а в н е н и й (42), (43) п о л у ч а е м , ч т о р а с т у щ а я т р е щ и н а д о л ж н а п о д ч и ­
н я т ь с я условиям 

1 3 3 
m > 0 : п > — - , г > 5 > - . 

7 7 7 

И з н а б о р а а в т о м о д е л ь н ы х р е ш е н и й п р о а н а л и з и р у е м два , с о о т в е т с т в у ю щ и е г р а н и ч н ы м 
условиям п о с т о я н с т в а р а с х о д а и п о с т о я н с т в а давления н а входе в т р е щ и н у . 

Первое решение. Условие п о с т о я н с т в а р а с х о д а н а входе д а е т н е д о с т а ю щ и е г р а н и ч н о е 
условие д л я с и с т е м ы д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й (28), связь м е ж д у п о к а з а т е л я м и степе ­
ней (29) и связь м е ж д у р а з м е р н ы м и п о с т о я н н ы м и (30). И з а л г е б р а и ч е с к и х у р а в н е н и й ( 4 2 ) -
(44) п р и условии (29) п о л у ч а е м 

1 1 4 5 
П = - г , Г = — - , 7 7 1 = - , 3 = 

9 ' 9 9 9 

И з у р а в н е н и й (30), (45) н а х о д и м 
1/9 , 1 Ч л л 4 / 9 л»_ ГТГ- р.РПВ*Г 

°--{%) №*• 
Т а к и м о б р а з о м , з а д а ч а о р а с п р о с т р а н е н и и т р е щ и н ы свелась к р е ш е н и ю с и с т е м ы о б ы к н о ­

в е н н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й (39) - (41) п р и условиях (27), (28). Р а з л о ж е н и е р е ш е н и я 

в с т е п е н н о й р я д в о к р е с т н о с т и н о с и к а т р е щ и н ы и м е е т в и д D = 4 , 2 4 £ ^ 7 ( £ о — 0 3 / / 7 + • " ; • 
Р а с п р е д е л е н и е б е з р а з м е р н ы х ф у н к ц и й D , С/, У по длине т р е щ и н ы п о к а з а н о н а р и с . 2. В 

р а с с м а т р и в а е м о м п р е д е л ь н о м случае б о л ь ш о г о п р о т е к а н и я ж и д к о с т и в с т е н к и к р и в ы е схо­
д я т с я к т о ч к е £02 , к о т о р а я х а р а к т е р и з у е т положение н о с и к а т р е щ и н ы . В д а н н о й з а д а ч е , в 
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о т л и ч и е о т з а д а ч и с м а л ы м п р о с а ч и в а н и е м в п л а с т , с к о р о с т ь ж и д к о с т и в д о л ь т р е щ и н ы суще­
ственно у м е н ь ш а е т с я по м е р е удаления о т в х о д а и с т а н о в и т с я р а в н о й н у л ю в носике . Т р е щ и н а 
р а с т е т со в р е м е н е м к а к L « 0 ,0451?*t 4 / 9 , ш и р и н а ее м а к с и м а л ь н о г о сечения в о з р а с т а е т к а к 
5 « 0£5D*t1/9. 

Второе решение. Р а с с м о т р и м с л у ч а й р о с т а т р е щ и н ы п р и условии п о с т о я н с т в а д а в л е н и я 
ж и д к о с т и г и д р о р а з р ы в а н а входе , к о т о р о е в а в т о м о д е л ь н ы х п е р е м е н н ы х и м е е т в и д (34) и 
с л у ж и т г р а н и ч н ы м условием для с и с т е м ы (39)—(41). И з условия п о с т о я н с т в а д а в л е н и я н а 
входе т а к ж е следует , ч т о п о к а з а т е л ь с т е п е н и п р а в е н нулю (29), ч т о п о з в о л я е т п о л у ч и т ь из 
р е ш е н и я с и с т е м ы (42)- (44) следующие з н а ч е н и я п а р а м е т р о в : 

1 1 1 п = 0, г = - - , т = £ , * = 

Р а з м е р н ы е п о с т о я н н ы е о п р е д е л я ю т с я с о о т н о ш е н и я м и 

Р а з л о ж е н и е р е ш е н и я в с тепенной р я д в о к р е с т н о с т и н о с и к а т р е щ и н ы и м е е т в и д 

D = ( 1 9 7 5 6 , 8 £ o ) 1 / 7 ( £ o - 0 3 / 7 + - - - -
Р а с п р е д е л е н и е б е з р а з м е р н ы х ф у н к ц и й D , U, Y по длине т р е щ и н ы п р е д с т а в л е н о н а рис . 3 

в в и д е к р и в ы х , сходящихся к т о ч к е £02, к о т о р а я х а р а к т е р и з у е т положение н о с и к а т р е щ и н ы 
в р а с с м а т р и в а е м о м п р е д е л ь н о м случае большого п р о с а ч и в а н и я ж и д к о с т и г и д р о р а з р ы в а в 
с т е н к и п р и условии п о с т о я н с т в а давления н а входе. Р е ш е н и е п о к а з ы в а е т , ч т о д л и н а т р е щ и н ы 
м е н я е т с я со в р е м е н е м к а к L « 0 Д 4 * 1 / 4 . 

Автомодельное решение задачи в общем случае. П о д с т а в и в р е ш е н и е в а в т о м о ­
дельной ф о р м е (18)—(20), (38) в у р а в н е н и я (10), (13), (14), п о л у ч и м т р и о б ы к н о в е н н ы х д и ф ­
ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и я о т н о с и т е л ь н о а в т о м о д е л ь н о й п е р е м е н н о й £: 

U = - Я 2 — , m £ — - 2sY2 + D = 0, 
dq at; 

+ „ D = D - ( D > - ) - 2 4 - , 

ч е т ы р е а л г е б р а и ч е с к и х у р а в н е н и я о т н о с и т е л ь н о п о к а з а т е л е й степеней n , г, т и s, в ы п о л н е н и е 
к о т о р ы х г а р а н т и р у е т с у щ е с т в о в а н и е а в т о м о д е л ь н о г о решения : 

Зп - га - г = 0, (46) 

2s — 1 — п = О, (47) 

3 n - 2 r a + s = 0, (48) 

s = 1, (49) 

и ч е т ы р е у р а в н е н и я , с в я з ы в а ю щ и е р а з м е р н ы е п о с т о я н н ы е : 

WET = K(D*)3, ( У * ) 2 = 2 ^ D\ U* - Е\ jf^ = (50) 

Т а к и м о б р а з о м , з а м е н а у п р о щ е н н ы х у р а в н е н и й (17), (38) н а полное у р а в н е н и е (14) п р и ­
вела к т о м у , ч т о п о л у ч е н ы ч е т ы р е связи м е ж д у ч е т ы р ь м я п а р а м е т р а м и п , г, m и 5. В р а с ­
с м о т р е н н ы х ж е в ы ш е п р е д е л ь н ы х случаях связей было н а о д н у меньше , ч е м п а р а м е т р о в , ч т о 
давало в о з м о ж н о с т ь в а р ь и р о в а т ь г р а н и ч н ы е условия н а входе в т р е щ и н у . П о э т о м у а в т о м о ­
дельное р е ш е н и е в о б щ е м случае в о з м о ж н о т о л ь к о п р и е д и н с т в е н н о м г р а н и ч н о м условий н а 
входе. И з у р а в н е н и й (46) - (49) п о л у ч и м n = r = s = l , m = 2. Из ф о р м ы а в т о м о д е л ь н о г о 
р е ш е н и я (19) следует , ч т о во входном сечении т р е щ и н ы д о л ж н о в ы п о л н я т ь с я условие 

dpQ • 
х = 0 : = PQ = c o n s t . (51) 

ил» 
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Н а о с н о в а н и и у р а в н е н и й (50) м о г у т б ы т ь определены р а з м е р н ы е п о с т о я н н ы е 

кЬ _ _ 1 (кЬ\2 *~ М D* = U* = E* = 
2 8 8 / i ' ~ ~ (24)3/2 \i2nJ 1 ~ 12,i" 

Г р а н и ч н о е условие н а входе (51) в б е з р а з м е р н о й ф о р м е з а п и ш е т с я в в и д е 

£ = 0 : £> = Л, 

где А = 288 — б е з р а з м е р н ы й п а р а м е т р , х а р а к т е р и з у ю щ и й о т н о ш е н и е с к о р о с т и р а с ш и р е ­

н и я т р е щ и н ы Ро/Ь к х а р а к т е р н о й с к о р о с т и ф и л ь т р а ц и и . Р а з л о ж е н и е D = [6£о(£о — С)]1^3 "I 
д а е т р е ш е н и е в малой о к р е с т н о с т и н о с и к а . 

В и д п о л у ч е н н о г о р е ш е н и я п о к а з а н н а р и с . 4 
в ф о р м е г р а ф и к о в з а в и с и м о с т е й D , U и Y о т 
а в т о м о д е л ь н о й п е р е м е н н о й £ д л я д в у х з н а ч е н и й 
п а р а м е т р а А. П р и А = 5 н о с и к у т р е щ и н ы со­
о т в е т с т в у е т т о ч к а £оъ П Р И А = 1 — - ' т о ч к а £о2-
С к о р о с т ь ж и д к о с т и ?7, к о т о р а я о с т а в а л а с ь 
п р а к т и ч е с к и п о с т о я н н о й по д л и н е т р е щ и н ы п р и 
м а л о й ф и л ь т р а ц и и и у м е н ь ш а л а с ь д о н у л я в но­
сике п р и большой (рис . 2, 3 ) , в д а н н о м с л у ч а е 
р е з к о п а д а е т возле н о с и к а т р е щ и н ы , не д о с т и ­
г а я , однако , нуля . 

Заключение. В р а б о т е р а с с м о т р е н п р о ­
цесс ф о р м и р о в а н и я т р е щ и н ы г и д р о р а з р ы в а в 
п о р и с т о й среде в р а м к а х к в а з и о д н о м е р н о й мо­
дели, п о с т р о е н н о й с и с п о л ь з о в а н и е м м е т о д а 
п л о с к и х сечений П е р к и н с а [1]. 

В ы д е л е н ы д в а п р е д е л ь н ы х р е ж и м а ф о р м и -

~ u_ 

г 

1 » ^ " ^ Л 
0 I 

Рис. 4. Автомодельное решение задачи о росте 
трещины гидроразрыва в общем случае, когда 
просачивание жидкости через стенки сравни­
мо с потоком, определяющим раскрытие тре­
щины (foi — отношение скорости раскрытия 
к скорости просачивания А = 5; £ог — А = 1) 

р о в а н и я т р е щ и н ы : с м а л ы м и б о л ь ш и м п р о с а ­
ч и в а н и е м ж и д к о с т и г и д р о р а з р ы в а в п л а с т . П р е д л о ж е н ы б е з р а з м е р н ы е к р и т е р и и и х р е а л и з а ­
ции . 

Д л я обоих п р е д е л ь н ы х р е ж и м о в н а й д е н а г р у п п а а в т о м о д е л ь н ы х р е ш е н и й , п о з в о л я ю щ а я 
р е ш и т ь з а д а ч у ф о р м и р о в а н и я т р е щ и н ы п р и л ю б о м с т е п е н н о м з а к о н е и з м е н е н и я п а р а м е т р о в 
н а входе . П р о а н а л и з и р о в а н ы р е ш е н и я , п о л у ч а ю щ и е с я п р и условиях п о с т о я н с т в а р а с х о д а и 
давления . 

Н а й д е н о а в т о м о д е л ь н о е р е ш е н и е з а д а ч и в общем случае , к о г д а о т т о к вследствие ф и л ь ­
т р а ц и и ж и д к о с т и ч е р е з п о р и с т ы е с т е н к и т р е щ и н ы с р а в н и м с п о т о к о м ж и д к о с т и , о п р е д е л я ­
ю щ и м р а с к р ы т и е т р е щ и н ы . Т а к о е р е ш е н и е р е а л и з у е т с я п р и л и н е й н о м в о з р а с т а н и и д а в л е н и я 
н а входе в т р е щ и н у . 

А в т о р ы п р и з н а т е л ь н ы з а п о д д е р ж к у м е ж д у н а р о д н о й к о р п о р а ц и и " Ш л ю м б е р ж е " ( г р а н т 
C R D F - R M O - 1 2 2 9 ) . 
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