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Вычисляется асимптотический ряд преобразования монодромии монодромной осо-
бой точки векторного поля на плоскости в случае, когда его диаграмма Ньютона со-
стоит из одного невырожденного ребра. Применяется метод раздутия особенностей
по диаграмме Ньютона. Выдвигается гипотеза о существовании алгоритма вычис-
ления коэффициентов отображений соответствия и преобразования монодромии, не
содержащего операции предельного перехода. Эта гипотеза доказана в случае одного
невырожденного ребра диаграммы Ньютона, а также для первых двух коэффициен-
тов асимптотики отображения соответствия в первом квадранте плоскости (а также
преобразования монодромии) в случае, когда диаграмма Ньютона векторного поля
состоит из двух невырожденных рёбер.
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Введение
Особая точка аналитического вектоpного поля на вещественной плоскости яв-

ляется монодpомной [1], если для неё определено преобразование монодромии ∆(ρ),
переводящее некоторую кривую с вершиной в особой точке (полутрансверсаль) в
себя вдоль траекторий векторного поля. Точное определение монодромной особой
точки дано в [1]. Монодромная особая точка аналитического векторного поля яв-
ляется либо фокусом, либо центром.

Аналогично определяются монодромный сложный цикл и преобразование мо-
нодромии сложного цикла — объединения конечного числа особых точек и неодно-
точечных траекторий, входящих в эти особые точки при t→ ±∞ [2].

Аналогично преобразованию монодромии определяется отображение соответ-
ствия одной полутрансверсали с вершиной на монодромном сложном цикле в дру-
гую полутрансверсаль [2]. Преобразование монодромии сложного цикла может
быть разбито в суперпозицию отображений соответствия. Сложные циклы возни-
кают, например, из особых точек при раздутии особенностей.

Пусть ρ — параметр на полутрансверсали с вершиной в монодромной особой
точке, ∆∗(ρ) — преобразование монодромии. Если ∆∗(ρ) ≡ ρ, то особая точка —
центр. Доказано [1; 3], что при подходящем выборе полутрансверсали ∆(ρ) = C1ρ+
o(ρ) при ρ→ 0, C1 > 0. Неравенство lnC1 6= 0 является достаточным условием того,
чтобы особая точка была фокусом.
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В работе [4] вычислена величина lnC1 для монодромной особой точки произ-
вольного аналитического векторного поля. Результат формулируется в терминах
диаграмм Ньютона векторных полей, возникающих в процессе раздутия особенно-
стей.

В [5] показано, что в некоторых классах векторных полей с монодромной особой
точкой lnC1 ≡ 0, то есть преобразование монодромии имеет асимптотику ∆∗(ρ) =
ρ+ o(ρ). Таким образом, чтобы получить достаточное условие фокуса и построить
границу устойчивости в таком классе, необходимо было вычислять второй член
асимптотики преобразования монодромии.

В статьях [6] и [7] вычисляется второй член асимптотики преобразования мо-
нодромии так называемого Γ-невырожденного вектоpного поля в случае, когда его
диаграмма Ньютона Γ состоит из двух чётных рёбер.

В работе [8] построены два члена асимптотики преобразования монодромии
вектоpного поля с монодpомной особой точкой, имеющего диагpамму Ньютона
Γ, состоящую из одного чётного pебpа и принадлежащего несколько более широ-
кому классу, чем класс Γ-невырожденных векторных полей. Также в [8] вычис-
лен второй член асимптотики преобразования монодромии векторного поля, име-
ющего диаграмму Ньютона Γ, состоящую из двух рёбер при нарушении условий
Γ-невырожденности.

Вычисляя асимптотику отображений соответствия так, как это делается в ста-
тьях [6] и [7], мы можем, составляя их композиции, вычислить коэффициенты
асимптотического разложения преобразования монодромии и в случае любого чис-
ла рёбер.

В работах [9] и [10] предлагаются алгоритмы вычисления коэффициентов асимп-
тотического ряда преобразования монодромии с помощью методов раздутия особен-
ностей, специфических для случая одного ребра диаграммы Ньютона. В настоящей
статье преобразование монодромии исследуется с помощью другого метода разду-
тия, связанного с диаграммами Ньютона, который является удобным для иссле-
дования монодромных особых точек с любыми диаграммами Ньютона и любыми
вырождениями.

Для вычисления коэффициентов асимптотики преобразования монодромии
применяется метод раздутия по диаграмме Ньютона, предложенный в [5; 11]. Со-
стоит он в следующем. Окрестность начала координат разбивается на секторы,
соответствующие рёбрам и вершинам диаграммы Ньютона. Соответственно этому
разбиению преобразование монодромии разбивается в композицию отображений
соответствия для секторов.

В каждом секторе делается своя степенная замена переменных, в результате
чего сектор превращается в прямоугольник. Тем самым векторное поле из окрест-
ности особой точки переносится в окрестность замкнутой инвариантной кривой,
а отображения соответствия для секторов превращаются в отображения соответ-
ствия для прямоугольников. В прямоугольниках, соответствующих рёбрам, асимп-
тотика отображения соответствия вычисляется легко с помощью решения уравне-
ний в вариациях вдоль инвариантной фазовой кривой. В прямоугольниках, соот-
ветствующих вершинам, для вычисления асимптотики отображения соответствия
необходимо привести векторное поле к нормальной форме и построить первый ин-
теграл.

Как предусмотрено методом раздутия особенностей, границы прямоугольников,
полученных после раздутия, зависят от малых параметров ε и δ (в случае диаграм-
мы Ньютона, состоящей из одного ребра, только от одного параметра ε), поэтому
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и предварительные выражения для коэффициентов асимптотических разложений
отображений соответствия в каждом квадранте плоскости также от них зависят,
хотя на самом деле коэффициенты этих асимптотических разложений не зависят
от ε и δ в силу единственности асимптотического разложения. Поэтому, чтобы по-
лучить окончательные выражения для коэффициентов, делается предельный пе-
реход при ε, δ → 0, что является технически сложной задачей. Асимптотическое
разложение преобразования монодромии получается как композиция асимптоти-
ческих разложений отображений соответствия для всех четырёх квадрантов. Как
уже отмечалось в [12], актуальной задачей в наше время является построение алго-
ритма вычисления коэффициентов преобразования монодромии (отображений со-
ответствия), не содержащего операции предельного перехода.

Имеются достаточные основания для того, чтобы выдвинуть следующую ги-
потезу: каждому ребру диаграммы Ньютона можно сопоставить некоторый ряд,
коэффициенты которого вычисляются рекуррентно и выражаются через интегралы
Адамара [13] от функций, выражаемых через компоненты разложения векторно-
го поля на квазиоднородные многочлены, а каждой вершине — некоторое простое
отображение, например степенное, таким образом, что коэффициенты формального
ряда композиции этих формальных отображений будут совпадать с коэффициен-
тами асимптотического ряда отображения соответствия для первого квадранта.

Эта гипотеза доказана ранее для случая одного ребра диаграммы Ньютона, а
в случае двух рёбер она фактически доказана в работах [6] и [7] для первых двух
коэффициентов асимптотики преобразования монодромии. Ниже мы убедимся в
этом для двух случаев из числа рассмотренных в работах [6] и [7]. Вычисление
интегралов Адамара, о которых идёт речь выше, может быть поручено электронно-
вычислительной машине, тем самым и весь алгоритм вычисления любого конечного
числа коэффициентов асимптотического разложения преобразования монодромии
может быть реализован на компьютере.

1. Диаграмма Ньютона
Дадим некотоpые опpеделения, связанные с диагpаммой Ньютона [1; 5; 9].
В окрестности точки ноль на плоскости рассмотрим аналитическое векторное

поле (росток векторного поля), которое определяет динамическую систему

ẋ = X(x, y), ẏ = Y (x, y). (1)

Определения. 1. Рассмотрим тейлоровские разложения

yX(x, y) =
∞∑

i+j=1

aijx
iyj, xY (x, y) =

∞∑
i+j=1

bijx
iyj. (2)

Носителем системы (1), а также соответствующего ей векторного поля называ-
ется множество таких пар (i, j), что (aij, bij) 6= (0, 0). Вектор (aij, bij) называется
векторным коэффициентом точки носителя (i, j).

2. Рассмотрим множество
⋃

(i,j)

{(i, j) + R2
+}, где R2

+ — положительный квадрант,

объединение берётся по всем точкам (i, j), принадлежащим носителю. Граница вы-
пуклой оболочки этого множества состоит из двух открытых лучей и ломаной,
которая может состоять и из одной точки. Эта ломаная называется диаграммой
Ньютона системы (1), а также соответствующего ей векторного поля. Звенья ло-
маной называются рёбрами диаграммы Ньютона, а их концы — её вершинами.
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3. Показателем ребра диаграммы Ньютона называется положительное рацио-
нальное число, равное тангенсу угла между ребром и осью ординат.

4. Рассмотрим ребро ` диаграммы Ньютона системы (1) с показателем α = m/n,
гдеm/n— несокpатимая дpобь. Члены разложения (2) сгруппируем таким образом,
что

yX(x, y) =
∞∑
k=0

Xk(x, y), xY (x, y) =
∞∑
k=0

Yk(x, y),

где
Xk(x, y) =

∑
ni+mj=k+k0

aijx
iyj, Yk(x, y) =

∑
ni+mj=k+k0

bijx
iyj −

квазиодноpодные полиномы степени k + k0 с весами n и m пеpеменных x и y соот-
ветственно, k0 > 0. Обозначим Fk(x, y) = nYk(x, y)−mXk(x, y).

5. Известно [5], что для любого квазиоднородного полинома R(x, y) с весами
n и m переменных x и y (m/n — несократимая дробь) справедливо разложение
R(x, y) = Axs1ys2

∏
i(y

n−bixm)ki , где bi — различные ненулевые комплексные числа,
ki ≥ 0, s1 ≥ 0, s2 ≥ 0. Многочлен вида yn − bix

m, bi 6= 0, называется простым
делителем полинома R(x, y).

6. Ребро ` диаграммы Ньютона векторного поля называется невырожденным,
если многочлен F0(x, y) не имеет вещественных простых делителей. В противном
случае ребро называется вырожденным.

2. Раздутие особенности в случае одного ребра
Пусть векторное поле V с монодромной особой точкой (0, 0) имеет диаграмму

Ньютона, состоящую из одного невырожденного ребра с показателем m/n (несо-
кратимая дробь) и имеющую по одной вершине на каждой координатной оси.

В случае диагpаммы Ньютона, состоящей из одного pебpа с показателем
α = m/n, метод раздутия по диаграмме Ньютона состоит в следующем. Рассмот-
рим пересечение малой окрестности нуля в плоскости пеpеменных (x, y) с двумя
сектоpами —

S0 =

{
1

ε
xα ≤ y < δ1, x > 0

}
и S1 =

{
1

ε
xα ≥ y > 0, 0 < x < δ2

}
,

где ε, δ1, δ2 — положительные числа.
В сектоpе S0 делается замена пеpеменных

x = znw, y = zm, (3)

в pезультате чего он пpевpащается в пpямоугольник

P0 =
{

0 < w ≤ ε1/α, 0 < z < δ
1/m
1

}
.

Аналогично в сектоpе S1 делается замена

x = zn, y = zmw, (4)

и он пpевpащается в пpямоугольник P1 =
{

0 < w ≤ 1/ε, 0 < z < δ
1/n
2

}
(см. рис.

на с. 64). Замены переменных сопровождаются делением на подходящие степени
переменных. Прямоугольники P0 и P1 склеиваются с помощью функций перехо-
да сторонами, которые соответствуют границе между секторами S0 и S1. Более
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подробно процесс раздутия описан в [11]. Для того чтобы исследовать векторное
поле в другом квадранте, его отражают в первый квадрант и проделывают ту же
процедуру.

Из условия, что многочлен F0(x, y) не имеет вещественных простых делителей
(невырожденность ребра), и из того, что диаграмма Ньютона векторного поля име-
ет по одной вершине на каждой координатной оси, следует, что векторные поля,
полученные после раздутия и определённые в окрестностях сторон z = 0 прямо-
угольников P0, P1, не имеют особых точек на стороне z = 0 соответствующего пря-
моугольника [11].

В результате замены (3) и деления на некоторую степень z получаем систему

ż = −z(Y0(w, 1) + zY1(w, 1) + . . .)
ẇ = w(F0(w, 1) + zF1(w, 1) + . . .),

(5)

которой соответствует уравнение

dz

dw
= z

∞∑
k=0

Ψk(w), (6)

где

Ψ0(w) =
−Y0(w, 1)

wF0(w, 1)
; Ψ1(w) =

F1(w, 1)Y0(w, 1)− F0(w, 1)Y1(w, 1)

wF 2
0 (w, 1)

,

Ψk(w) =
Qk(w)

wF0(w, 1)k+1
,

Qk(w) — однородный многочлен степени k + 1 с целыми коэффициентами от
X0(w, 1), . . . , Xk(w, 1), Y0(w, 1), . . . , Yk(w, 1), каждый моном которого содержит по
крайней мере одно Yj(w, 1), j ∈ {0, . . . , k}. Поскольку все Yj(x, y) делятся на x, то
Y0(w, 1) и все Qk делятся на w, поэтому Ψk(w) непрерывны при w = 0.

В результате замены (4) и деления на некоторую степень z получаем систему

ż = z(X0(1, w) + zX1(1, w) + . . .),
ẇ = w(F0(1, w) + zF1(1, w) + . . .),

которой соответствует уравнение
dz

dw
= z

∞∑
k=0

Φk(w), где

Φ0(w) =
X0(1, w)

wF0(1, w)
; Φ1(w) =

F0(1, w)X1(1, w)− F1(1, w)X0(1, w)

wF 2
0 (1, w)

,

Φk(w) =
Pk(w)

wF0(1, w)k+1
,

Pk(w) — однородный многочлен степени k + 1 с целыми коэффициентами от
X0(1, w), . . . , Xk(1, w), Y0(1, w), . . . , Yk(1, w), каждый моном которого содержит по
крайней мере одно Xj(1, w), j ∈ {0, . . . , k}. Поскольку все Xj(x, y) делятся на y, то
X0(1, w) и все Pk делятся на w, поэтому Φk(w) непрерывны при w = 0.
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Раздутие особенности в случае одного ребра

3. Отображения соответствия
Рассмотрим отображения соответствия вдоль траекторий векторных полей, по-

лученных после замен (3) и (4): f отображает некоторую окрестность нуля на сто-
роне {w = 0} прямоугольника P1 в его сторону {w = 1/ε} вдоль траекторий век-
торного поля, полученного после замены (4); g отображает некоторую окрестность
нуля на стороне

{
w = ε1/α

}
прямоугольника P0 в его сторону {w = 0} вдоль траек-

торий векторного поля, полученного после замены (3) (см. рис. выше). Координату
z на стороне {w = 0} прямоугольника P1 обозначим ρ, координату z на стороне
{w = 0} прямоугольника P0 обозначим η.

Пусть z(w, ρ) — решение уравнения (5), удовлетворяющее начальному условию
z(0, ρ) = ρ. Будем искать его в виде разложения в сходящийся степенной ряд по
начальному условию

z =
∞∑
k=0

Ck(w)ρk+1, (7)

где C0(0) = 1, Ck(0) = 0 при k ≥ 1.
Подставляя (7) в уравнение (6) и сравнивая коэффициенты в левой и правой

частях при одинаковых степенях ρ, получим уравнения относительно Ck(w):

C ′0(w) = C0(w)Φ0(w),

C ′1(w) = C1(w)Φ0(w) + Φ1(w)C2
0(w),

C ′2(w) = C2(w)Φ0(w) + Φ2(w)C3
0(w) + 2C1(w)Φ1(w)C0(w),
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. . . ,

C ′k(w) = Ck(w)Φ0(w) +Rk(w),

где Rk(w) выражается через C0(w), . . . , Ck−1(w),Φ1(w), . . . ,Φk(w).
Обозначим R̃k(w) = Rk(w)C−1

0 (w). Функции R̃k(w) непрерывны при w ≥ 0.
Последовательно решая эти уравнения, получаем

C0(w) = exp

w∫
0

Φ0(ξ)dξ,

C1(w) = C0(w)

w∫
0

Φ1(ξ)C0(ξ)dξ = C0(w)

w∫
0

R̃1(ξ)dξ, . . . ,

Ck(w) = C0(w)

w∫
0

R̃k(ξ)dξ.

Таким образом, отображение соответствия z = f(ρ) имеет разложение

z = a0ρ

(
1 +

∞∑
k=1

akρ
k

)
,

где

a0 = C0

(
1

ε

)
= exp

1/ε∫
0

Φ0(ξ)dξ, ak =

1/ε∫
0

R̃k(ξ)dξ.

Аналогично отображение соответствия η = g(z) имеет разложение

g(z) = b0z

(
1 +

∞∑
k=1

bkz
k

)
, (8)

где

b0 = exp

0∫
ε1/α

Ψ0(ξ)dξ, bk =

0∫
ε1/α

Q̃k(ξ)dξ,

где функция Q̃k(ξ) определяется аналогично R̃k(ξ), только вместо Φk во всех вы-
ражениях нужно поставить Ψk, Q̃k(ξ) непрерывна при ξ ≥ 0.

Согласно формулам замен переменных (3) и (4) координата z на стороне
w = ε1/α прямоугольника P0 и координата z на стороне w = 1/ε прямоугольника P1

различаются множителем ε−1/m. Рассматривая на стороне w = 1/ε прямоугольника
P1 координату ε−1/mz, отображение f можно переписать так:

f(ρ) = ã0ρ

(
1 +

∞∑
k=1

akρ
k

)
, ã0 = ε−1/ma0. (9)

Рассмотрим отображение соответствия ∆, отображающее положительную полу-
окрестность нуля на оси x в положительную полуокрестность нуля на оси y вдоль
траекторий исходного векторного поля в направлении против часовой стрелки. На
оси x рассмотрим параметр ρ = x1/n, а на оси y параметр η = y1/m. Тогда ∆ явля-
ется композицией η = ∆(ρ) = g ◦ f(ρ).
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Подставляя (9) в (8), получим

∆(ρ) = c0ρ

(
1 +

∞∑
k=1

ckρ
k

)
, (10)

где
c0 = ã0b0, c1 = a1 + b1ã0, ck = ak + Pk(ã0, a1, . . . , ak−1, b1, . . . , bk), (11)

Pk — многочлен от указанных переменных, каждый моном которого содержит мно-
жителем хотя бы одно из bi, i ∈ {1, . . . , k}.

Поскольку отображение соответствия ∆ не зависит от ε, то коэффициенты раз-
ложения (10) также не зависят от ε, поэтому равны пределам самих себя при ε→ 0.
Найдём эти пределы.

Поскольку bi выражаются через интегралы от функций, непрерывных в нуле,
то при ε→ 0 b0 → 1, bk → 0, k ≥ 1.

Отсюда c0 = lim
ε→0

ε−1/ma0. Поскольку Φ0(ξ) = − 1
mξ

+ Φ(ξ), где Φ(ξ) = O(1/ξn+1)

при ξ → +∞, то

c0 = lim
ε→0

ε−1/m exp

1/ε∫
0

Φ0(ξ)dξ = lim
ε→0

ε−1/m exp

1/ε∫
0

(
− 1

mξ
+ Φ(ξ)

)
dξ =

= lim
ε→0

exp

 1∫
0

Φ0(ξ)dξ +

1/ε∫
1

Φ(ξ)dξ

 <∞.

Поскольку существует предел

ln c0 = lim
ε→0

1/ε∫
0

Φ0(ξ)dξ − 1

m
ln ε,

то ln c0 совпадает с интегралом Адамара от функции Φ0(ξ) (см. п. 5 и [13]):

ln c0 =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

Φ0(ξ)dξ ,

следовательно,

c0 = exp

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

Φ0(ξ)dξ . (12)

Далее из равенств (11) и предельных соотношений для bk получаем, что

ck = lim
ε→0

ak =

∞∫
0

R̃k(ξ)dξ, k ≥ 1. (13)

Для построения разложения в ряд преобразования монодромии проделаем сле-
дующую процедуру. Пусть Sx, Sy — отражения плоскости (x, y) относительно осей
x и y соответственно, Sxy = Sx ◦ Sy. Образы векторного поля V при отражениях
Sx, Sy, Sxy обозначим V x, V y, V xy соответственно. Рассмотрим в первом квадранте
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эти четыре векторных поля и применим к каждому из них описанный выше про-
цесс раздутия особенности. Отображения, аналогичные ∆ для случая отражённых
векторных полей V x, V y, V xy, будем обозначать ∆x,∆y,∆xy соответственно.

Рассмотрим преобразование монодромии ∆∗, отображающее положительную
полуокрестность нуля на оси x в себя вдоль траекторий исходного векторного поля
в направлении против часовой стрелки. На оси x рассмотрим параметр ρ = x1/n.
Тогда ∆∗ является следующей композицией:

∆∗(ρ) = (∆y)−1 ◦∆xy ◦ (∆x)−1 ◦∆(ρ). (14)

Вычисляя разложение отображений соответствия ∆,∆x,∆y,∆xy по формулам (10),
(12), (13) и составляя суперпозицию (14), получим разложение в ряд преобразова-
ния монодромии.

4. Случай двух рёбер
Пусть векторное поле V с монодромной особой точкой (0, 0) имеет диаграмму

Ньютона Γ, состоящую из двух невырожденных рёбер ` и ˜̀с показателями α = m/n
и α̃ = m̃/ñ (α̃ > α; m/n и m̃/ñ — несократимые дроби) и имеющую по одной вер-
шине на каждой координатной оси, пусть (a, b) — векторный коэффициент вершины
c, соединяющей ребра ` и ˜̀, и пусть

λ =
nb−ma
ñb− m̃a

< 1.

Ребру ` поставим в соответствие набор функций Φk,Ψk, которые определены в п. 2.
Аналогичные функции для ребра ˜̀ будем обозначать Φ̃k, Ψ̃k.

Составим формальный ряд

g(ρ) = b0

(
1 +

∞∑
k=1

bkρ
k

)
, (15)

где

b0 = exp

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

Ψ0(ξ)dξ , bk =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

Q̃k(ξ)dξ , k ≥ 1,

Q̃k(ξ) определяются в п. 3, и поставим его в соответствие ребру `.
Аналогично составим формальный ряд

f(ρ) = a0

(
1 +

∞∑
k=1

akρ
k

)
, (16)

с коэффициентами

a0 = exp

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

Φ̃0(ξ)dξ , ak =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

R̃k(ξ)dξ , k ≥ 1,

и поставим его в соответствие ребру ˜̀, R̃k(ξ) определяются как в п. 3 для ребра ˜̀.
Вершине c поставим в соответствие отображение ϕ(ρ) = ρλ. Теперь рассмотрим

два первых члена формального разложения композиции f−1 ◦ ϕ ◦ g:

f−1 ◦ ϕ ◦ g(ρ) = a−1
0 bλ0ρ

λ(1− a1a
−1
0 bλ0ρ

λ + o(ρλ)). (17)
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В [7] показано, что отображение соответствия ∆, переводящее положительную по-
луокрестность нуля на оси y в ось x, имеет вид (на оси y берётся параметр ρ = y

1
m ,

на оси x — параметр x
1
n )

∆(ρ) = E0ρ
λ(1 + E1ρ

λ + o(ρλ)), (18)

где E0 = A0B0, E1 = A0B0I, A0 = exp

∣∣∣∣∣ 0∫
+∞

Φ̃0(ξ)dξ , B0 = expλ

∣∣∣∣∣+∞∫0 Ψ0(ξ)dξ ,

I =

∣∣∣∣∣∣∣
0∫

+∞

Φ̃1(w)

w
exp

w∫
0

Φ̃0(ξ)

ξ
dξdw .

Сравнивая (17) и (18), видим, что A0 = a−1
0 , B0 = bλ0 , E1 = A0B0I = −a1a

−1
0 bλ0 , то

есть эти разложения совпадают.
Таким образом, гипотеза в данном случае доказана для первых двух коэффи-

циентов.
Теперь обратимся к случаю λ = 1, который был рассмотрен в [6]. Дополнитель-

но предположим, что выполняется условие m̃n− ñm = 1. Рёбрам ` и ˜̀ поставим в
соответствие ряды (15) и (16) аналогично предыдущему случаю. Вершине c поста-
вим в соответствие отображение ϕ(ρ) = ρ(1 + c∗ρ ln ρ), где константа c∗ определена
в [6]. В [6] доказано, что

∆(z) = E0z
λ(1 + E1ρ ln ρ+ o(ρ ln ρ)), (19)

где E0 = A0B0, E1 = c∗B0; A0 и B0 определены, как выше.
Теперь рассмотрим два первых члена формального разложения композиции

f−1 ◦ ϕ ◦ g:
f−1 ◦ ϕ ◦ g(ρ) = a−1

0 b0ρ(1 + c∗b0ρ ln ρ+ o(ρ ln ρ)). (20)

Очевидно, что разложения (19) и (20) совпадают. В данном случае гипотеза
также доказана на уровне первых двух членов разложения.

5. Добавление: интеграл Адамара
В [13] дано определение конечной части расходящегося интеграла от функции

со степенной особенностью в конечной точке вещественной прямой. Впоследствии
такие величины получили название интегралов Адамара. Основываясь на идеях
[13], дадим определение интеграла Адамара на бесконечном промежутке.

1. Пусть A(x) — вещественно-аналитическая на промежутке [a,+∞) функция,
имеющая в точке бесконечность устранимую особенность, a > 0, p ∈ Z, p ≥ 0,
0 < α < 1. Тогда интеграл

+∞∫
a

xp−αA(x)dx (21)

является, вообще говоря, расходящимся.
Определение. Конечной частью интеграла (21), или интегралом Адамара от
функции f(x) = xp−αA(x), называется∣∣∣∣∣∣∣

+∞∫
a

xp−αA(x)dx = lim
t→+∞

 t∫
a

xp−αA(x)dx+ tp−α+1B(t)

 , (22)
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где B(t) — любая функция, которая удовлетворяет условиям:
а) рассматриваемый предел существует;
б) функция B

(
1
x

)
имеет по крайней мере p+ 1 производную при x = 0.

Предложение. Значение интеграла Адамара (22) не зависит от выбора функции
B(x), удовлетворяющей условиям а) и б).

Доказательство. Пусть

A(x) = a0 +
a1

x
+ . . .+

ap
xp

+
Ψp+1(x)

xp+1
, B(t) = b0 +

b1

t
+ . . .+

bp
tp

+
Φp+1(t)

tp+1
,

где Ψp+1(x) и Φp+1(t) ограничены на бесконечности. Тогда

t∫
a

xp−αA(x)dx+ tp−α+1B(t) =

=

p∑
t=0

at

t∫
a

xp−α−tdx+

t∫
a

Ψp+1(x)

xα+1
dx+

p∑
t=0

btt
p−α+1−t +

Φp+1(t)

tα
=

=

p∑
t=0

at
p− α + 1− t

tp−α+1−t−
p∑
t=0

ata
p−α+1−t

p− α + 1− t
+

t∫
a

Ψp+1(x)

xα+1
dx+

p∑
t=0

btt
p−α+1−t+

Φp+1(t)

tα

имеет конечный предел, если положить

bk = − ak
p− α + 1− k

. (23)

Этот предел равен
+∞∫
a

Ψp+1(x)

xα+1
dx−

p∑
k=0

aka
p−α+1−k

p− α + 1− k

и очевидно не зависит от выбора функцииB(x), удовлетворяющей условию (23).

2. Пусть A(x) — как в предыдущем пункте. Рассмотрим интеграл вида

+∞∫
a

xpA(x)dx (24)

при p ∈ Z, p ≥ −1. Пусть

A(x) = a0 +
a1

x
+ . . .+

ap+1

xp+1
+

Ψp+2(x)

xp+2
, B(t) = b0 +

b1

t
+ . . .+

bp+1

tp+1
+

Φp+2(t)

tp+2
,

где Ψp+2(t),Φp+2(t) ограничены на бесконечности, B1(t) = b0
1 +O

(
1
tβ

)
, β > 0. Тогда

t∫
a

xpA(x)dx+ tp+1B(t) +B1(t) ln t =

=

p+1∑
t=0

at

t∫
a

dx

xt−p
+

t∫
a

Ψp+2(x)

x2
dx+

p+1∑
t=0

bt
tt−p−1

+
Φp+2(t)

t
+

(
b0

1 +O

(
1

tβ

))
ln t =
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=

p∑
t=0

at
t− p− 1

1

tt−p−1
−

p∑
t=0

at
t− p− 1

1

at−p−1
+ ap+1 ln t− ap+1 ln a+

+

t∫
a

Ψp+2(x)

x2
dx+

p∑
t=0

bt
tt−p−1

+ bp+1 +
Φp+2(t)

t
+

(
b0

1 +O

(
1

tβ

))
ln t −→ A0 + bp+1,

если выбрать bk = − ak
k−p−1

, k = 0, . . . , p, b0
1 = −ap+1, причём, величина

A0 = −
p∑

k=0

ak
k − p− 1

1

ak−p−1
− ap+1 ln a+

+∞∫
a

Ψp+2(x)

x2
dx

определяется только функцией A(x).
Число bp+1 зависит от выбора ряда B(x). Предел будет определён однозначно,

если bp+1 = 0 или, что то же самое, разложение xp+1B(x) не содержит нулевой
степени x.

Таким образом, можно дать следующее определение.
Определение. Конечной частью интеграла (24), или интегралом Адамара от
функции f(x) = xpA(x), p ≥ −1, p ∈ Z, называется∣∣∣∣∣∣∣

+∞∫
a

xpA(x)dx = lim
t→+∞

 t∫
a

xpA(x)dx+ tp+1B(t) +B1(t) ln t

 ,

где B(t) и B1(t) — любые функции, удовлетворяющие следующим условиям:
а) рассматриваемый предел существует;
б) B( 1

x
) имеет по крайней мере p+ 2 производных в точке x = 0;

в) B1(t) = b0
1 +O( 1

tβ
), β > 0;

г) разложение tp+1B(t) не содержит нулевой степени t.
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In the paper we compute the asymptotic series of the monodromy transformation of a
monodromic singular point of a vector field in the plane when its Newton diagram consists
of a single non-degenerate edge. The method of a resolution of singularities via Newton
diagram is applied. A hypothesis about the existence of an algorithm for calculating
the coefficients of correspondence maps and monodromy transformation containing no
operation limit is put forward. This conjecture has been proved in the case of a single
non-degenerate edge of the Newton diagram, as well as for the first two coefficients in
the asymptotic expansion of the correspondence map in the first quadrant of the plane
(as well as the monodromy transformation) in the case where the Newton diagram of the
vector field consists of two non-degenerate edges.

Keywords: monodromic singular point, resolution of singularities, focus, center, monodromy
transformation, Newton diagram.
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