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Эйлер и комбинаторика
А.М. Зубков

Леонард Эйлер является одним из создателей методов мате-
матического анализа. Наряду со строгими математическими (де-
дуктивными) доказательствами Эйлер широко использовал эмпи-
рические методы (индукцию) и “правдоподобные” рассуждения.
Развитие методов математического анализа в значительной сте-
пени проводилось Эйлером с целью решения конкретных матема-
тических и прикладных задач. Работы Эйлера внесли большой
вклад в разные области математики, в том числе и в комбина-
торику. Комбинаторные результаты Леонарда Эйлера, лежащие
несколько в стороне от основной массы его работ, позволяют луч-
ше оценить как разносторонность его дарования, так и склон-
ность к использованию аналитических методов.

Термин “комбинаторная математика” разные авторы понима-
ют по-разному. Начиная с древних греков, главной математиче-
ской абстракцией является бесконечность (в виде бесконечного
ряда натуральных чисел, безграничной делимости отрезка пря-
мой, неограниченности пространства и т. п.). Немного утрируя,
можно сказать, что в отличие от почти всех остальных областей
математики, которые в том или ином виде связаны с изучением
свойств бесконечных объектов (неограниченных или состоящих
из бесконечного множества элементов), комбинаторика включает
в себя задачи, относящиеся к свойствам конечных (во всех смыс-
лах) объектов.

Ниже приводится краткий обзор исследований Эйлера по на-
правлениям, которые называют теперь теорией графов, теори-
ей латинских квадратов, перечислительной комбинаторикой. Об-
суждаются методы, использовавшиеся Эйлером, и некоторые бо-
лее поздние результаты в этих направлениях, связанные с рабо-
тами Эйлера.

c⃝ Зубков А.М., 2008
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1. Теория графов

Одной из наиболее известных комбинаторных работ Леонар-
да Эйлера является статья с решением задачи о мостах города
Кёнигсберг [8].

Рис. 1. Схема мостов Кёнигсберга из статьи Эйлера [8].

Река, протекающая через Кёнигсберг, делит его на 4 части, ко-
торые были соединены 7 мостами (рис. 1). Существовало поверье,
согласно которому загаданное желание должно исполниться, ес-
ли пройти по каждому из 7 мостов ровно по одному разу. Лейбниц
в переписке с Вольфом в 1670 г. обсуждал математическую зада-
чу о существовании маршрута обхода всех кёнигсбергских мостов
и высказывал мнение о том, что она представляет собой новый
тип геометрических задач, связанных не с размерами объектов, а
только с их взаимным расположением (теперь такие задачи назы-
ваются топологическими), и что поэтому для ее решения нужно
использовать качественно новые методы.

Эйлер в своей работе [8] предложил строгое, изящное и в ко-
нечном счете аналитическое решение, основанное на правильной
переформулировке задачи о мостах. Рассмотрим идеи этого ре-
шения.

Прием, использованный Эйлером, теперь иногда называют
“двойным счетом” (одна и та же величина вычисляется двумя
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разными способами). Прежде всего, в качестве основных объек-
тов Эйлер использует не мосты, а соединяемые ими области суши.
Если обозначать области суши прописными латинскими буквами,
то маршрут прохода по мостам можно представить последова-
тельностью ABCAD . . . символов областей. (Такая запись не от-
ражает, в каком порядке проходит маршрут по мостам, соединя-
ющим две области, если таких мостов несколько, но оказывается,
что это и не существенно!) Далее, число символов в маршруте,
который проходит по каждому мосту один раз, на 1 больше чис-
ла мостов в маршруте, поскольку каждая пара соседних симво-
лов соответствует переходу по одному мосту. Наконец, основное
соображение состоит в том, что если символ области X не явля-
ется концевой точкой маршрута, то он соответствует проходу по
двум мостам, соединяющим область X с другими областями, а
если символ X является концевой точкой – то проходу по одному
такому мосту. Отсюда следует, что если маршрут проходит по N
мостам, соединяющим область X с другими областями, то символ
X появляется в записи маршрута (N + 1)/2 раз, если N нечетное
(и при этом один раз X является концевой точкой маршрута), и
либо N/2, либо N/2 + 1 раз, если N четное (в последнем случае
маршрут начинается и заканчивается символом X).

Правило “двойного счета” Эйлер попутно применяет еще раз,
замечая, что у каждого моста два конца и что поэтому сумма
чисел мостов, соединяющих каждую из областей с остальными,
вдвое превосходит общее число мостов и поэтому должна быть
четной; но тогда число областей, в которых заканчивается нечет-
ное число мостов, тоже должно быть четным.

Из этих соображений Эйлер выводит, что если число мостов
равно M , а число областей с нечетным числом мостов равно 2m,
то запись маршрута, проходящего по всем мостам, должна содер-
жать не менее M +m символов, что больше M + 1, если m > 1.
Это условие позволяет убедиться, что не существует маршрута,
проходящего по 7 мостам Кёнигсберга по одному разу. Эйлер не
описывает подробно способ построения маршрута в ситуациях,
когда m 6 1, ограничиваясь замечаниями о том, что при m = 1
маршрут должен начинаться и заканчиваться в областях с нечет-
ным числом мостов и что если две области соединены несколь-
кими мостами, то можно мысленно удалить пары таких мостов и
получить более простую схему, а после того, как обход упрощен-
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ной схемы будет построен, можно добавить к нему проходы по
удаленным мостам.

Интересно отметить, как Эйлер относился к своему решению.
В [10] среди других писем Эйлера приводится письмо Карлу Лео-
нарду Готлибу Элеру (Carl Leonard Gottlieb Ehler), любителю ма-
тематики и бургомистру г.Данцига, в котором Эйлер по просьбе
Элера кратко излагает свое решение задачи о мостах, а затем
пишет:

“Следовательно, ты можешь убедиться, славнейший муж,
что это решение по своему характеру имеет мало отношения
к математике, и мне непонятно, почему следует скорее от ма-
тематика ожидать этого решения, нежели от какого-нибудь
другого человека, ибо это решение подкрепляется одним только
рассуждением, и нет необходимости привлекать для нахожде-
ния этого решения какие-либо законы, свойственные матема-
тике. Итак, я не знаю, каким образом получается, что вопросы,
имеющие совсем мало отношения к математике, скорее разре-
шаются математиками, чем другими [учеными]”.

По-видимому, Эйлер понимал математику главным образом
как науку о вычислениях; но он живо интересовался также каче-
ственно новыми задачами, как показывает продолжение приве-
денного отрывка:

“Между тем Ты, славнейший муж, определяешь место это-
го вопроса в геометрии положения, и что касается этой новой
науки, то, признаюсь, мне неизвестно, какого рода относящие-
ся сюда задачи желательны были Лейбницу и Вольфу. Итак, я
прошу Тебя, если Ты считаешь, что я способен нечто создать в
этой новой науке, чтобы Ты соблаговолил мне прислать несколь-
ко определенных, относящихся к ней задач, для того, чтобы я
мог лучше уяснить себе, что именно представляется жела-
тельным. Между тем, поскольку мне известно, что Ты так-
же можешь составить суждение о математических науках на
основании одной только задачи, которую следует предложить
и решить, начало чему по Твоей просьбе положил преславный
Кюн, я хотел бы, чтобы он представил нам такого рода зада-
чи, которые он считает более трудными, [сделав это] как для
прогресса науки, так и для упражнения наших сил.”

В современной теории графов путь, проходящий по одному
разу по всем ребрам графа, называют эйлеровым путем, а за-
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мкнутый эйлеров путь – эйлеровым циклом. Найденный Эйлером
критерий в современных терминах выглядит так:

“В связном неориентированном графе эйлеров путь (цикл) су-
ществует тогда и только тогда, когда число вершин нечетной
кратности не больше 2 (вершин нечетной кратности нет)”.

Более общий критерий охватывает случай, когда в графе есть
как ориентированные, так и неориентированные ребра:

“В связном графе эйлеров путь (цикл) существует тогда и
только тогда, когда в графе с удаленными ориентациями ребер
существует эйлеров путь (цикл) и для каждой вершины разность
между числом входящих и выходящих ребер не превышает числа
инцидентных этой вершине неориентированных ребер.”

После решения задачи о мостах Эйлер, видимо, продолжал
размышлять о “геометрии положений”, и в 1750 г. в письме Гольд-
баху (см. также [4]) он сообщил о найденной им формуле, связы-
вающей число V вершин, число E ребер и число F граней выпук-
лого многогранника: N − E + F = 2. Первое строгое доказатель-
ство этой формулы, которую называют теперь формулой Эйлера,
опубликовал О.Коши [3] в 1813 г., когда ему было около 20 лет.
Доказательство Коши является индуктивным и использует на-
глядные, а не аналитические, соображения. В 1893 г. А. Пуанка-
ре [15] обобщил формулу Эйлера на n-мерные политопы: если Nk
– число k-мерных (k = 0, 1, . . . , n− 1) граней, то

N0 −N1 +N2 − · · ·+ (−1)n−1Nn−1 = 1 + (−1)n−1.

Обобщения выражения, стоящего в левой части, используются
как топологические инварианты поверхностей.

В “задаче о мостах” рассматриваются пути, проходящие по
всем ребрам графа. В связи с ней естественно возникает анало-
гичная задача о путях, проходящих по одному разу через все вер-
шины графа; такие пути называются гамильтоновыми. В общем
случае задача выяснения вопроса о существовании гамильтонова
пути в графе является NP-полной, т. е. принадлежит множеству
Σ таких бесконечных совокупностей σ задач, что: а) ни для ка-
кой совокупности σ ∈ Σ не известен алгоритм, решающий любую
задачу из σ за время, полиномиально зависящее от длины форму-
лировки задачи, и б) если для какой-нибудь совокупности σ ∈ Σ
существует алгоритм, решающий любую задачу из σ за полино-
миальное время, то для любой другой совокупности σ′ ∈ Σ тоже
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существует алгоритм, решающий все задачи из σ′ за полиноми-
альное время.

Таким образом, в ближайшей окрестности решенной Эйлером
“задачи о мостах” находятся задачи, не решенные до сих пор.

В работе [9], представленной к публикации в 1759 г. и опуб-
ликованной в 1766 г., Леонард Эйлер рассмотрел задачи постро-
ения обходов шахматной доски (и ее обобщений) шахматным ко-
нем, которые являются частными случаями задачи о гамильто-
новых путях. Это была первая серьезная математическая статья,
посвященная способам построения обходов квадратных и прямо-
угольных досок ходом шахматного коня; она определила харак-
тер дальнейших исследований в этой области “занимательной ма-
тематики”. Эйлер построил замкнутый обход шахматной доски
(доказав тем самым, что обход можно начинать с любой клетки)
и указал способы преобразования и построения обходов и привел
разнообразные примеры обходов (как замкнутых, так и не за-
мкнутых, в том числе обладающих различными свойствами сим-
метрии). Кроме того, Эйлер рассмотрел задачи об обходе конем
досок, имеющих другие размеры и формы. В частности, он:

а) отметил, что не существует обходов досок размеров 3 × 3
и 4 × 4 и привел пример обхода конем всех клеток доски 4 × 4,
кроме одной угловой клетки;

б) заметил, что не существует замкнутых обходов досок с
нечетным числом клеток, показал, что любой обход доски разме-
ром 5×5 должен начинаться или заканчиваться в угловой клетке,
и, соединив обходы досок 5 × 5, построил симметричный обход
доски 10× 10;

в) построил (незамкнутые) обходы досок размером 3×4 и 3×7,
отметил, что доски размером 3× 5 и 3× 6 обойти ходом шахмат-
ного коня нельзя, и высказал гипотезу о том, что не существует
замкнутых обходов досок, у которых хотя бы одна из сторон ко-
роче 5 клеток;

г) построил примеры обходов досок крестообразной формы.

Гипотеза Эйлера была опровергнута только в 1917 г., когда
Е. Бергхольт в письмах в The British Chess Magazine привел при-
меры замкнутых обходов досок размером 3× 10 и 3× 12.
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2. Магические и латинские квадраты

Две работы Леонарда Эйлера, посвященные магическим и ла-
тинским квадратам, заложили основы нового направления ком-
бинаторики – теории латинских квадратов, результаты которой
применяются в различных областях.

Таблица размера n × n, заполненная натуральными числами
от 1 до n2, называется магическим квадратом, если суммы чи-
сел во всех ее строках, столбцах и в двух диагоналях одинаковы.
Магические квадраты были известны еще в древнем Китае, и счи-
талось, что они могут обладать волшебными свойствами.

Таблица размера n × n, заполненная натуральными числами
от 1 до n, называется латинским квадратом, если в каждой стро-
ке и в каждом столбце находится перестановка чисел от 1 до n.

Первое упоминание о латинских квадратах (в связи с решени-
ем карточных задач) относится к 1723 г. Систематическое изуче-
ние латинских квадратов началось с работ Эйлера [6], [7].

В [6] Эйлер предложил для построения магических квадратов
использовать представление целых чисел от 0 до n2 − 1 в виде
сумм an + b, где a и b принимают значения от 0 до n − 1. Ес-
ли ∥aij∥ni,j=1 и ∥bij∥ni,j=1 – два латинских квадрата, заполненных
числами от 0 до n − 1, и все n2 элементов квадратной таблицы
∥(aij , bij)∥ различны, то в квадратной таблице ∥aijn+ bij∥ суммы
чисел, стоящих в любой строке и в любом столбце, равны одному
и тому же числу 1

2 n(n−1)n+ 1
2 n(n−1). (Эйлер использовал для

обозначения чисел aij латинские, а для чисел bij – греческие бук-
вы и поэтому назвал таблицу ∥(aij , bij)∥ греко-латинским квадра-
том; этот термин иногда используется и в наше время, но чаще
латинские квадраты ∥aij∥ni,j=1 и ∥bij∥ni,j=1, для которых все пары
(aij , bij) различны, называют ортогональными.)

На примерах квадратов размеров 3 × 3, 4 × 4, 5 × 5 Эйлер
показал, что условие равенства диагональных сумм суммам по
строкам и столбцам при такой конструкции записывается в ви-
де линейных уравнений, выполнение которых можно обеспечить
за счет переобозначения элементов. Однако построить греко-
латинский квадрат размера 6 × 6 Эйлеру не удалось, и он по-
строил магический квадрат размера 6×6, комбинируя квадраты,
не являющиеся латинскими.

По-видимому, неудача с реализацией внешне простого способа
построения магического квадрата размера 6× 6 с помощью двух
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греко-латинских (ортогональных) латинских квадратов, заинте-
ресовала Эйлера, и он посвятил большую работу [7] изучению
способов построения латинских и греко-латинских квадратов. В
частности, в ней были указаны способы построения ортогональ-
ных латинских квадратов размера n × n при n ̸≡ 2 (mod 4), и
Эйлер высказал предположение о том, что при n ≡ 2 (mod 4) ор-
тогональных латинских квадратов размера n × n не существует.
В случае n = 6 Эйлер сформулировал свою гипотезу в виде за-
дачи о том, можно ли расставить 36 офицеров из 6 полков (по 6
разных чинов из каждого полка) в виде квадрата 6×6 так, чтобы
в каждом столбце и в каждой строке находились офицеры раз-
ных званий и из разных полков. Эту гипотезу Эйлера частично
подтвердил в 1900 г. G. Tarry [16], доказав (фактически – перебо-
ром всех возможных неэквивалентных пар латинских квадратов
размера 6 × 6), что в случае n = 6 она верна. Следующее про-
движение в исследовании гипотезы Эйлера было сделано лишь
в 1959 г., когда Bose, Shrikhande и Parker [2], [14], [1] установили,
что пары ортогональных латинских квадратов существуют при
всех натуральных n ̸= 2, 6.

Таким образом, для того, чтобы исправить утверждение сфор-
мулированной Эйлером гипотезы, потребовалось почти 200 лет
развития как математики, так и техники (примеры ортогональ-
ных латинских квадратов порядка 10 были построены с помощью
ЭВМ). Можно сказать, что трудоемкость задач, не поддававших-
ся гению Эйлера, превышает 100 лет коллективной работы других
математиков.

Одна из пар ортогональных латинских квадратов порядка 10
изображена на рис. 2.

Для различных значений n существует разное число попарно
ортогональных латинских квадратов. Число попарно ортогональ-
ных латинских квадратов порядка n не может быть больше n−1,
и это значение достигается в случаях, когда n – степень простого
числа (такая система попарно ортогональных латинских квад-
ратов называется полной). Общей формулы для максимального
числа попарно ортогональных латинских квадратов порядка n не
существует; более того, до сих пор неизвестно, существуют ли три
попарно ортогональных квадрата порядка 10.

В XVIII веке, когда Эйлер ввел понятие греко-латинских (ор-
тогональных) квадратов, они были просто новыми чисто матема-
тическими объектами. В дальнейшем латинские и особенно орто-



А.М. Зубков 13

11 87 96 05 20 49 68 32 53 74
78 22 81 97 06 30 59 43 64 15
69 18 33 82 91 07 40 54 75 26
50 79 28 44 83 92 01 65 16 37
02 60 19 38 55 84 93 76 27 41
94 03 70 29 48 66 85 17 31 52
86 95 04 10 39 58 77 21 42 63
23 34 45 56 67 71 12 88 90 09
35 46 57 61 72 13 24 00 89 98
47 51 62 73 14 25 36 99 08 80

Рис. 2. Ортогональные латинские квадраты порядка 10.

гональные латинские квадраты нашли применения в различных
областях (см., например, [13]).

В комбинаторике полные системы ортогональных латинских
квадратов соответствуют конечным аффинным и проективным
плоскостям. Латинские квадраты используются при построении
квадратов Рума (турниров игры в бридж). В конце XIX века Кэ-
ли показал, что таблица умножения элементов конечной группы
является латинским квадратом. В 30-х годах XX века возник-
ло понятие квазигруппы, в которой таблицей умножения может
быть любой латинский квадрат.

Системы попарно ортогональных латинских квадратов ис-
пользуются при построении сеточных методов интегрирования в
вычислительной математике.

В 30-х годах XX века Р. Фишер [11], [12] предложил исполь-
зовать латинские (и ортогональные латинские) квадраты для
планирования сельскохозяйственных экспериментов. Число та-
ких экспериментов не может быть произвольно большим (хотя
бы потому, что каждый эксперимент длится несколько месяцев),
на результат эксперимента могут оказывать влияние несколько
факторов, в том числе и неконтролируемые. Например, пусть в
математической модели результат эксперимента линейно зависит
от трех контролируемых факторов, каждый из которых прини-
мает n разных значений, и от случайной величины. Обозначим
возможные влияния каждого из факторов числами α1, . . . , αn,
β1, . . . , βn, γ1, . . . , γn; тогда результат эксперимента, в котором
факторы принимают соответственно i-е, j-е и k-е значения, ра-
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вен
xijk = µ+ αi + βj + γk + εijk,

где µ – среднее значение результата, а εijk – случайное влияние.
Чтобы проверить справедливость статистической гипотезы о том,
что αi = βi = γi = 0, i = 1, . . . , n, т. е. что ни один фактор не влия-
ет на результат эксперимента, можно поставить n3 экспериментов
со всеми возможными сочетаниями факторов. Однако число экс-
периментов можно сократить до n2, если использовать латинский
квадрат ∥aij∥ni,j=1 и провести n2 экспериментов со следующими
сочетаниями факторов: (i, j, aij), i, j = 1, . . . , n.

Еще одна область применения латинских квадратов – постро-
ение кодов, исправляющих ошибки. Кодом C длины N над ал-
фавитом A из n букв называется множество N -мерных векторов
(кодовых слов), компоненты которых принадлежат A. Расстоя-
нием d(C) кода C называется минимальное расстояние Хемминга
(число несовпадающих координат) между элементами кода. При
передаче кодовых слов могут происходить искажения отдельных
координат. Если число искаженных координат меньше 1

2 d(C), то
по искаженному кодовому слову можно однозначно восстановить
неискаженное. Поэтому говорят, что код C исправляет

[
1
2 d(C)

]
ошибок. Если число искаженных координат меньше d(C), то од-
нозначное восстановление кодового слова может оказаться невоз-
можным, но факт наличия искажений обнаруживается.

Ортогональные латинские квадраты позволяют строить ко-
ды, исправляющие ошибки. Пусть A1 = ∥a(1)

ij ∥, . . . , Am = ∥a(m)
ij ∥

– попарно ортогональные латинские квадраты порядка n. Тогда
множество кодовых слов длины m+ 2

(i, j, a(1)
ij , . . . , a

(m)
ij ), i, j = 1, . . . , n,

образует код из n2 элементов, исправляющий [m/2] ошибок. Дей-
ствительно, достаточно показать, что любые два кодовых слова
различаются по крайней мере m+1 координатой. Любые два раз-
ных кодовых слова

(
i, j, a

(1)
ij , . . . , a

(m)
ij

)
,

(
i′, j′, a

(1)
i′j′ , . . . , a

(m)
i′j′

)
раз-

личаются хотя бы одной из первых двух координат. Если, на-
пример, i = i′, то j ̸= j′ и a

(k)
ij ̸= a

(k)
ij′ , k = 1, . . . ,m, так как в

каждом латинском квадрате все числа в i-й строке попарно раз-
личны. Аналогично рассматривается случай i ̸= i′, j = j′. Если
же i ̸= i′, j ̸= j′, то может существовать не более одного тако-
го k, что a(k)

ij = a
(k)
i′j′ , так как если a

(k1)
ij = a

(k1)
i′j′ , a(k2)

ij = a
(k2)
i′j′ , то
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Рис. 3. Пятиугольные числа: 1, 5, 12, 22,. . . .

(
a
(k1)
ij , a

(k2)
ij

)
=

(
a
(k1)
i′j′ , a

(k2)
i′j′

)
, т. е. латинские квадраты Ak1 и Ak2 не

ортогональны.
Вряд ли Эйлер предполагал, что латинские квадраты будут

столь широко применяться, однако его математическая интуиция
помогла правильно оценить естественность конструкции и нетри-
виальность свойств латинских квадратов.

3. Теорема о пятиугольных числах
Наконец, необходимо упомянуть еще один характерный для

Леонарда Эйлера цикл исследований, находящийся на стыке ком-
бинаторики, теории чисел и математического анализа и посвя-
щенный свойствам пятиугольных чисел. Так называемые много-
угольные числа определяются как элементы последовательностей
натуральных чисел, образованных количествами “целых” точек,
содержащихся в гомотетичных многоугольниках с целочисленны-
ми длинами сторон (рис. 3).

Многоугольные числа были известны еще в древней Греции.
В частности, формула n-го пятиугольного числа имеет вид pn =
1
2 n(3n − 1), n = 1, 2, . . . . Судя по переписке, около 1740 г. Эйлер
обнаружил, что при разложении бесконечного произведения

(1− x)(1− x2)(1− x3)(1− x4) · · ·
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в степенной ряд получается выражение

1−x−x2 +x5 +x7−x12−x15 +x22 +x26−x35−x40 +x51 + · · · , (1)

в котором присутствуют не все степени x и в котором ненуле-
вые коэффициенты равны ±1. Эйлер заметил, что все показатели
степеней с ненулевыми коэффициентами имеют вид 1

2 n(3n ± 1);
это множество обобщенных пятиугольных чисел содержит как
обычные пятиугольные числа p1, p2, . . ., так и числа, которые
получаются при подстановке в формулу 1

2 n(3n − 1) значений
n = 0,−1,−2, . . . . Строгое доказательство теоремы о пятиуголь-
ных числах, т. е. тождества

∞∏
n=1

(1− xn) = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n
(
x

n(3n−1)
2 + x

n(3n+1)
2

)
Эйлер нашел только в 1750 г., а опубликовал в 1760 г. [5]. Эта уди-
вительная теорема стала первым примером нетривиальных тож-
деств, связывающих бесконечные произведения и степенные ря-
ды; ряд других неожиданных тождеств был найден в начале XX
века индийским математиком С. Рамануджаном.

Эйлер показал также, что другая эмпирически обнаруженная
им в 1747 г. серия необычных равенств, связанных с пятиугольны-
ми числами, является следствием теоремы о пятиугольных чис-
лах. Пусть σ(n) – сумма всех натуральных делителей числа n.
Эйлер показал, что при любом n

σ(n) = σ(n− 1) + σ(n− 2)− σ(n− 5)− σ(n− 7) +
+ σ(n− 12) + σ(n− 15)− · · · ; (2)

при каждом n в сумму в правой части входят только те слагае-
мые, аргументы которых положительны. Нетрудно заметить, что
структура суммы в правой части (2) совпадает со структурой ря-
да (1).

Заключение
Подводя итог этому обзору, можно отметить, что, во-первых,

Леонард Эйлер получил первые важные результаты в нескольких
направлениях комбинаторики и сформулировал в качестве гипо-
тез задачи, ставшие ориентирами для развития этих направлений
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более чем на 100 последующих лет; во-вторых, основной заслугой
Эйлера перед комбинаторикой следует считать не столько введе-
ние новых понятий и решение конкретных задач, сколько разра-
ботку методов использования степенных рядов и производящих
функций для получения точных и асимптотических формул в пе-
речислительных задачах.
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Эйлер и теория чисел
А.А. Карацуба

Здесь излагается расширенное содержание доклада, прочитан-
ного автором на конференции, посвященной 300-летию со дня
рождения Л. Эйлера (Математический институт им. В. А. Стек-
лова, 17 мая 2007 г.)

А) Седьмая часть научных работ Эйлера посвящена теории
чисел (из 900 названий статей Эйлера и его сына Иоганна Аль-
брехта 120 посвящены теории чисел).

Б) Внимание Эйлера к теории чисел привлек Гольдбах (пись-
мо Гольдбаха к Эйлеру от 1 декабря 1729 г.), и первой работой
была работа о теореме Ферма, касающаяся представимости про-
стых чисел суммою двух квадратов целых чисел. Несмотря на
разницу в возрасте в 17 лет, Гольдбах и Эйлер дружили, вели
активную переписку, где ставились и решались проблемы теории
чисел, вплоть до кончины Гольдбаха в 1764 г.

В) Самым значительным изданным трудом Эйлера по теории
чисел являются его “Арифметические сочинения”. Это двухтом-
ная монография, изданная в 1849 г. в Петербурге под редакцией
Фуса, Буняковского, Чебышева. К изданию трудов Эйлера при-
влек Чебышева в 1847 г. Буняковский. После этого издания Чебы-
шев занялся теорией чисел и написал две свои знаменитые статьи
по теории чисел.

Г) Уже в наше время (1997 г.) вышла книга (см. [4]) “Неопуб-
ликованные материалы Л. Эйлера по теории чисел” под редак-
цией Н.И. Невской, где содержатся заметки из записных книжек
Эйлера, касающиеся вопросов теории чисел.

Д) Во времена Эйлера еще не было науки “теория чисел”. Да
и сама математика, как строгая наука, начинала только-только
строиться. Как самостоятельная наука теория чисел сформирова-
лась значительно позднее, после работ Гаусса, после издания его
классического труда “Арифметические исследования” (1801 г.).

Е) Но в то же время период деятельности Эйлера был тем
периодом, когда закладывался фундамент теории чисел, когда
находились (создавались) понятия, ставились и решались задачи,
которые впоследствии составили здание теории чисел.

c⃝ Карацуба А.А., 2008



20 Эйлер и теория чисел

Я расскажу о некоторых, на мой взгляд, самых важных, ре-
зультатах, полученных Эйлером в теории чисел.

1. Со времен Пифагора (VI в. до н. э.) стоял вопрос о со-
вершенных и дружественных числах. Натуральное число a на-
зывается совершенным, если сумма всех его собственных дели-
телей, т.е. делителей, отличных от a, равняется a (таким об-
разом, сумма всех делителей a равняется 2a). Например, чис-
ло 6 является совершенным, так как собственные делители 6
есть 1, 2, 3 и 1+2+3 = 6. До Эйлера была теорема Евклида: если
a = (2p − 1)2p−1 и число 2p − 1 является простым, то a – совер-
шенное число. Например, при p = 2 получаем: 2p−1 = 22−1 = 3,
a = 6; при p = 3 получаем: 2p − 1 = 23 − 1 = 7, a = 28. Простые
числа Mp = 2p − 1 называются простыми Мерсенна. Эйлер дока-
зал, что если число a является четным совершенным числом, то
оно имеет указанный выше вид. Таким образом, для того, что-
бы четное число a было совершенным, необходимо и достаточно,
чтобы оно имело следующий вид:

a = Mp2p−1, Mp = 2p − 1 – простое число.

Эйлер высказал гипотезу, что нет нечетных совершенных чисел
(гипотеза не доказана, 2007 г.).

Натуральные числа A и B называются дружественными, если
сумма собственных делителей A равняется B и наоборот, сум-
ма собственных делителей B равна A. До Эйлера были известны
две пары дружественных чисел: пара Пифагора (220, 284) и пара
Ферма–Декарта (17296, 18416). Эйлер нашел 59 новых пар, в част-
ности, пары нечетных дружественных чисел; например, такой па-
рой будет (32 · 7 · 13 · 5 · 17, 32 · 7 · 13 · 107).

2. Как было сказано выше, первой работой Эйлера по теории
чисел была работа, связанная с теоремой Ферма. Эйлер хорошо
был знаком с работами Ферма и под их влиянием написал целый
ряд своих.

а) Ферма рассматривал числа Fn = 22n

+ 1 и высказал ги-
потезу, что все они, n = 0, 1, 2, . . . являются простыми. Эйлер
опроверг эту гипотезу, доказав, что F5 делится на 641. Сейчас
числа Fn называются числами Ферма. Еще не найдено ни одного
простого Fn, n > 5. Харди высказал гипотезу, что только конеч-
ное число чисел Fn являются простыми (гипотеза не доказана,
2007 г.).



А.А. Карацуба 21

б) Ферма принадлежит следующая теорема (“малая теорема
Ферма”): если p – простое число, a не делится на p, то ap−1 − 1
делится на p.

Эта теорема играет одну из главных ролей в элементарной
теории чисел и алгебре. Эйлер нашел принципиально новое обоб-
щение малой теоремы Ферма. При натуральном числе n Эйлер
определил функцию ϕ(n) (“функция Эйлера”) – количество на-
туральных чисел, не превосходящих n и взаимно-простых с n.
Теорема Эйлера: если a и n – взаимно-простые числа, то aϕ(n)−1
делится на n. Функция Эйлера и теорема Эйлера занимают од-
но из центральных мест в современной теории чисел. Буква ϕ и
символ ϕ(n) введены Гауссом.

в) Эйлером доказаны основные теоремы теории сравнений,
в частности, теоремы о квадратичных вычетах. Например, им до-
казано соотношение (“критерий Эйлера”), которое в современной
форме записывается так:(

a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p)

Здесь p – нечетное простое число, (a/p) – символ Лежандра,

(
a

p

)
=


+1, если a – квадратичный вычет по модулю p;

0, если a – делится на p;
−1, если a – квадратичный невычет по модулю p.

Эйлер нашел и сформулировал квадратичный закон взаимности:
если p и q – нечетные простые числа, то(

p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2 · q−1

2

Квадратичный закон взаимности был доказан Гауссом (им да-
но восемь разных доказательств этого утверждения). Обобще-
ния закона взаимности даны Гауссом, Эйзенштейном, Куммером,
Гильбертом, Артином, Хассе, Шафаревичем, Востоковым.

г) Вслед за Ферма, Эйлер много внимания уделил вопро-
сам представимости чисел значениями бинарных квадратичных
форм. Ферма предположил, а доказал Эйлер, что простые числа
вида p = 4n+1 и только такие представимы в виде x2 + y2 и ука-
занное представление единственное. Эйлер доказал, что простые
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числа вида p = 8n + 1, p = 8n + 3 и только такие, представимы
в виде x2 + 2y2, простые числа вида p = 6n + 1 и только такие
представимы в виде x2 + 3y2, причем указанные представления
единственные.

д) Эйлер исследовал уравнение y2−Dx2 = 1, D ̸= k2, которое
сейчас называется уравнением Пелля, указал алгоритм нахожде-
ния его решений через цепные дроби

√
D и для всех D < 100

привел наименьшие решения этого уравнения.
е) Продолжением г) явились работы Эйлера по представле-

нию натуральных чисел суммами квадратов. Занимаясь этой про-
блемой, Эйлер доказал свое знаменитое тождество: произведение
суммы четырех квадратов на сумму четырех квадратов равня-
ется сумме четырех квадратов. Он был близок к доказательству
теоремы о том, что любое натуральное число есть сумма четырех
квадратов целых чисел (теорема Лагранжа). Это ясно видно по
его записям в записных книжках. После того, как Лагранж дока-
зал теорему о четырех квадратах, Эйлер вернулся к этой темати-
ке и дал новое, более простое и прямое доказательство теоремы
Лагранжа.

Хочу обратить внимание слушателей на одну удивительную
проблему, которая идет от Эйлера и связана с суммами квадратов
целых чисел.

Все натуральные числа, за исключением чисел вида 4m(8n+7),
m,n = 0, 1, 2 . . . , представимы в виде x2+y2+z2. Естественно воз-
никает вопрос: как близко к заданному числу N можно подойти
суммой двух квадратов целых чисел? Так как (n+1)2−n2 = 2n+1
и правая часть этого равенства имеет порядок корня квадратно-
го из n2, то одним квадратом можно подойти к N на расстоя-
ние порядка

√
N . Следовательно, суммой двух квадратов можно

подойти к N на расстояние порядка 4
√
N . А можно ли подойти

ближе? Со времен Эйлера стоит эта задача “без движения”, хотя
есть гипотеза о том, что

min
x,y∈Z

∣∣N − x2 − y2
∣∣ 6 Nε

где ε > 0, ε – любое, N > N1(ε). Заменить 1
4 в предыдущем

рассуждении на 1
4 − c со сколь угодно малым фиксированным

c > 0, не могут, и эта, на первый взгляд, простая задача “стоит
на месте” более 250 лет.

ж) Эйлер размышлял над Великой теоремой Ферма. Он дока-
зал, что уравнение x3 + y3 = z3 не имеет решений в натуральных
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числах x, y, z. Метод его доказательства опирался на арифметику
алгебраических чисел. В частности, из тождества

p2 + 3q2 = (p+ q
√
−3 )(p− q

√
−3 ) = r3,

он делает вывод, что p ± q
√
−3 =

(
u ± v

√
−3

)3, т.е. пользуется
неявно основной теоремой арифметики (однозначность разложе-
ния натуральных чисел на простые сомножители) в кольце це-
лых чисел u ± v

√
−3. Но в то время не было основной теоремы

арифметики (только Гаусс доказал эту теорему) и не возникало
соответствующих вопросов. Но идея строить арифметику алгеб-
раических чисел и применять ее к доказательству Великой тео-
ремы Ферма принадлежит Эйлеру. Эта идея продолжила свое
развитие в работах Гаусса, Куммера, Дирихле, Дедекинда, Зо-
лотарева, Кронекера, Гильберта. Была построена большая наука
– алгебраическая теория чисел, которая получила основное свое
развитие в 20-м веке.

3. Эйлер ввел в математику первообразные корни и индексы
(дискретный аналог логарифма), которые в наше время нашли
многочисленные применения в криптографии.

4. Эйлер был одним из первых, кто понял, что иррациональ-
ности бывают разной природы – более “простые”, такие как

√
2,

и более “сложные”, такие, как log2 3. В своей монографии “Введе-
ние в анализ бесконечно малых” он пишет: “Так как логарифмы
чисел, не являющиеся степенями основания a, не могут быть вы-
ражены ни рационально, ни иррационально, то они справедливо
относятся к количествам трансцендентным; поэтому логарифмы
обычно причисляются к количествам трансцендентным” (с. 104,
п. 105).

В то время еще не было точного определения трансцендент-
ного числа. Оно появилось через 100 лет, в 1844 г. его ввел Ли-
увилль. Он же привел примеры трансцендентных чисел. В 1873 г.
Эрмит доказал трансцендентность числа e, а в 1882 г. Линде-
ман доказал трансцендентность числа π, чем была решена про-
блема квадратуры круга. В 1900 г. Гильберт среди своих 23-х
проблем сформулировал утверждение Эйлера в несколько изме-
ненной форме как 7-ю проблему: если α – алгебраическое число,
α ̸= 0, 1, β – алгебраическая иррациональность, то αβ – трансцен-
дентное число. Первый результат в решении этой проблемы по-
лучил Гельфонд в 1929 г., затем – Кузьмин (1930 г.). Полностью
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проблему решили в 1934 г. Гельфонд и, независимо, Шнайдер.
Была создана большая наука – теория трансцендентных чисел,
с большим количеством глубоких результатов об алгебраических
и трансцендентных числах и с многочисленными приложениями
к диофантовым уравнениям (Туэ, Зигель, Рот, Бейкер, Сприн-
джук, Нестеренко, Бертран и др.).

5. Эйлер, как и его предшественники (Пифагор, Евклид,
Ферма), размышлял над простыми числами. Как уже было ска-
зано, он доказал целый ряд замечательных теорем о представле-
нии простых чисел значениями бинарных квадратичных форм.
Он высказал гипотезу о том, что между a и 2a, a > 2, всегда есть
простое число. Эта гипотеза стала называться “Постулат Бертра-
на” и была доказана в 1848 г. Чебышевым.

Еще одна проблема теории простых чисел прямо связана с Эй-
лером. Легко доказать, что нет многочлена с целыми коэффици-
ентами, все значения которого при целых значениях аргумента
являются простыми числами. В то же время, повидимому, со вре-
мен Пифагора, стоит проблема о том, что в последовательности
чисел n2 + 1, n = 1, 2, 3, . . . , содержится бесконечно много про-
стых чисел. Эйлер рассмотрел многочлен f1(x) = x2 − x + 41,
который при x = 0, 1, 2, . . . , 40 принимает значения простых чи-
сел. В 1939 г. Бигер рассмотрел многочлен f2(x) = x2−x+72491,
который при x = 0, 1, 2, . . . , 11000 принимает значения 4923 про-
стых чисел. Возникла гипотеза (Хуа Ло-кен, 1940 г.): для каж-
дого N > 1 существует целое число A такое, что многочлен
f(x) = x2 − x+ A при x = 0, 1, 2, . . . , N принимает значения про-
стых чисел (гипотеза не доказана, 2007 г.).

В переписке с Гольдбахом была поставлена Проблема Гольд-
баха (тернарная П.Г. или просто П.Г.) и Проблема Эйлера (бинар-
ная П.Г.): каждое нечетное число > 9 есть сумма трех нечетных
простых чисел и каждое четное число > 6 есть сумма двух нечет-
ных простых чисел. П.Г. была решена в 1937 г. Виноградовым.

Уже из сказанного видно, насколько велик вклад Эйлера
в теорию чисел.

6. Но самое главное, что внес в теорию чисел Эйлер, это при-
менение анализа для решения задач теории чисел. Эйлеру при-
надлежат два метода решения задач теории чисел с помощью
анализа, которые послужили основой той большой науки, которая
сейчас называется аналитической теорией чисел. Основы, первые



А.А. Карацуба 25

идеи применения анализа к решению задач теории чисел содер-
жатся в монографии Эйлера “Введение в анализ бесконечно ма-
лых”, 1748 г. (см. [1]).

7. Совершенно необыкновенным является труд Эйлера, на-
званный им “Введение в анализ бесконечно малых” (коротко “Вве-
дение”). Иногда сравнивают и проводят параллель между творче-
ством Баха и Эйлера, подчеркивая широту, глубину, оригиналь-
ность, простоту и красоту созданных ими произведений. Если
внимательно посмотреть на сочинения Баха и Эйлера, то можно
заметить большое сходство “Хорошо темперированного клавира”
Баха и “Введения” Эйлера.

Как первое, так и второе сочинения, по первоначальному за-
мыслу авторов, должны были быть учебными пособиями для на-
чинающих. Но созданные шедевры вышли далеко за рамки учеб-
ников. В них содержатся поистине удивительные открытия и ос-
новы целых новых направлений, соответственно, в музыке и ма-
тематике.

Сходство видно уже в предисловиях к этим сочинениям. За-
главие цикла на титульном листе у Баха звучит так: “Хорошо
темперированный клавир, или Прелюдии и фуги во всех тонах и
полутонах, касающихся как терций мажорных, или До, Ре, Ми,
так и терций минорных, или Ре, Ми, Фа. Для пользы и употребле-
ния жадного до учения музыкального юношества, как и для осо-
бого времяпрепровождения тех, кто уже преуспел в этом учении,
составлено и изготовлено Иоганном Себастьяном Бахам. В году
1722”

У Эйлера в “Предисловии” к “Введению” написано: “Такое раз-
нообразие материала легко могло разрастись на много томов; но
я дал все, по мере возможности, настолько сжато, что всюду
излагается – весьма впрочем, ясно – лишь основное; более же
подробная разработка предоставляется трудолюбию читателей,
дабы они имели на чем упражнять свои силы, чтобы еще ши-
ре раздвинуть границы Анализа. Не боюсь открыто заявить, что
в этой книге не только содержится много совершенно нового, но
также указаны источники, откуда можно черпать многие замеча-
тельные открытия”.

8. И первый, один из самых знаменитых источников, это гла-
ва XV “О рядах, возникающих при перемножении сомножителей”,
с. 238–260. Остановлюсь только на одном результате этой главы.
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Результат относится к введенной Эйлером функции, которая впо-
следствии стала называться дзета-функцией Римана. На с. 241
Эйлер выписывает соотношения: “. . . если взять какую-либо сте-
пень простых чисел, . . .

P =
1(

1− 1
2n

)(
1− 1

3n

)(
1− 1

5n

)(
1− 1

7n

)(
1− 1

11n

)
и т.д.

,

то получим

P = 1 +
1
2n

+
1
3n

+
1
4n

+
1
5n

+
1
6n

+
1
7n

+
1
8n

+ и т.д.,

где встречаются все без исключения натуральные числа”.
Правая часть последнего равенства сейчас обозначается сим-

волом ζ(n). Таким образом, при s = n получаем:

ζ(s) =
∞∑
k=1

1
ks

=
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

. (1)

Равенство (1) называется тождеством Эйлера. Оно играет в
настоящее время главную роль при изучении законов распреде-
ления простых чисел. Сам Эйлер, пользуясь (1), дал новое, ана-
литическое, т.е. с привлечением средств анализа, доказательство
теоремы Евклида о бесконечности количества простых чисел.
Действительно, если простых чисел – конечное число, то правая
часть (1) при s→ 1 + 0 стремится к конечному пределу, именно,
к числу ∏

p

(
1− 1

p

)−1

.

Левая часть (1) при s→ 1 + 0 стремится к гармоническому ряду,
т.е. к бесконечности. Получили противоречие.

Это открытие Эйлера послужило созданию того большого на-
правления аналитической теории чисел, которое занимается во-
просами, связанными с простыми числами. И здесь, главную
роль, как об этом сказано выше, играет тождество Эйлера.

Идею Эйлера доказывать бесконечность множества простых
чисел с помощью тождества (1) применил в 1837 г. Дирихле к до-
казательству теоремы о бесконечности множества простых чи-
сел, принадлежащих арифметической прогрессии с разностью k
и первым членом l, где 1 6 l < k, (l, k) = 1. Для этого он ввел
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(нашел) функции χ(n), определенные на множестве целых чи-
сел n и удовлетворяющие следующим свойствам: χ(1) = 1; χ(n)
– периодическая с периодом k, т.е. χ(n + k) = χ(n); χ(n) – муль-
типликативная функция, т.е. χ(nm) = χ(n)χ(m). Функции χ(n)
стали называться “характерами Дирихле”. При заданном числе k
(“модуль характера”) существует ровно ϕ(k) разных характеров.
Среди этих характеров есть один – главный характер χ0(n), кото-
рый равен 1 при (n, k) = 1, и равен 0 при (n, k) > 1. При помощи
характеров можно аналитически, т.е. формульно, выделять чис-
ла n, принадлежащие заданной арифметической прогрессии, так
как выполняется следующее равенство (“ортогональность харак-
теров”):

1
ϕ(k)

∑
χ(mod k)

χ(n)χ(l1) =

{
1, если nl1 ≡ 1 (mod k);
0, если nl1 ̸≡ 1 (mod k).

(2)

В последней сумме l1l ≡ 1 (mod k) и суммирование ведется по
всем характерам модуля k.

При s > 1 Дирихле рассмотрел аналог функции ζ(s) – функ-
цию L(s, χ) (“эль-функция Дирихле”):

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)
ns

=
∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1

. (3)

Нетрудно видеть, что L(s, χ0) отличается от ζ(s) множителем,
равным ∏

p|k

(
1− 1

ps

)
,

т.е. L(s, χ0) → +∞ при s→ 1 + 0. Кроме того, Дирихле доказал,
что L(1, χ) ̸= 0, если χ ̸= χ0. Из этого и соотношений (2) и (3)
легко следует, что ∑

p≡l(mod k)

1
ps
→ +∞

при s→ 1+0, т.е. бесконечность простых чисел p, принадлежащих
арифметической прогрессии nk + l, n = 0, 1, 2 . . . . Замечу, что
характеры Дирихле нашли многочисленные применения в самых
разных областях математики.

Другим следствием развития идеи Эйлера явились работы
1848 г. Чебышева. Пользуясь соотношениями между ζ(s), ζ ′(s),
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ζ ′′(s), . . . , Чебышев доказал теоремы о том, что если функция
π(x) – количество простых чисел, не превосходящих x, “хорошо”
приближается функцией “типа” Li(x),

Li(x) =
∫ x

2

dt

ln t
,

то это будет Li(x), а также, что если существует предел отно-
шения π(x)/Li(x) при x → +∞, то этот предел равен 1. Первая
теорема опровергала гипотезу Лежандра 1808 г. о том, что

π(x) ∼ x

lnx− 1, 08366 . . .
.

Другим выдающимся результатом Чебышева, который он полу-
чил под влиянием работ Эйлера, была теорема 1850 г.: при x > x1

выполняются неравенства:

0.9
x

lnx
6 π(x) 6 1.1

x

lnx
.

Это второй, после теоремы Евклида, результат о поведении π(x)
при x→ +∞, и первый результат о действительном порядке π(x).

Тот факт, что π(x), повидимому, лучше всего приближается
функцией Li(x), в письме от 1849 г., которое было опубликова-
но много позднее (1863 г.), уже после работы Римана (1859 г.),
сообщал Гаусс.

Наконец, Риман в 1859 г. рассмотрел ζ(s) как функцию ком-
плексного переменного s, продолжил ζ(s) на всю s – плоскость,
доказал некоторые теоремы о ζ(s) как функции комплексного пе-
ременного, и установил связь между π(x) и нулями ζ(s). Родилась
наука “Теория дзета-функции Римана”.

Скажу несколько слов об этой науке. Пусть s – комплексное
число, т.е. s = σ+it, i2 = −1, σ и t – вещественные числа, σ = Re s,
t = Im s.

При σ = Re s > 1 с помощью аналитических преобразований
доказывается равенство:

π−
s
2 Γ

(
s

2

)
ζ(s) =

1
s(s− 1)

+
∫ ∞

1

(
x

s
2−1 + x−

s+1
2

)
ω(x) dx, (4)

где Γ(s) – гамма-функция Эйлера, ω(x) =
∑∞
n=1 e

−πxn2
. Из этого

равенства видно, что функция ξ(s),

ξ(s) = s(s− 1)π−
s
2 Γ

(
s

2

)
ζ(s), (5)
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является целой функцией, т.е. голоморфной функцией в любом
круге |s| = R, R→ +∞. Таким образом, равенство (4) продолжа-
ет ζ(s) на всю s – плоскость. Кроме того, из (4) следует равенство

ξ(s) = ξ(1− s), (6)

которое называется “функциональным уравнением ζ(s)”. Опять
же из (4) нетрудно доказать, что ξ(s) является целой функцией
первого порядка и, следовательно, по теореме Вейерштрасса,

ξ(s) = eas
∏
ρ

(
1− s

ρ

)
e

s
ρ , (7)

где

a = ln 2 + ln
√
π − 1− 1

2
γ = −0.023 . . . ,

γ – постоянная Эйлера, ρ – бесконечная последовательность ком-
плексных чисел вида ρ = β + iγ1, 0 6 β 6 1, 0 < |γ1|. Числа ρ
являются нулями ζ(s) (“нетривиальные нули”).

В силу (6) числа ρ расположены симметрично относительно
прямых Re s = 1

2 , Im s = 0, т.е. вместе с ρ = β + iγ1 нулями
ζ(s) будут числа ρ̄ = β − iγ1, ρ1 = 1 − β + iγ1, ρ̄1 = 1 − β − iγ1.
Риман высказал гипотезу (“гипотеза Римана” или, коротко, RH),
что все ρ лежат на прямой Re s = 1

2 (“критическая прямая”), т.е.
Re ρ = β = 1

2 .
Рассматривая логарифмическую производную функции ξ(s) и

пользуясь (5), (1), (7), при Re s > 1 получают равенство

∞∑
n=2

Λ(n)
ns

=
1

s− 1
−

∑
ρ

(
1

s− ρ
+

1
ρ

)
−

∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)
− c1,

где Λ(n) – функция Мангольдта,

Λ(n) =

{
ln p, если n = pk, p – простое число,

0, если n ̸= pk,

c1 – константа.
Из последней формулы методом “комплексного интегрирова-

ния” получается “явная формула” для функции Чебышева ψ(x),

ψ(x) =
∑
n6x

Λ(n) = x−
∑
ρ

xρ

ρ
− ζ ′(0)
ζ(0)

− 1
2

ln
(

1− 1
x2

)
(8)
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(если x равняется степени простого числа, то последнее слагаемое
в сумме ψ(x) равняется 1

2Λ(x)).
Функции π(x) и ψ(x) тесно связаны одна с другой, но ψ(x)

устроена проще, чем π(x): главный член ее асимптотической фор-
мулы есть x, в то время как главный член асимптотической фор-
мулы π(x) есть Li(x). Соответственно, и формула для π(x) через
ρ сложнее, чем (8) (“формула Римана”):

π(x) +
1
2
π(
√
x ) +

1
3
π( 3
√
x ) + · · · = Li(x)−

∑
ρ

Li(xρ)− c,

Li(xρ) = Li(eρ ln x), Li(eω) =
∫ u+iv

−∞+iv

1
z
ez dz, ω = u+ iv,

c – константа.
Все основные применения ζ(s) к теории простых чисел связа-

ны с (8) и ее вариантами.
Адамар и Валле-Пуссен в 1896 г. доказали, что Re ρ = β < 1

и, тем самым, что ψ(x) ∼ x, π(x) ∼ Lix. Каждое из этих соотно-
шений называется асимптотическим законом распределения про-
стых чисел. Затем последовала целая серия результатов с уточ-
нением границы нулей ζ(s), что сразу же вело к уточнению оста-
точного члена в асимптотических формулах ψ(x) и π(x):

ψ(x) = x+O(R(x)); (9)

π(x) = Li(x) +O(R(x)), R(x) = x exp
(
−0.05(lnx)α

)
,

α = 1
2 (Валле-Пуссен, 1898 г.); α = 1

2

(
1 + ln ln ln x

ln ln x

)
(Литтлвуд,

1920 г.); α < 4
7 (Чудаков, 1936 г.); α < 7

12 (Коробов, 1957 г.);
α < 3

5 (Виноградов, 1958 г.).
В этой же области исследований были доказаны исключитель-

но интересные теоремы о простых числах, лежащих на коротких
промежутках числовой оси (усиление постулата Бертрана):

π(x+ h)− π(x) = (1 + o(1))
h

lnx
, h = xα,

α = 1 − 0.00003 (Хохайзель, 1930 г.) α = 1 − 0.004 (Хейльбронн,
1933 г.) α = 1− 0.25 (Чудаков, 1936 г.) α = 1− 3

8 (Ингам, 1937 г.)
α = 1− 2

5 (Монтгомери, 1969 г.) α = 1− 5
12 (Хаксли, 1972 г.).

Получено большое количество арифметических результатов
при условии справедливости RH. Оказалось, что многие из этих
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результатов эквивалентны RH. В частности, соотношение вида

R(x) = O(
√
x ln2 x),

где R(x) определяется равенством (9), эквивалентно RH. Получе-
но много результатов о нулях ζ(s): нули на критической прямой
(Харди, Литтлвуд, Зигель, Кузьмин, Сельберг, Левинсон, Кара-
цуба, Конри), “плотностные” теоремы (Ингам, Сельберг, Монт-
гомери, Хаксли), граница нулей (Валле-Пуссен, Литтлвуд, Чу-
даков, Коробов, Виноградов). Доказаны чисто функциональные
теоремы о ζ(s): теорема Гамбургера (1922 г.) о том, что ζ(s) од-
нозначно определяется функциональным уравнением и тем, что
она представляется рядом Дирихле при Re s > 1, теорема Воро-
нина (1975 г.) об “универсальности” ζ(s) – в ζ(s) “содержатся” все
аналитические функции. Исследованы классы функций, которые
“похожи” на ζ(s)и для которых RH не имеет места; эти функ-
ции удовлетворяют функциональным уравнениям “риманова ти-
па”, т.е. вида (6), но не имеют “эйлерова” произведения вида (1)
(Дэвенпорт, Хейльбронн, Сельберг, Воронин, Карацуба, Бомбье-
ри, Хейчал). Для других функций, таких как L(s, χ), ζk(s), ко-
торые, как и ζ(s), имеют Эйлерово произведение, повидимому,
справедлив аналог RH (RHR – “расширенная” RH). Эти функ-
ции дали возможность решить ряд проблем о простых числах
в арифметических прогрессиях (Линник, Родосский, Бомбьери–
Виноградов), “почти бинарную” проблему Гольдбаха (Чен Жи-
ран), “условно” решить проблему Гаусса–Артина о первообразных
корнях (Хооли).

Невозможно перечислить в данном докладе даже малую часть
тех результатов, которые получены к настоящему времени с по-
мощью ζ(s) и ее обобщений.

9. Второй знаменитый источник содержится в главе XVI “О
разбиении чисел на слагаемые”. Здесь в п. 302 (с. 263) Эйлер рас-
сматривает произведение – дробь

1
(1− xαz)(1− xβz)(1− xγz)(1− xδz)(1− xεz) . . . и т.д.

представляет его в виде

1 + Pz +Qz2 +Rz3 + Sz4 + · · · и т.д.
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и делает выводы о P,Q,R, S, . . . . Мы поступим несколько иначе.
Рассмотрим уравнение

αn+ βm+ γl = N, (10)

где α, β, γ – фиксированные натуральные числа, N – целое неот-
рицательное число, n,m, l – неизвестные неотрицательные числа.
Пусть I(N) – количество решений этого уравнения. Как найти
I(N)? Рассматривая произведения F (x),

F (x) =
( ∞∑
n=0

xαn
)( ∞∑

m=0

xβm
)( ∞∑

l=0

xγl
)
, (11)

видим, что оно равно
∞∑
N=0

I(N)xN .

Если |x| < 1, то каждая из сумм в (11), как сумма членов геомет-
рической прогрессии, равна, соответственно,

1
1− xα

,
1

1− xβ
,

1
1− xγ

,

т.е. получаем равенство (ср. с дробью Эйлера):

F (x) =
∞∑
N=0

I(N)xN =
1

(1− xα)(1− xβ)(1− xγ)
.

Тем самым мы получили метод нахождения количеств решений
уравнения (10), который сейчас называется методом “производя-
щих” функций. Функция F (x) – “производящая”, коэффициенты
ее ряда Тейлора при xN и есть I(N) – нужные нам величины.
Легко видеть, что

I(N) =
1
N !

(
dN

dxN
F (x)

)∣∣∣∣
x=0

. (12)

При больших N находить I(N) по формуле (12) трудно. Эйлер,
для нахождения I(N) по этой формуле, представлял F (x) в ви-
де суммы простейших дробей. Но, после создания комплексного
анализа, появилась другая формула для I(N) – формула Коши:

I(N) =
1

2πi

∫
|z|=R<1

F (z)
zN+1

dz. (13)
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Эта формула нашла многочисленные применения в комбинатор-
ном анализе. Одно из самых интересных ее применений – это
теорема Харди–Рамануджана (1918 г.) о “разбиениях”, т.е. о чис-
ле p(n) решений уравнения

n = x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + · · · ,

другими словами, о числе представлений n в виде суммы всевоз-
можных слагаемых. Производящей функцией здесь будет f(x),

f(x) =
∞∏
k=1

1
1− xk

=
∞∑
n=0

p(n)xn, |x| < 1.

С помощью специальных преобразований, которые позднее по-
служили созданию “кругового метода”, Харди и Рамануджан на-
шли асимптотику интеграла (13), отвечающего f(x) и, тем самым,
нашли асимптотическую формулу для p(n):

p(n) =
ek λn

4
√

3λ2
n

(
1 +O

(
1
λn

))
,

k = π

√
2
3
, λn =

√
n− 1

24
, n > 1.

Но это было только начало. Харди, Литтлвуд, Рамануджан
(1920 г.) применили указанную идею к решению нелинейных ад-
дитивных задач теории чисел, в частности, к проблеме Варинга,
т.е. к проблеме изучения I(N) – числа решений уравнения

xn1 + xn2 + · · ·+ xnk = N. (14)

в целых неотрицательных числах x1, x2, . . . , xk. Здесь производя-
щей функцией F (z), |z| < 1, будет такая:

F (z) =
( ∞∑
x=0

zx
n

)k
,

совсем непростая функция. Но Харди–Литтлвуд–Рамануджан на-
шли метод, который позволял исследовать интеграл (13), отве-
чающий этой функции F (z). Дугу окружности интегрирования
в (13) они, по определенному правилу, разбивали на “большие”
и “малые” дуги. На “больших” дугах получался “главный” член
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асимптотической формулы для I(N). На “малых” дугах они оце-
нили соответствующую часть I(N) и доказали, что она есть o-
малое от “главного члена”. Так было получено новое решение
проблемы Варинга (проблему решил в 1909 г. Гильберт). Так по-
явился “круговой” метод Харди–Литтлвуда–Рамануджана. Этот
же метод был применен Харди–Литтлвудом (1923 г.) к тернар-
ной проблеме Гольдбаха – к проблеме разрешимости в простых
числах p1, p2, p3 уравнения

p1 + p2 + p3 = N. (15)

Принимая справедливой RHR, они доказали, что для количе-
ства I(N) решений уравнения (15) справедлива асимптотическая
формула:

I(N) ∼ N2

2(lnN)3
σ(N),

где σ(N) > 1, если N – нечетное число. Отсюда следовало, что
I(N) > 0 при N > N1, т.е. существование решений уравне-
ния (15). Замечу, что в 1997 г. Дезуе, Эффингер, Риле и Зиновьев,
пользуясь современными достижениями в аналитической теории
чисел и мощными компьютерами, доказали, что в этой теореме
N1 = 7.

Начиная с 1929 г. к аддитивным проблемам теории чисел Ви-
ноградов стал применять тригонометрические суммы, т.е. суммы
вида

N∑
x=1

e2πif(x),

где f(x) – вещественнозначная функция. Основная идея примене-
ния тригонометрических сумм очень проста и опирается на фор-
мулу: ∫ 1

0

e2πiαm dα =

{
1, если m = 0;
0, если m ̸= 0, m ∈ Z.

Тогда вместо бесконечных рядов F(z) появляются конечные сум-
мы. Например, I(N) для (14) запишется так:

I(N) =
∫ 1

0

(S(α))k e−2πiαN dα,

S(α) =
∑

x6 n√
N

e2πiαx
n

.
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Для уравнения (15) I(N) запишется так:

I(N) =
∫ 1

0

T 3(α) e−2πiαN dα,

T (α) =
∑
p6N

e2πiαp.

Введение тригонометрических сумм не только упростило ме-
тод Харди–Литтлвуда–Рамануджана. Оно дало возможность ре-
шить ряд новых проблем теории чисел. Конечно, для этого надо
было изучать суммы вида S(α), T (α) и др. Это было сделано
Виноградовым. Сначала он получил выдающиеся результаты в
проблеме Варинга, в частности, доказав, что

G(n) = O(n lnn),

где G(n) – функция Харди–Литтлвуда – наименьшее k такое, что
каждое N > N1(n) представляется суммой k слагаемых вида xn,
x ∈ Z, x > 0. Очевидно, что G(n) > n, а верхняя оценка G(n) у
Харди–Литтлвуда–Рамануджана имела вид G(n) < n2n.

Затем Виноградов научился оценивать |T (α)| и в 1937 г. решил
проблему Гольдбаха.

Тем самым проблема, поставленная в переписке Гольдбаха
и Эйлера, была решена вследствие развития метода производя-
щих функций Эйлера в круговой метод Харди–Литтлвуда–Рама-
нуджана и метод тригонометрических сумм Виноградова.

Отмечу, что метод тригонометрических сумм является сейчас
одним из основных методов аналитической теории чисел. Постро-
ена целая наука – теория тригонометрических сумм – с большим
количеством результатов в ней, которые даже вкратце невозмож-
но все перечислить здесь (аддитивные проблемы теории чисел,
целые точки в областях на плоскости и в пространстве, распре-
деление дробных долей вещественных функций , порядок роста
арифметических рядов Дирихле, граница нулей ζ(s) и ее обобще-
ний, осциллирующие интегралы в теории чисел, физике, теории
вероятностей, математической статистике, томографии и многое-
многое другое).

Заключение. К исследованиям Эйлера в области теории чи-
сел тесно примыкают его работы по теории функций и математи-
ческому анализу. Достаточно назвать его гамма–функцию, инте-
гралы первого и второго родов, выражение тригонометрических
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функций через экспоненциальные, формулу суммирования вида∑
a<n6b

f(n) =
∫ b

a

f(x) dx+ ρ(b)f(b)− ρ(a)f(a)−
∫ b

a

ρ(x)f ′(x) dx,

ρ(x) =
1
2
− {x},

постоянную γ,

γ = lim
n→+∞

(
1 +

1
2

+
1
3

+
1
4

+ · · ·+ 1
n
− lnn

)
,

значения ζ(2n), n = 1, 2, 3, . . . ,

ζ(2n) = α(n)π2n, α(n) – рациональные числа,

в частности, формулу

1 +
1
4

+
1
9

+
1
16

+
1
25

+ · · · = π2

6
,

и многое другое.
Упомянутая параллель в творчестве Баха и Эйлера также, по

моему мнению, не является случайным совпадением. Эйлер зани-
мался математической теорией музыки и света. Ему принадлежат
работы “Опыт новой теории музыки, ясно изложенной на осно-
ве вернейших начал гармонии”, 1739 г., и “Теория образования
голоса и музыки”. В музыкальном энциклопедическом словаре,
(см. [5], с. 650), об Эйлере сказано: “Занимался проблемами музы-
кальной акустики (объяснил происхождение обертонов) в связи
с музыкальной теорией (аккордикой, модуляционностью), вопро-
сами цветомузыкальных ассоциаций. Изданы в собр. соч., т. I,
серия III (“Opera omnia”, Lpz. – B., 1926).”

При написании статьи я пользовался материалом, содержа-
щимся в следующих сочинениях:
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Эйлер и математические методы
механики
В.В. Козлов

Эта статья – очерки о жизни и о достижениях Леонарда Эйле-
ра в области теоретических проблем механики. Обсуждается ряд
тем, связанных с развитием идей и методов Эйлера (расходящие-
ся ряды и асимптотики решений нелинейных дифференциальных
уравнений, гидродинамика идеальной жидкости и гамильтоновы
системы, вихревая теория систем на группах Ли с левоинвариант-
ной кинетической энергией, энергетические критерии устойчиво-
сти, задача Эйлера двух гравитирующих центров в искривленных
пространствах).

1. Введение
Эта работа посвящена творчеству величайшего математика

Леонарда Эйлера. Его наследие в математике и ее приложениях
столь грандиозно, что еще не в полной мере осознано и система-
тизировано. Жизнь Эйлера – яркий пример интернационально-
сти науки (и математики в особенности). Он родился в Швейца-
рии, там же получил образование и раскрыл свое математическое
дарование под руководством знаменитого Иоганна Бернулли, ко-
торый в свою очередь был прямым учеником самого́ Лейбница.
Затем 19-летним молодым человеком по совету своих друзей Ни-
колая и Даниила Бернулли он прибыл в Санкт-Петербург, чтобы
получить стабильное место работы с хорошей заработной платой.
Как заметил Кондорсе, “они употребили столько же усилий для
того, чтобы приблизить к себе своего страшного соперника, сколь-
ко их употребляют обыкновенные люди для удаления такового”.
Мы увидим далее, что, действительно, Леонард Эйлер и Дани-
ил Бернулли часто соперничали, занимаясь параллельно одними
и теми же теоретическими проблемами механики.

В наше время молодые российские математики с теми же це-
лями часто уезжают в Европу и Америку. Во времена Эйлера все
было наоборот. Конечно, тогда молодой Петербург еще мало похо-
дил на европейскую столицу: Эйлер и Даниил Бернулли, который

c⃝ Козлов В. В., 2008



40 Эйлер и математические методы механики

в то время уже работал в России, фактически были ровесниками
города. В своих письмах Даниил жаловался отцу Иоганну Бер-
нулли на холод и скуку Петербурга. Соглашаясь с этим, Иоганн,
однако, повторял, что в Европе нет больше такого места, где так
уважают науку и так хорошо за нее платят.

Интересно отметить, что вначале Эйлер был зачислен на дол-
жность адъюнкта по кафедре физиологии, поскольку все места
по математике и физике были заняты. Он даже всерьез штудиро-
вал анатомию и медицину в своем родном Базеле перед поездкой
в Россию. Впрочем вскоре его перевели сначала на кафедру фи-
зики, а в 1733 г. он занял место своего друга Даниила Бернулли –
кафедру математики. Д. Бернулли вернулся в Базель из-за рас-
строенного здоровья, а его старший брат Николай умер на сле-
дующий год по приезде в Петербург. Кстати сказать, надпись под
бюстом Эйлера, установленным в здании Президиума Российской
академии наук, продолжает утверждать, что Леонард Эйлер –
физиолог, физик и (только потом!) математик.

В общей сложности Эйлер проработал в Петербурге 31 год
и скончался здесь 76 лет от роду. Когда в 1740-х годах общая об-
становка в России оказалась неблагоприятной для науки, Эйлер
принял приглашение прусского императора Фридриха II и про-
работал директором математического класса Берлинской акаде-
мии наук 25 лет. Стоит подчеркнуть, что будучи в Берлине, Эй-
лер продолжал активно сотрудничать с Петербургской академи-
ей, регулярно публикуя свои многочисленные статьи по матема-
тике и механике в ее “Комментариях”. Посмертными трактатами
Л. Эйлера еще многие годы заполнялись журналы, которые из-
давались Петербургской академией наук.

Эйлер был самым авторитетным и уважаемым ученым в Рос-
сии. Можно напомнить известный случай, когда княгиня Дашко-
ва, назначенная директором Петербургской академии, попросила
именно Эйлера сопровождать ее при первом посещении Акаде-
мии (хотя он в то время не ладил с академическим начальством
и даже не посещал академических конференций).

Рассказывают, что Эйлер однажды решился попросить у Ека-
терины II генеральский чин тайного советника (как академик он
был действительным статским советником, что соответствовало
армейскому чину полковника). Перед ним был пример Христиа-
на Гольдбаха, который состоял на государственной службе Рос-
сии и работал криптографом в Министерстве иностранных дел
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в Москве. Эйлер вел с ним оживленную переписку, в которой,
в частности, обсуждались ставшие знаменитыми гипотезы из ад-
дитивной теории чисел. Однако Екатерина отшутилась: “Госпо-
дин академик! Генералов у меня много, а Эйлер – всего один!”

2. Расходящиеся ряды и обратная теорема
Лагранжа–Дирихле

Бытует мнение (сформированное не только трудами по исто-
рии науки), что математики того времени (в частности, и Эйлер)
часто путались в элементарных вопросах. Например, не отлича-
ли дифференцируемые функции от непрерывных, мешали в од-
ну кучу сходящиеся и расходящиеся ряды и т. д. Конечно, тогда
в математике было меньше схоластики, не принято было давать
точные определения и многие математические структуры не были
выделены и четко очерчены. Однако следует предостеречь от по-
верхностного взгляда на эти вопросы. Было бы верхом наивности
утверждать, что Эйлер не понимал различия между сходящими-
ся и расходящимися рядами. Как точно подметил Харди, в этих
вопросах математикам того времени не хватало техники. Им не
был еще известен критерий сходимости Коши и поэтому было
затруднительным сделать вывод о сходимости ряда без попытки
вычисления его суммы. В оперировании с расходящимися рядами
точка зрения Эйлера существенно более гибкая и более глубокая,
чем это излагается в стандартных университетских курсах ана-
лиза. Когда выпускнику университета, хорошо усвоившему такой
курс, встретится расходящийся ряд, то он его отбросит как нечто
запрещенное и даже несуществующее. Между тем полезно попы-
таться найти сумму этого расходящегося ряда, применив подхо-
дящий метод суммирования. Зачастую такой подход решает дело.
Ведь вся эргодическая теория по существу построена на замене
обычной сходимости на сходимость по Чезаро (средних арифме-
тических).

Вот один из результатов Эйлера:

1− 1! + 2!− 3! + 4!− · · · = 0.5963 . . . . (1)

Он получил эту формулу несколькими различными способами.
Однако, по мнению акад. А.Н. Крылова,
“Все эти формулы в математике совершенно бесполезны. . . ”
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В дальнейшем последователи Эйлера, преклоняясь перед его
авторитетом, как бы старались приумножить число этих нелепых
равенств, зачастую забыв об условном их смысле, придаваемом
Эйлером, и таким образом создали тот скандал в математике,
который продолжался 75 лет. . .

Скандал этот был прекращен Гауссом, Коши и Абелем, из-
гнавшими из строгой математики пользование рядами без иссле-
дования их сходимости” [1].

Такая консервативная точка зрения, конечно, малопродуктив-
на. Когда А. Н. Крылов писал эти строки, теория суммирования
расходящихся рядов была уже сильно продвинута (см. фундамен-
тальную монографию Г. Харди [2], в которой много места уделя-
ется истории вопроса и, в частности, вкладу Эйлера в развитие
этой теории).

Вот как можно посмотреть на формулу Эйлера (1). Рассмот-
рим простую нелинейную систему дифференциальных уравнений
на плоскости R2 = {x, y}:

ẋ = x− y, ẏ = −y2. (2)

Будем искать ее решения, которые асимптотически стремятся
к положению равновесия x = y = 0 при t → +∞. Второе урав-
нение (2) имеет очевидное асимптотическое решение y(t) = 1/t.
Подставим это решение в первое уравнение и найдем формальное
решение полученного линейного неоднородного уравнения в виде
ряда по обратным степеням t:

x =
∞∑
k=1

(−1)k+1 (k − 1)!
tk

. (3)

При t = 1 получаем ряд Эйлера. С другой стороны, система (2)
имеет стремящееся к нулю решение

x(t) = et
∫ ∞

t

e−u

u
du, y(t) =

1
t
,

причем расходящийся ряд (3) является асимптотическим пред-
ставлением функции x(t) при t→ +∞ (в чем легко убедиться по-
следовательным интегрированием по частям). Подставляя t = 1,
получим сумму ряда Эйлера:

e

∫ ∞

1

e−u

u
du = 0.5963 . . . .
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Эти рассуждения только по форме отличаются от рассуждений
самого́ Эйлера.

Вообще, пусть система дифференциальных уравнений в Rn =
{x}

ẋ = v(x), v(0) = 0 (4)

с гладкой (бесконечно дифференцируемой) правой частью допус-
кает формальное решение в виде ряда

∞∑
j=1

x(j)

(tµ)j
, x(j) ∈ Rn, (5)

где µ – некоторая положительная постоянная (для решения (3)
µ = 1). Тогда это уравнение имеет настоящее решение t 7→ x(t)
(быть может, и не одно) такое, что

1) x(t) → 0 при t→∞,
2) степенной ряд (5) будет для него асимптотическим:

x(t)−
N∑
j=1

x(j)

(tµ)j
= O

(
1

t(N+1)j

)
, t→∞.

Эта замечательная теорема доказана А. Н. Кузнецовым
в 1972 г. [3]. Думаю, что Эйлер был бы доволен таким результа-
том. Впоследствии (по моему предложению) А.Н. Кузнецов обоб-
щил эту теорему на случай, когда коэффициенты формального
ряда (5) полиномиально зависят от логарифмов t, а также рас-
пространил ее на более общие шкалы сравнения [4].

С сожалением (и удивлением) приходится констатировать, что
теория Кузнецова малоизвестна (особенно за рубежом). Напри-
мер, в недавней книге Ж.-П. Рамиса [5], посвященной асимпто-
тическому анализу решений дифференциальных уравнений, она
даже не упоминается. Вместо нее фигурирует более слабое утвер-
ждение, к тому же полученное позже.

Приведу один пример из этого круга идей, связанный с про-
блемой обращения теоремы Лагранжа–Дирихле об устойчиво-
сти, поставленной А.М. Ляпуновым еще в 1897 году. Теорема
Лагранжа–Дирихле утверждает, что если в положении равнове-
сия потенциальная энергия системы имеет строгий локальный
минимум, то равновесие устойчиво. Этот энергетический кри-
терий устойчивости широко используется и для исследования
устойчивости состояний равновесия систем с распределенными
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параметрами. В связи с этим важно указать необходимые усло-
вия устойчивости.

Движение системы в потенциальном силовом поле описывает-
ся уравнением Лагранжа

d

dt

∂T

∂ẋ
− ∂T

∂x
= −∂V

∂x
, x ∈ Rn, (6)

где

T =
1
2

∑
gij(x) ẋiẋj

– положительно определенная квадратичная форма по скоростям
(ẋ1, . . . , ẋn) = ẋ (кинетическая энергия системы), а V : Rn → R –
потенциальная энергия. Пусть dV (0) = 0. Тогда x = 0 – положе-
ние равновесия. Пусть функции gij и V бесконечно дифференци-
руемы и

V = V (0) + V2 + Vm + Vm+1 + · · · (7)

– разложение Маклорена потенциальной энергии в ряд по одно-
родным формам (Vk(λx) = λkVk(x)). Так как x = 0 – положение
равновесия, то в этом разложении отсутствуют слагаемые, линей-
ные по x1, . . . , xn.

В типичной ситуации, конечно, m = 3. Однако для четных
потенциалов m = 4.

Как показал Ляпунов, если V2 не имеет минимума в точке
x = 0, то это равновесие неустойчиво (причем экспоненциально).
Поэтому рассмотрим случай, когда V2 > 0. Если квадратичная
форма V2 положительно определена, то равновесие x = 0, наобо-
рот, устойчиво (теорема Лагранжа–Дирихле). Так что полезно
рассмотреть плоскость

Π = {x ∈ Rn : V2(x) = 0}

и предположить, что dim Π > 1. Пусть Wm – ограничение одно-
родной формы Vm на Π. Справедлива

Теорема 1 [6]. Если Wm не имеет минимума в точке x = 0,
то равновесие неустойчиво.

В этом случае можно указать формальное решение уравне-
ния (6) в виде ряда (5), где µ = 2/(m− 2). При четных m > 4 ко-
эффициенты x(j) полиномиально зависят еще от ln t. Если V2 ̸≡ 0,
то ряды (5), как правило, расходятся даже в предположении ана-
литичности функций gij и V . Однако (по теореме Кузнецова [4])
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уравнение (6) имеет решение t 7→ x(t), которое стремится к по-
ложению равновесия x = 0 при t → +∞. Так как уравнение (6)
не меняется при обращении времени t 7→ −t, то t 7→ x(−t) будет
решением, асимптотически исходящим из точки x = 0. В част-
ности, равновесие x = 0 неустойчиво, причем эта неустойчивость
имеет степенной характер.

Отметим, что теорема 1 опубликована на три года раньше
общей теоремы Кузнецова, нужной для ее доказательства. Фак-
тически теорема Кузнецова с логарифмами была анонсирована
в работе [6].

Если в разложении (7) отсутствуют квадратичные слагаемые
(V2 = 0), то в аналитическом случае формальный ряд (5) сходит-
ся при достаточно больших значениях t [7]. Этот факт установлен
даже в более общем случае, когда x – это точки гильбертова про-
странства. Если V2 ̸≡ 0 и V2 не имеет минимума в точке x = 0, то
равновесие бесконечномерной системы также неустойчиво. Здесь
асимптотическое решение следует искать в виде ряда по степеням
exp(−λt), λ > 0, который сходится при больших t. Эти результа-
ты (вместе с теоремой Лагранжа–Дирихле) дают надежную осно-
ву для исследования устойчивости состояний равновесия систем
с распределенными параметрами. Было бы интересным распро-
странить теорему 1 на бесконечномерный случай. Это дало бы
возможность доказать неустойчивость равновесия в точках би-
фуркации, когда второй дифференциал потенциальной энергии
теряет положительную определенность.

Систематическое изложение затронутого круга вопросов мож-
но найти в книге [8].

3. Эйлер и механика

Обратимся теперь к работам Леонарда Эйлера собственно
по механике. Эта тема представляется совершенно необъятной,
особенно с учетом его многочисленных прикладных исследова-
ний. Поэтому мы сосредоточимся на чисто теоретических работах
Эйлера, посвященных математическим аспектам механики.

Сначала обсудим достижения Л. Эйлера в аналитической ди-
намике.

A. Эйлер ввел и систематически использовал так называемые
естественные уравнения движения материальной точки, когда
уравнение Ньютона mr̈ = F проектируется на оси подвижного
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репера Френе. Эта идея потом была им использована в дина-
мике твердого тела. Любопытно отметить, что более простая за-
пись уравнений движения в неподвижном репере появилась поз-
же в работах Маклорена.

Эйлер открыл, что в отсутствие внешних сил траектории ма-
териальной частицы, движущейся по гладкой регулярной поверх-
ности, совпадают с геодезическими линиями этой поверхности.

Эйлер (одновременно с Д. Бернулли) ввел в механику момент
количества движения системы частиц и нашел фундаментальную
теорему о его изменении. В этой теореме фигурирует момент си-
лы, известный до Эйлера и широко использовавшийся в задачах
статики.

Эта теорема дала возможность Эйлеру вывести уравнения
вращения твердого тела

Iω̇ + ω × Iω = M. (8)

Здесь ω – угловая скорость тела в подвижной системе отсче-
та (связанной с телом), I – оператор (тензор) инерции, а M –
суммарный момент сил, действующих на тело. При выводе этого
уравнения использовалась открытая Эйлером теорема о распре-
делении скоростей в движущемся твердом теле, а также теория
моментов инерции.

Рассматривая изменение момента инерции тела в зависимости
от направления прямой, Эйлер доказал существование трех вза-
имно ортогональных прямых (главных осей инерции), обладаю-
щих экстремальными значениями моментов инерции. В этих осях
симметричный оператор I приводится к диагональному виду. По
существу это первые теоремы линейной алгебры, относящиеся к
преобразованиям квадратичных форм.

Эйлер ввел координаты, определяющие ориентацию тела (уг-
лы Эйлера) и представил угловую скорость через эти углы и их
производные по времени (кинематические формулы Эйлера). Эти
соотношения вместе с динамическими уравнениями (8) составля-
ют замкнутую систему дифференциальных уравнений, описыва-
ющую вращение твердого тела вокруг неподвижной точки под
действием заданных сил. Эйлер проинтегрировал свои уравнения
в простом, но важном случае, когда M = 0 (волчок Эйлера).

Безусловно, Леонард Эйлер – основатель динамики твердого
тела, имеющей кроме всего прочего и большое прикладное зна-
чение.
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Эйлер сформулировал и обосновал принцип наименьшего дей-
ствия. Вначале этот вариационный принцип был установлен для
движения одной материальной точки в потенциальном силовом
поле, затем Лагранж его распространил на систему взаимодей-
ствующих частиц, а впоследствии Якоби придал ему привыч-
ную сейчас форму. Любопытно отметить, что Эйлер и Лагранж –
классики вариационного исчисления – не заметили более простого
и фундаментального вариационного принципа Гамильтона, из ко-
торого принцип наименьшего действия выводится как следствие.
Вариационные принципы играют существенную роль не только
в аналитической механике, но и в математической и теоретиче-
ской физике.

История открытия принципа наименьшего действия весьма
поучительна. Я приведу ее в очень живом изложении Якоби (с
некоторыми сокращениями) [9].

“Рождение этого принципа было связано с большим литера-
турным гамом, вряд ли когда еще поднимали такую суматоху.
Открытие этого принципа приписывается бывшему президенту
Берлинской Академии Мопертюи, который хотя и был умным че-
ловеком, и с некоторыми идеями, но мало учился и в открытом
недавно исчислении бесконечно малых разбирался не так хорошо,
как великие математики того времени. . .

. . . в 1744 г. Мопертюи обставил с большой помпой свое сооб-
щение Парижской АН, в котором говорилось, что математика до
этого времени повсюду использовалась в самых незначительных
целях, а уж он-то найдет ей достойное применение, выведя все за-
коны природы непосредственно из божьих атрибутов. При этом
под названием “принцип наименьшего действия” он формулиру-
ет принцип, из-за которого ни одна собака с печи не слезет, в то
время как эйлеровский охватывает всю механику. . .

Мопертюи обнародовал свою теорему незадолго до отъезда
из Парижа в Берлин, чтобы стать там президентом Академии,
а затем написал о ней второй трактат в берлинских Memoiren.
Тон, которым он был написан, естественно, вскоре встретил воз-
ражения. . .

. . . но особенно возмущался некий математик Кениг. Этот по-
следний был странным человеком: в юности он вместе с тем же
Мопертюи и Клеро учился у старого Иоганна Бернулли в Ба-
зеле, а затем втянулся в демагогические волнения. . . , направлен-
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ные против аристократических тенденций, и был изгнан из своего
родного города Берна. . .

И вот он напал на Мопертюи в Actis Eruditorum, одной очень
известной газете. . . К этой статье Кениг присоединил отрывок
из письма Лейбница. . . , в котором Лейбниц дает понять, что он
подробно изучил действие, и что оно всегда будет минимумом. . .

Разразился крупный скандал, и от Кенига потребовали ориги-
нал письма. Но у того была лишь копия, доставшаяся ему от неко-
его Хинцеля, повешенного при упомянутых волнениях в Цюри-
хе. . . Позднее Кениг обнародовал письмо целиком, оно содержит
немало интересного, однако, кажется, как будто он выдумал до-
бавление о минимуме действия лишь, чтобы позлить Мопертюи.
Эйлеру поручили написать сочинение и вывести Кенига на чи-
стую воду, и Берлинская Академия торжественно подтвердила
разоблачение обмана на одном из своих заседаний. . .

. . . Эйлер повел себя так, что принцип Мопертюи он все вре-
мя подменял своим принципом наименьшего действия, при за-
щите отождествил оба и сказал, что уж если доказанный им
для отдельных случаев принцип так важен, то что можно ска-
зать о принципе Мопертюи, которого он выставил открывателем
всех законов механики и физики”.

B. Леонард Эйлер – один из творцов гидродинамики. Урав-
нения движения жидкости можно представить в двух различ-
ных формах: или мы исследуем скорость, давление и плотность
во всех точках течения, или же мы исследуем историю отдель-
ной частицы жидкости. Уравнения, которые получаются этими
двумя способами, обычно называются эйлеровой и лагранжевой
формами уравнений гидродинамики (хотя обе принадлежат Эй-
леру).

Наиболее популярны уравнения Эйлера, описывающие движе-
ние идеальной жидкости:

ρ

(
∂v

∂t
+
∂v

∂x
v

)
= −∂p

∂x
− ρ

∂V

∂x
. (9)

Здесь x = (x1, x2, x3) – точка трехмерного евклидова простран-
ства, v(x, t) – поле скоростей частиц жидкости, ρ(x, t) – плотность,
p(x, t) – давление, V (x, t) – плотность потенциальной энергии мас-
совых сил. К трем скалярным уравнениям (9) добавляется урав-
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нение неразрывности

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0, (10)

которое выражает закон сохранения массы движущегося объе-
ма жидкости. Оно также получено Эйлером. Обычно рассмат-
ривают баротропную жидкость, когда давление и плотность свя-
заны некоторым функциональным соотношением. Это дополни-
тельное предположение замыкает систему нелинейных диффе-
ренциальных уравнений (9) и (10). Основные гидродинамические
результаты Эйлера опубликованы в 1755 г. (Берлин) и 1759 г. (С.-
Петербург).

Для баротропной жидкости уравнение (9) можно представить
в виде уравнения Ламба

∂v

∂t
+ (rot v)× v = −∂h

∂x
, (11)

где h = v2/2 + P + V , а P – функция давления (ρ−1 dp = dP).
Функция h называется функцией Бернулли. В стационарном слу-
чае h постоянна на линиях тока (теорема Д. Бернулли). Этот
факт был положен Даниилом Бернулли в основу своей “Гидро-
динамики”, опубликованной в 1738 г.

Стационарные течения идеальной жидкости хорошо изучены.
Во-первых, векторные поля v и rot v касаются поверхностей Бер-
нулли

Bc = {x : h(x) = c}.
Эти поверхности регулярны, если поле v неколлинеарно своему
ротору. Более того, поля

v и (rot v)/ρ

коммутируют. Этот факт отмечен В.И. Арнольдом [10] для одно-
родной несжимаемой жидкости (ρ = const) и автором [11] в общем
случае. Следовательно, если поверхности Бернулли ограничены,
то они диффеоморфны двумерным торам, причем частицы жид-
кости движутся условно-периодически. Если же поля v и rot v
коллинеарны, то течение в замкнутой области, как правило, бу-
дет хаотическим.

C. В математической теории упругости Эйлер вывел диф-
ференциальное уравнение для упругой кривой (эластики) и дал
классификацию ее форм равновесий (1744 г.).



50 Эйлер и математические методы механики

Определил наименьшую высоту колонны, при которой она мо-
жет изогнуться под действием своего собственного веса или при-
ложенной извне нагрузки. Лагранж следовал его теории и при-
менил ее к определению наиболее надежной формы колонн. Эти
работы – первые исследования по устойчивости упругих систем, в
которых ключевую роль играет энергетический критерий устой-
чивости (для систем с конечным числом степеней свободы – это
упоминавшаяся выше теорема Лагранжа–Дирихле).

Наконец, вслед за Тейлором, Эйлер получил дифференциаль-
ное уравнение поперечных колебаний стержня, нашел собствен-
ные функции и вывел уравнения частот для различных краевых
условий. Параллельно с ним эти результаты получил и Даниил
Бернулли.

D. Работы Эйлера по небесной механике и астрономии носят,
в основном, прикладной характер (например, его теория движе-
ния Луны, по которой были составлены практические таблицы).
Однако имеются результаты Эйлера по задаче трех тел, которые
вошли в “золотой фонд” небесной механики. Во-первых, это част-
ные движения трех гравитирующих тел, которые все время оста-
ются на одной подвижной прямой. Далее, Эйлер проинтегрировал
плоскую задачу двух неподвижных центров, когда движущаяся
частица притягивается двумя неподвижными точками. Если пе-
реносить один из притягивающих центров в бесконечность и со-
гласованным образом увеличивать его массу, то получим важ-
ную предельную интегрируемую задачу Кеплера в однородном
силовом поле. Эта задача имеет существенное значение в кванто-
вой механике: атом водорода в однородном электрическом поле.
С ней связан “эффект Штарка” – расщепление спектральных ли-
ний атомов в электрическом поле.

Впоследствии Лагранж показал интегрируемость задачи двух
центров в пространстве, а также обобщил ее на случай, когда
движущаяся точка притягивается (или отталкивается) упругой
силой, направленной к точке, лежащей посредине между центра-
ми.

О научном стиле Эйлера удачно сказал Якоби в своих “Лек-
циях по динамике” : “Работы Эйлера имеют вообще ту большую
заслугу, что им везде приведены по возможности все случаи, в ко-
торых задачи могут быть решены полностью с помощью данных
способов и средств. . . . как правило, когда удается к примерам Эй-
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лера присоединить какой-нибудь новый пример, то это является
обогащением науки”.

В связи с этим высказыванием упомянем замечательный ре-
зультат С. В. Болотина о неинтегрируемости плоской задачи n
неподвижных центров при n > 3 [12].

Мы сейчас перекинем мостики к некоторым новым исследо-
ваниям в этих областях, где идеи и методы Эйлера имеют суще-
ственное значение.

4. Гидродинамика гамильтоновых систем
Гидродинамические уравнения Эйлера (9) возникают есте-

ственным образом при изучении инвариантных многообразий га-
мильтоновых систем, однозначно проектирующихся на конфигу-
рационное пространство.

Пусть Mn – n-мерное конфигурационное многообразие меха-
нической системы с локальными координатами x = (x1, . . . , xn),
Γ = T ∗M – фазовое пространство (кокасательное расслоение M),
y = (y1, . . . , yn) – канонические импульсы в точке x ∈ M (это
ковекторы – элементы пространства T ∗xM , двойственного каса-
тельному пространству TxM), H(x, y, t) – функция Гамильтона
(заданная на Γ и зависящая, вообще говоря, от времени t). Эво-
люция определяется системой канонических уравнений Гамиль-
тона

ẋj =
∂H

∂yj
, ẏj = − ∂H

∂xj
, 1 6 j 6 n. (12)

Пусть Σnt – многообразие в фазовом пространстве Γ, одно-
значно проектирующееся на конфигурационное пространство M .
В канонических координатах x, y оно задается уравнениями

y = u(x, t), (13)

где u – некоторое ковекторное поле на M , зависящее, возможно,
от времени. Свойство инвариантности многообразия Σt означа-
ет следующее. Пусть x(t), y(t) – решение уравнений Гамильтона
с начальными данными

x(t0) = x0, y(t0) = y0.

Если точка (x0, y0) принадлежит Σt0 , то

(x(t), y(t)) ∈ Σt
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для всех значений t.
Несложно проверить, что критерий инвариантности многооб-

разия Σt состоит в том, что поле (13) удовлетворяет уравнению

∂u

∂t
+ (rotu)v = −∂h

∂x
, (14)

где rotu = ∂u/∂x−(∂u/∂x)T – кососимметрическая n×n-матрица
(ротор ковекторного поля u),

v(x, t) =
∂H

∂y

∣∣∣∣
y=u(x,t)

– векторное поле на M , h(x, t) = H(x, u(x, t), t) – функция на M ,
зависящая от времени t как параметра.

Для “натурального” гамильтониана

H =
1
2

n∑
i,j=1

gij(x, t) yiyj + V (x1, . . . , xn, t)

уравнение (14) имеет следующий явный вид:

∂ui
∂t

+
∑
j,k

gjk

(
∂ui
∂xj

− ∂uj
∂xi

)
uk

= −1
2

∂

∂xi

( ∑
j,k

gjkujuk

)
− ∂V

∂xi
, i = 1, . . . , n.

(15)

Это – нелинейная система n дифференциальных уравнений в част-
ных производных первого порядка относительно n неизвестных
функций u1, . . . , un.

Пусть, например, n = 3 и gij = δij (символы Кронекера). То-
гда u = v и уравнения (15) будут иметь вид гидродинамических
уравнений Эйлера, представленных в форме Ламба. Функцию h
будем называть функцией Бернулли.

Движения рассматриваемой системы, фазовые траектории ко-
торых лежат на Σ, находятся как решения системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений на M :

ẋ = v(x, t), x ∈M. (16)

Эти соображения позволяют применить идеи и методы гидро-
динамики к изучению гамильтоновых систем [13]. С этой целью
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введем вихревые многообразия как естественное обобщение вих-
ревых линий в классической гидродинамике. Собственные век-
торы матрицы rotu с нулевым собственным значением назовем
вихревыми векторами. В каждой точке x ∈ M в любой мо-
мент времени t касательные вихревые векторы образуют линей-
ное пространство. Возникает распределение касательных плоско-
стей на M . Можно показать (в предположении постоянства раз-
мерности плоскостей вихревых векторов), что это распределение
интегрируемо. Интегральные многообразия этого распределения
естественно назвать вихревыми многообразиями.

Оказывается, вихревые многообразия “вморожены” в поток
системы дифференциальных уравнений (16) на M . Другими сло-
вами, преобразования из этого потока переводят вихревые мно-
гообразия в вихревые многообразия. Это – многомерный вариант
классической теоремы Гельмгольца–Томсона из гидродинамики
идеальной жидкости. Справедливо также следующее естествен-
ное обобщение теоремы Бернулли: в стационарном случае функ-
ция Бернулли h постоянна как на линиях тока (интегральных
кривых векторного поля v на M), так и на вихревых многообра-
зиях.

Рассмотрим потенциальное решение уравнения Ламба (14),
когда u = ∂S/∂x, где S – функция от координат x и времени t.
В этом случае уравнение (14) эквивалентно соотношению

∂S

∂t
+H

(
x,
∂S

∂x
, t

)
= f(t). (17)

Тривиальная калибровка

S 7→ S −
∫
f(t) dt

позволяет обнулить правую часть уравнения (17), которое пре-
вращается в известное уравнение Гамильтона–Якоби. В гидро-
динамике (17) называется интегралом Лагранжа–Коши.

Классический метод Якоби интегрирования дифференциаль-
ных уравнений Гамильтона (12) сводится к отысканию полного
решения уравнения (17), невырожденно зависящего еще от n па-
раметров c1, . . . , cn:

det
∥∥∥∥ ∂2S

∂ci ∂xj

∥∥∥∥ ̸= 0.
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В [14] указано обобщение метода Якоби, основанное на поиске
полного решения уравнений Ламба. Приведу простейший вариант
теоремы об интегрируемости в стационарном случае при n = 3.
Пусть известно решение уравнения (14) u(x, c), c = (c1, c2, c3),
такое, что
1) rotu ̸= 0,

2)
∣∣∣∣∂u∂c

∣∣∣∣ ̸= 0,

3) dxH(x, u(x, c)) ̸= 0.
Тогда уравнение Гамильтона интегрируется в квадратурах.

Это утверждение доказывается с помощью теории “последне-
го множителя” Эйлера–Якоби. Согласно Якоби, “. . . теория Эйле-
ра по введению множителя в интегральное уравнение является
одним из его самых замечательных открытий в интегральном ис-
числении”.

Уравнение (14) появилось, по-видимому, впервые в вариацион-
ном исчислении как условие согласованности полей экстремалей
(которые, как известно, описываются каноническими уравнени-
ями Гамильтона). Правда, там обычно рассматриваются лишь
самосопряженные (потенциальные) поля. И.С. Аржаных [15]
обобщил уравнение Ламба на негамильтоновы системы (в част-
ности, неголономные) и пытался распространить на них метод
Гамильтона–Якоби. Однако до работы [13] уравнение (14) обыч-
но не связывали с идеями гидродинамики. Систематическое изло-
жение аналогий, существующих между гидродинамикой, геомет-
рической оптикой, механикой и термодинамикой, можно найти
в книге [16].

5. Вихревая теория волчка Эйлера
Ключевой вопрос применимости общей теории вихрей из 4

состоит в нахождении инвариантных многообразий, однозначно
проектирующихся на конфигурационное пространство. Этот во-
прос легко и естественно решается для волчка Эйлера [17].

Пусть α, β, γ – ортонормированный репер в неподвижном про-
странстве. Мы будем рассматривать их как векторы в подвижном
пространстве, связанном с твердым телом. Тогда они уже не бу-
дут постоянными; их эволюция со временем описывается уравне-
ниями Пуассона

α̇+ ω × α = 0, β̇ + ω × β = 0, γ̇ + ω × γ = 0. (18)
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Эти уравнения вместе с динамическими уравнениями Эйле-
ра (8) образуют полную систему уравнений движения (в предпо-
ложении, что момент сил M , действующих на тело, – известная
функция от положения и угловой скорости твердого тела). В слу-
чае M = 0 эти уравнения допускают следующие интегралы:

(Iω, α) = c1, (Iω, β) = c2, (Iω, γ) = c3, (19)

выражающие свойство неизменности вектора кинетического мо-
мента тела K = Iω как вектора в неподвижном пространстве.

Интегралы (19) имеют прозрачную групповую интерпрета-
цию. Конфигурационное пространство волчка, вращающегося во-
круг неподвижной точки, – это группа поворотов трехмерного
евклидова пространства SO(3). Вращениям волчка с постоянной
угловой скоростью ω = α отвечает правоинвариантное векторное
поле скоростей на SO(3). Фазовый поток этого поля состоит, оче-
видно, из левых сдвигов на группе SO(3). Однако кинетическая
энергия волчка T = (Iω, ω)/2 инвариантна при левых сдвигах.
Следовательно, по теореме Нётер, уравнения движения допуска-
ют интеграл (

∂T

∂ω
, α

)
= (Iω, α) = const.

Эти соображения фактически содержатся в краткой заметке
А. Пуанкаре [18]. Там же введены более общие системы на груп-
пах Ли с левоинвариантной метрикой (кинетической энергией),
о которых будет идти речь ниже.

Из формул (19) вытекает очевидное равенство

Iω = c1α+ c2β + c3γ. (20)

Оно позволяет представить скорость вращения волчка как од-
нозначную функцию на конфигурационном пространстве. Дру-
гими словами, векторное равенство (20) задает трехпараметри-
ческое семейство трехмерных стационарных инвариантных мно-
гообразий, однозначно проектирующихся на конфигурационное
пространство M = SO(3). В дальнейшем рассматривается нетри-
виальный случай, когда c21 + c22 + c23 ̸= 0.

Для упрощения формул свяжем с твердым телом трехгран-
ник, образованный главными осями инерции тела относительно
точки закрепления. В этих осях тензор инерции приводится к диа-
гональному виду: I = diag(I1, I2, I3). Пусть ω1, ω2, ω3 – проекции
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вектора угловой скорости ω на эти подвижные оси. Тогда вид
кинетической энергии упрощается:

T =
1
2

(
I1ω

2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3

)
. (21)

Для того чтобы представить инвариантные многообразия (19)
в канонических переменных, введем в качестве обобщенных ко-
ординат на группе SO(3) известные углы Эйлера ϑ, ϕ, ψ. Они од-
нозначно определяют положение главных осей инерции твердого
тела относительно неподвижного трехгранника. Угловые скоро-
сти выражаются через углы Эйлера и их производные с помощью
кинематических формул Эйлера (1760):

ω1 = ψ̇ sinϑ sinϕ+ θ̇ cosϕ,

ω2 = ψ̇ sinϑ cosϕ− θ̇ sinϕ,

ω3 = ψ̇ cosϑ+ ϕ̇.

(22)

Они позволяют представить кинетическую энергию (21) как
положительно определенную квадратичную форму по обобщен-
ным скоростям ϑ̇, ϕ̇, ψ̇. Сопряженные канонические импульсы
вводим по обычному правилу:

pψ =
∂T

∂ψ̇
, pθ =

∂T

∂θ̇
, pϕ =

∂T

∂ϕ̇
.

Используя (21) и (22), получим следующие формулы:

pψ = I1ω1
∂ω1

∂ψ̇
+ I2ω2

∂ω2

∂ψ̇
+ I3ω3

∂ω3

∂ψ̇

= I1ω1 sin θ sinϕ+ I2ω2 sinϑ cosϕ+ I3ω3 cos θ,
pθ = I1ω1 cosϕ− I2ω2 sinϕ,
pϕ = I3ω3.

С учетом формулы (20) и известных выражений компонент
векторов α, β, γ через углы Эйлера получаем окончательный вид
инвариантных многообразий волчка Эйлера в канонических пе-
ременных:

pψ = c3,

pϑ = c1 cosψ + c2 sinψ,
pϕ = c1 sinϑ sinψ − c2 sinϑ cosψ + c3 cosϑ.

(23)
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Интересно отметить, что эти формулы не зависят от моментов
инерции тела I1, I2, I3.

Поскольку на волчок не действуют никакие силы, то
неподвижный репер α, β, γ мы можем выбирать произвольно.
Направим, например, вектор γ вдоль постоянного в пространстве
вектора кинетического момента K = Iω. Тогда, очевидно,

c1 = c2 = 0, c3 = k, k = |K|.

При фиксированном k инвариантные многообразия (23) зада-
ют на группе SO(3) динамическую систему

ẋ = v(x), x = (ψ, ϑ, ϕ).

С использованием кинематических формул Эйлера эти уравнения
легко записать в явном виде:

ψ̇ = k

(
sin2 ϕ

I1
+

cos2 ϕ
I2

)
,

ϑ̇ = k

(
1
I1
− 1
I2

)
sinϑ sinϕ cosϕ,

ϕ̇ = k cos θ
(

1
I3
− sin2 ϕ

I1
− cos2 ϕ

I2

)
.

(24)

Их фазовый поток задает стационарное “течение” воображаемой
жидкости на группе SO(3). Опишем его основные свойства.

1◦. “Внутренняя” метрика на SO(3), задаваемая кинетической
энергией волчка, позволяет вычислить ротор векторного поля v
(поля (24)). Это поле – вихревое. Рассматриваемое как поле ско-
ростей, оно порождает вращение твердого тела с угловой скоро-
стью ω = µγ, µ = const и коммутирует с полем v. В частности, по-
ле rot v правоинвариантно и все вихревые линии замкнуты. Рас-
слоение группы SO(3) вихревыми линиями совпадает с известным
в топологии расслоением Хопфа.

2◦. Уравнения (24) допускают интегральный инвариант∫∫∫
sinϑ dψ dθ dϕ, 0 6 ϑ 6 π.

Он задает на группе SO(3) меру, инвариантную относительно ле-
вых и правых сдвигов.
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Этот факт позволяет говорить о сохранении “массы” вообража-
емой жидкости на группе SO(3). Ее плотность совпадает с плот-
ностью биинвариантной меры (единственной с точностью до по-
стоянного множителя).

3◦. Интеграл Бернулли h равен

1
2
k2(I−1γ, γ).

Критические точки функции h – орбиты постоянных вращений
волчка вокруг главных осей инерции (с фиксированным значени-
ем кинетического момента K), а критические значения совпада-
ют со значениями энергии на этих вращениях. Если c не является
критическим значением функции h, то поверхность Бернулли

Bc = {x ∈ SO(3) : h(x) = c}

– двумерный тор. Векторные поля v и rot v касаются Bc, ком-
мутируют и линейно независимы в каждой точке. В частности,
движение по этому тору будет условно-периодическим.

Эти результаты переносятся (с естественными изменениями)
на общий случай систем на группах Ли с левоинвариантной ки-
нетической энергией. Пусть G – связная группа Ли – конфигура-
ционное пространство механической системы, а T (ẋ, x) – кинети-
ческая энергия, инвариантная относительно всех левых сдвигов
на группе G.

Пусть w1, . . . , wn – базис правоинвариантных векторных полей
на G. Их фазовые потоки – семейства левых сдвигов на группе G.
Поэтому (по теореме Нётер) уравнения движения допускают n
независимых первых интегралов

∂T

∂ẋ
· w1 = c1, . . . ,

∂T

∂ẋ
· wn = cn,

линейных относительно скорости ẋ. Из этих соотношений можно
выразить скорость системы в виде однозначной функции от по-
ложения x и параметров c = (c1, . . . , cn):

ẋ = vc(x), x ∈ G. (25)

Напомним, что на каждой группе Ли имеется единственная (с
точностью до постоянного множителя) мера, инвариантная при
всех левых (правых) сдвигах. В случае унимодулярной группы
эта мера (называемая мерой Хаара) биинвариантна. В частности,
все компактные группы унимодулярны.
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Теорема 2 [19]. При фиксированном значении c ∈ Rn фа-
зовый поток системы (25) сохраняет правоинвариантную меру
на G.

Следствие. Если группа G унимодулярная, то фазовый
поток системы (25) сохраняет меру Хаара на G.

Это утверждение обобщает свойство 2◦ волчка Эйлера.
Развиваемый подход можно применить и к бесконечномерной

группе диффеоморфизмов гладкого многообразия Q, сохраняю-
щих элемент объема. Чтобы привязать последующие построения
к обычной гидродинамике идеальной жидкости (скажем, с пери-
одическими граничными условиями), в качестве Q можно взять,
например, трехмерный тор с “плоской” метрикой и угловыми
координатами x = (x1, x2, x3). Эта группа обычно обозначается
SDiff Q. Алгебра Ли группы SDiff Q состоит из касательных век-
торных полей на Q с нулевой дивергенцией. Определим скаляр-
ное произведение двух элементов этой алгебры (т. е. двух солено-
идальных векторных полей v1 и v2) с помощью формулы

⟨v1, v2⟩ =
∫

(v1, v2) d3x.

Рассмотрим теперь течение однородной идеальной жидкости
в области Q; для простоты будем считать плотность жидкости
равной единице. Уравнение неразрывности приводит к условию
несжимаемости: div v = 0. Течения жидкости описываются кри-
выми gt на группе SDiff Q: диффеоморфизм gt : Q→ Q переводит
каждую частицу из ее начального положения в положение, кото-
рое она занимает в момент времени t.

Несложно проверить, что кинетическая энергия жидкости

T =
1
2
⟨v, v⟩ (26)

– правоинвариантная риманова метрика на группе SDiff Q. Свой-
ство правоинвариантности отличает эту систему от волчка Эйле-
ра и создает дополнительные трудности при ее изучении.

В 1960-е годы было подмечено следующее важное обстоятель-
ство: течения идеальной несжимаемой жидкости – геодезические
линии метрики (26). Таким образом, идеальная несжимаемая
жидкость – это бесконечномерный “волчок Эйлера” с правоин-
вариантной метрикой на группе SDiff Q [20]–[22]. Это – следствие
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принципа наименьшего действия, который, если угодно, можно
считать определением динамики идеальной жидкости.

Как известно, правые сдвиги на группе Ли включаются в фа-
зовые потоки левоинвариантных полей. Оказывается, левоинва-
риантные поля u(x, t) на группе SDiff Q – это соленоидальные
поля на Q, удовлетворяющие уравнению

∂u

∂t
= rot(v × u). (27)

Оно выражает свойство вмороженности интегральных кривых
поля u в течение жидкости. С учетом несжимаемости уравне-
ние (27) эквивалентно “уравнению Эйлера”

∂u

∂t
= [v, u],

где [ · , · ] – коммутатор векторных полей. Следовательно, снова
по теореме Нётер, уравнения геодезических на группе SDiff Q до-
пускают бесконечную серию линейных законов сохранения:

⟨u, v⟩ =
∫
Q

(u, v) d3x = const. (28)

Это утверждение (установленное в [16, доп. 1]) обобщает ста-
рую теорему Ж.-Ж. Моро, в которой u = rot v.

Поскольку кинетическая энергия (26) представляет собой
невырожденную квадратичную форму, то наличие бесконечной
серии интегралов (28) позволяет надеяться найти скорость тече-
ния v как функцию на группе SDiff Q. Отличие от левоинвари-
антного случая состоит в том, что фигурирующие в (28) вектор-
ные поля u не заданы априори, а их надо искать как решения
уравнения (27). Если эту задачу считать решенной, то на группе
SDiff Q естественным образом возникает бесконечномерная дина-
мическая система, фазовый поток которой схож по своим свой-
ствам со стационарным течением невязкой жидкости. Было бы
интересным изучить эту систему с гидродинамической точки зре-
ния, изложенной в 4 (вихревые векторы и многообразия, поверх-
ности Бернулли, инвариантные меры, . . . ). Такой подход можно
назвать вторичной гидродинамикой. Первые (но далеко не исчер-
пывающие) шаги в этом направлении сделаны в работе [23].
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6. Энергетические критерии устойчивости
Как уже было сказано, Эйлер впервые изучал свойства упру-

гих систем мало отклоняться от состояния равновесия при малых
возмущающих воздействиях. Современная теория устойчивости
упругих систем основана на распространении классической тео-
рии устойчивости на континуальные системы и может рассмат-
риваться как часть теории дифференциальных уравнений в гиль-
бертовом пространстве.

Для отыскания условий устойчивости упругих систем в по-
тенциальном силовом поле обычно используют энергетический
подход, основанный на теореме Лагранжа–Дирихле: положение
равновесия устойчиво, если оно является точкой строгого локаль-
ного минимума потенциальной энергии. Эта энергия – функцио-
нал от поля перемещений частиц упругой системы, зависящий
еще от некоторых параметров (нагрузка, длина стержня, жест-
кость при изгибе и т. д.). Область устойчивости в пространстве
параметров определяется условием, что вторая вариация потен-
циальной энергии – положительно определенная квадратичная
форма. На границе области устойчивости эта форма становится
вырожденной и, как правило, происходит бифуркация положений
равновесия.

На практике широко применяют аппроксимацию континуаль-
ных систем конечномерными системами. Еще Лагранж заменял
упругую среду набором большого числа малых частиц, упруго
взаимодействующих между собой. Кстати сказать, с физической
точки зрения такая модель даже ближе к действительности. В со-
ответствии с этим замечанием мы обсудим некоторые новые идеи
исследования устойчивости тривиального решения линейной си-
стемы

ẋ = Ax, x ∈ Rn, (29)

допускающей квадратичный первый интеграл

f =
1
2

(Bx, x). (30)

Матрицы A и B (B симметрична) будем считать невырожденны-
ми. Практически все, сказанное ниже, можно перенести на бес-
конечномерный случай с необходимыми предосторожностями.

Поскольку система (29) линейная, то устойчивость по Ляпуно-
ву положения равновесия x = 0 означает ограниченность всех ее
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решений. Квадратичный интеграл (30) можно интерпретировать
как интеграл энергии. Конечно, критерий устойчивости равнове-
сия x = 0 можно сформулировать через спектральные свойства
матрицы A. Однако, имея в виду энергетический подход, полезно
связать свойство устойчивости также и со свойствами квадратич-
ного интеграла (30) (например, с его сигнатурой).

Теорема 3 [24]. Справедливы следующие заключения:
1) n четно;
2) спектр матрицы A симметричен относительно веществен-

ной и мнимой осей;
3) div(Ax) = trA = 0;
4) если индекс инерции квадратичной формы (30) нечетный, то

равновесие x = 0 неустойчиво;
5) система (29) имеет n/2 независимых квадратичных инте-

гралов;
6) равновесие x = 0 устойчиво в том и только том случае, ко-

гда (29) допускает положительно определенный квадратич-
ный интеграл.

Всеми этими свойствами обладают линейные гамильтоновы
системы. Оказывается, это замечание не случайно: система (29)
в действительности гамильтонова, причем f – функция Гамиль-
тона. Только эта система представлена, вообще говоря, не в кано-
нической форме. Соответствующая симплектическая структура
задается билинейной формой

ω(x′, x′′) = (Ωx′, x′′), Ω = BA−1.

Действительно, эта билинейная форма, очевидно, невырождена.
Надо показать, что Ω – кососимметрическая матрица. Для дока-
зательства воспользуемся равенством ATB = −BA, которое вы-
ражает свойство квадратичной формы (30) быть первым инте-
гралом системы (29). Итак,

AT = −BAB−1,
(
AT

)−1 = −BA−1B−1.

Поэтому

ΩT =
(
AT

)−1
B = −

(
BA−1B−1

)
B = −BA−1 = −Ω.

После этого наблюдения систему (29) уже совсем легко пред-
ставить в гамильтоновой форме:

ω(ẋ, · ) = (Ωẋ, · ) = (Bx, · ) = df( · ).
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Заключение 4) теоремы 3 обобщает классическую теорему
Томсона о невозможности гироскопической стабилизации равно-
весия с нечетной степенью неустойчивости Пуанкаре (с нечетным
индексом инерции потенциальной энергии). Его можно предста-
вить в несколько иной форме, если ввести степень неустойчиво-
сти u системы (29) как количество собственных значений мат-
рицы A в правой комплексной полуплоскости. Пусть i− (i+) –
отрицательный (положительный) индекс инерции квадратичной
формы f . Тогда

u ≡ i− (mod 2). (31)

Так как i− + i+ = n и n четно, то в этом сравнении i−, конечно,
можно заменить на i+.

Однако, как показано в [25], сравнение (31) справедливо и в бо-
лее общем случае, когда

ḟ = (BAx, x) 6 0. (32)

Здесь n уже может быть и нечетным. Этот случай отвечает си-
стемам с диссипацией энергии. Если диссипация полная (квадра-
тичная форма (32) отрицательно определена), то u = i− (теорема
Островского–Шнейдера [26]).

Обобщенную теорему Томсона (31) можно распространить
и на некоторые случаи, когда матрица A вырождена. Вектор
x ∈ Rn назовем изотропным, если (Bx, x) = 0. Конечно, если
форма f положительно или отрицательно определена, то изо-
тропным будет только нулевой вектор.

Теорема 4 [27]. Пусть n четно, |B| ≠ 0, i− (i+) нечетно
и Ax ̸= 0 для всех изотропных x ̸= 0. Тогда матрица A име-
ет пару ненулевых вещественных чисел ±λ с изотропными соб-
ственными векторами.

Более содержательным и сложным выглядит вопрос об оцен-
ке степени устойчивости s: это количество пар чисто мнимых
собственных значений матрицы A. Снова считаем A и B невы-
рожденными матрицами.

Теорема 5 [28]. Справедлива оценка

|i+ − i−| 6 2l,

где l – количество пар чисто мнимых собственных чисел мат-
рицы A с жордановыми клетками нечетного порядка.
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Следствие 1. Справедлива оценка

|i+ − i−| 6 2s. (33)

Следствие 2. Пусть индекс i− (или i+) равен единице. То-
гда спектр A состоит из пары вещественных ненулевых чисел
±λ и (n− 2)/2 пар чисто мнимых собственных значений с про-
стыми элементарными делителями.

Последнее утверждение описывает механизм потери устойчи-
вости в типичном случае, когда теряется положительная опреде-
ленность полной энергии. Это имеет прямое отношение и к рас-
смотренным Эйлером задачам о потере устойчивости равновесий
упругих стержней.

Пусть 2i− 6 n. Тогда, с учетом соотношений i+ + i− = n
и u+ s = n/2, неравенство (33) эквивалентно неравенству

u 6 i−. (34)

В таком виде оно было установлено ранее в работах [29], [30]
для гамильтоновых систем частного вида, описывающих линей-
ную динамику механических систем в потенциальном поле с до-
полнительными гироскопическими силами. В работе А. А. Шка-
ликова [31] содержится уточнение неравенства (34), основанное
на обобщении теоремы Понтрягина о самосопряженных опера-
торах в пространствах с индефинитной метрикой. Наш подход,
применяемый к линейным гамильтоновым системам общего ви-
да, использует теорию нормальных форм Вильямсона.

7. Задача двух центров в пространствах
постоянной кривизны

Оказывается, классический результат Эйлера об интегрируе-
мости задачи двух неподвижных центров допускает любопытное
обобщение на пространства постоянной кривизны. Но сначала на-
до дать пояснения о гравитации в этих пространствах.

Хорошо известно, что потенциал гравитационного взаимодей-
ствия в обычном трехмерном евклидовом пространстве обладает
двумя фундаментальными свойствами. С одной стороны, это –
гармоническая функция (зависит лишь от расстояния и удовле-
творяет уравнению Лапласа), а с другой стороны только этот
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потенциал и еще потенциал упругой пружины порождают цен-
тральные силовые поля, в которых все ограниченные орбиты ча-
стицы замкнуты (теорема Бертрана). Эти свойства естественным
образом переносятся на более общий случай трехмерных про-
странств постоянной кривизны (трехмерная сфера S3 и про-
странство Лобачевского L3).

Для определенности записи рассмотрим трехмерную сферу.
Пусть материальная частицаm единичной массы движется в поле
сил с потенциалом V , зависящим лишь от расстояния между этой
частицей и фиксированной точкой M ∈ S3. Эта задача – аналог
классической задачи о движении в центральном поле. Пусть ϑ –
длина дуги большого круга, соединяющего точки m и M , измеря-
емая в радианах. Тогда V зависит только от угла ϑ. Для опреде-
ления гравитационного потенциала на сфере уравнение Лапласа
следует заменить уравнением Лапласа–Бельтрами:

∆V = sin−2 ϑ · ∂
∂θ

(
sin2 θ · ∂V

∂ϑ

)
= 0.

Оно сразу же решается:

V = −γ ctg θ + α, α, γ = const.

Аддитивная константа α несущественна; положим далее α = 0.
Для определенности рассмотрим случай γ > 0 (тогда точка M
будет притягивать точку m). Параметр γ играет роль гравита-
ционной постоянной, умноженной на массу притягивающего цен-
тра M . В дополнение к притягивающему центру M это силовое
поле имеет отталкивающий центр M ′ в антиподальной точке (где
ϑ = π).

В общем случае, когда V – произвольная функция от угла ϑ,
траектории точкиm лежат на двумерных сферах S2, содержащих
точки M и M ′.

Естественно рассмотреть также обобщенную задачу Бертра-
на: среди всех потенциалов V (ϑ) выделить те, в поле которых
почти все орбиты точки m на двумерной сфере S2 замкнуты. Ее
решением (как и в классическом случае) являются два потенци-
ала:

V1 = −γ ctg ϑ, V2 =
k

2
tg2 θ, γ, k = const.

Первый из них – гравитационный потенциал, а второй – аналог
потенциал Гука (k – “коэффициент упругости”).
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Движение частицы в центральном гравитационном поле под-
чиняется обобщенным законам Кеплера. В частности, ее орбиты –
квадрики на S2 – линии пересечения сферы с конусом второго по-
рядка, вершина которого совпадает с центром сферы.

Все эти результаты (с различных точек зрения и в разной
общности) получены рядом авторов, зачастую не знавших о су-
ществовании работ предшественников. По-видимому, первой (и
очень обстоятельной) работой на эту тему была забытая статья
известного немецкого геометра Вильгельма Киллинга. Эти рабо-
ты собраны и систематизированы А. В. Борисовым и И. С. Мама-
евым в сборнике [32].

Рассмотрим теперь обобщенную задачу двух неподвижных
центров. Речь идет о движении точки по двумерной сфере в поле
с потенциалом V1 + V2, где

V1 = γ1 ctg ϑ1, V2 = γ2 ctg ϑ2, γ1, γ2 = const.

Здесь ϑ1, ϑ2 – дуги большого круга, проходящие через неподвиж-
ные гравитирующие центры M1, M2 и движущуюся частицу.

Уравнения движения в форме Гамильтона решаются разде-
лением переменных в ортогональных сфероконических координа-
тах на S2. Это – результат Киллинга. Наше наблюдение состоит
в том, что задача останется вполне интегрируемой, если добавить
упругую силу (с обобщенным гуковским потенциалом) с центром,
лежащим ровно посредине между M1 и M2 [33]. Этот результат
вполне аналогичен добавлению Лагранжа к классической задаче
Эйлера. Естественно, что все сказанное справедливо и в простран-
стве Лобачевского.

Затронутое выше – это небольшая часть творческого насле-
дия Леонарда Эйлера. А ведь мы не касались его выдающихся
результатов в анализе, геометрии и теории чисел! Осознавая все
это, закончим известным призывом Лапласа: “Читайте Эйлера,
изучайте Эйлера. Он наш общий учитель!”
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